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Fascicule d'exercices d’électromagnétisme n° 1

Jean

Perrin E. SAUDRAIS

Electrostatique

nenen Théoreme de de Gauss eoemorome

1 — Distribution a symétrie cylindrique

Dans chacun des cas suivants, on représentera gra-
phiquement l'évolution spatiale de la composante du
champ électrique.

Fil infini

1. Le distribution est a symétrie sphérique : E(M) =
E(r)é, en coordonnées cylindriques d’axe Oz.
Surface de Gauss : cylindre de rayon r, de hauteur H.
On a Qint = HAyp.

Théoreme de Gauss :

HAy
2nrHE(r) = ——,
€0

d’ou1

= AO —

E(M) = er

2TmEYT

Cylindre infini

2. Symétrie cylindrique : E (M) = E(r) .
Surface de Gauss : cylindre de rayon r, de hauteur H
arbitraire.

0 potr>H pourr<a
=
" poralH pourr>a

Flux:2nrHE(r), d' ou

Po

—ré, pourr<a
- 2¢g
EM) = 2
pod”
e, pourr=a.
2e0T1
E(r)
Dol
280
a r

Une longueur H de cylindre porte la charge Q =
poa’?H. On peut définir sa charge linéique! par Q =
AoH. Lexpression du champ a l'extérieur du cylindre
est alors donnée par

= /10 —
E(M) = e
2meEgT

Le cylindre peut-étre modélisé par une distribution li-
néique de charge dés que 'on est a I'extérieur du cy-
lindre.

3. Les propriétés de symétrie et d’'invariance sont les
mémes, seul change le calcul de la charge intérieure a
la surface de Gauss.

Pourr > a,ona

a 2npoH [ 2npoHa?
Qint=/p(r)27rerr=ﬂ/rzdrzm.
0 a 0 3

Pourr<a,ona

§ 2npoH |7 2npoHr?
Qint = /p(r')2nr'Hdr'= ZMPo /r’zdr'z ZMPoT
0 a 0

3a
On en déduit
POr2—>
N 5 e, pourr<a
E (M) =< >¢o4
Pod” 2 pourr>a
3eor -
E(r)
poa

3{:‘0

4. Les propriétés de symétrie et d’'invariance sont les
mémes, seul change le calcul de la charge intérieure a
la surface de Gauss.

Sir<a,onaQj=0.

Sir>a,onaQin=0¢2naH.

» On ne peut se mettre en r = a (présence d'une
charge surfacique).

1. Lacharge linéique est la charge par unité de longueur; on peut la définir méme si la distribution n’est pas linéique, c’est-a-dire n’est

pas concentrée sur un fil.
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On en déduit

-

N 0 pourr<a

EM) =1 copa_,
—— e, pourr>a.
Egr

E(r)

a0

€p
a r

On remarque que le champ est discontinuen r = g, la
discontinuité valant

Ea")—E@a)=22.
€0

2 — Distribution a symétrie sphérique

1. La distribution est a symétrie sphérique : EM) =
E(r)é, en coordonnées sphériques.

Surface de Gauss : sphere de rayon r. Le flux du champ
vaut 4nr2E(r).

Pourr > a,ona

a 3
Qim=/P(r)47tr2dr=—np§a .
0

Pourr<a,ona

" 2 roor?
Qint=/p(r’)4nr’ drt=4mpg (5__)‘
0

4a
On en déduit
r =
R ?(g—ﬁ)er pourr<a
EM) = ;Oaz -
12607 e, pourr > a.
0
E(r)

a r

2. Les propriétés de symétrie et d’'invariance sont les
mémes, seul change le calcul de la charge intérieure a
la surface de Gauss.

Sir<a,onaQj=0.
Sir>a,onaQin = 0oodna’.
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On en déduit

=
0 pourr<a

EM) =13 goa?

—
e, pourr>a.

gor?

On remarque que le champ est discontinu en r = g, la
discontinuité valant
go

E(@)-E(a)=—.
€o

3 — Champ créé par un cylindre chargé

On considére un cylindre infini de rayon a. On donne le
graphe du champ électrique en un point M a une dis-
tance r < a de I'axe du cylindre :

E(r)

I
[
|
|
|
I
0 a r

1. Le champ al'intérieur d'un cylindre uniformément
chargé en volume a été établi (exercice 1) :

Po
E(r)=—r.
(r) 2eq r

Cette loi est fonction linéaire de r, compatible avec le
graphe.
D’apres le grapheon a

r
E(r) = Ey—
a
d’ol1 en identifiant
_ ZEOEO
Po = 2 |

On peut aussi utiliser l'équation de Maxwell-Gauss

E
pour un champ radial de composante E(r) = 2y
a

= LUEO) _2F0_py.
r dr a £o

2. En détermine le champ a I'extérieur avec le théo-
reme de Gauss comme a I'exercice 1 :

soit

2/14
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. , dv |
3. Le potentiel est donné par E(r) = 4 soit
P
dv ~Eo— pourr<a
= = Y
dr —E07 pourr>a
d’olu
2
-Ey—+C ourr<a
Vi) = 05, T p
—Epaln(r)+C, pourr>=a

On ne peut pas prendre le potentiel nul a I'infini car on
ne peut considérer r — oo pour un cylindre infini.

En choisissant V (a) = V), on obtient

E

= (a?-1?)
V(I‘) = 2a -

—anln(a) pourr > a

pourr<a

En déduire V(M) en tout point de I'espace. Représen-
ter le graphe de V (r).

4 — Champ dans une cavité sphérique

Le cas particulier ou les deux centres O et O’ sont
confondus se traite facilement.

La distribution étant a symétrie sphérique, le champ
est de la forme E (M) = E(r) @,.

Prenons comme surface de Gauss une sphere de centre
O, de rayon r < b. Elle contient la charge Qj,¢ = 0. Le
théoreme de Gauss s’écrit donc:

4nr?E(r) =0
d’ou E(M) =0.Le champ électrostatique est nul en

tout point de la cavité.
Considérons le cas o1 les centres O et O sont distincts.
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Cette distribution n'est plus a symétrie sphérique; le
théoreme de Gauss n'est pas utilisable directement
pour déterminer le champ électrostatique créé.

Le théoreme de superposition permet de décompo-
ser cette distribution en deux distributions a symétrie
sphérique :

1(M) + Ez(M7

On se ramene donc au calcul du champ électrostatique
créé a l'intérieur d'une spheére uniformément chargée
en volume.

La cavité étant Uintersection des deux spheres, il est in-
utile de calculer le champ a U'extérieur des spheres.
Calcul de f1(M :

La distribution étant a symétrie sphérique, le champ
estdelaforme fl (M) = E;(r) €, en coordonnées sphé-
riques de centre O. On prend comme surface de Gauss
une sphere de centre O, de rayon r < a. On a alors

Qint = %nr3p; le théoreme de Gauss s’écrit :
4nrd
4nr2E1(r) = p
380
) s pr e N
dou Ej(r) = —. Le champ intérieur a la grande
€o
sphere s’écrit donc :
pr
E 1 (M) = €r
3¢&p

-
Le champ E (M) s’écrit sous une forme similaire, mais
en faisant intervenir un autre systéme de coordonnées
sphériques, de centre O’ : E 2(M) =

_er e . Pour obte-

nir un résultat simple, il faut écrire les champs fl (M) et
Eg (M) sous une forme intrinseque, sans faire intervenir
les systemes de coordonnées.

Le vecteur position s’écrit OM = ré,;le champ s'écrit
donc:

EM) = L 0M
380
Pour la seconde sphere, on a de méme :
Exm=-L-0'm
3¢&p

Appliquons le théoréeme de superposition :

EM) = E{(M)+ E»(M) = (OM 0 M)
2]
soit
Eon=-"L-00
3¢&p '

Le champ électrostatique est uniforme a I'intérieur de
la cavité.

» On retrouve bien E(M) — 0 dans le cas ol Oet O
sont confondus.
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5 — Deux plans de charges opposées

Utilisons les coordonnées cartésiennes, I’axe Oz étant
perpendiculaire aux deux plans de cotes +§ et —%.

z
o dal?2

0 X
Y -dl2

Pour tout point M de I'espace, les plans (M; €y, €;) et
(M; ?y, ;) sont des plans de symétrie, donc le champ
n'a pas de composante selon €y et €.

La distribution est invariante par translation selon Ox
et Oy, donc les composantes du champ ne dépendent
pasde x etde y.

Finalement, le champ est de la forme f(M) =E(z)€,.
Le plan Oxy est un plan d’antisymétrie de la distribu-
tion, donc E(—z) = —E(z) (le champ se réduit a sa com-
posante normale E 1 au plan d’antisymétrie).

La distribution peut s’écrire comme la superposition
de deux distributions : le plan de cote d/2, de charge
surfacique o, qui crée le champ EI(M), et le plan
de cote —d/2, de charge surfacique —d/2, qui crée le
champ EZ(M). D’apreés le théoreme de superposition,
l_e)champ créé par les deux plans est E(M) = fl (M) +
E(M).

On se rameéne donc au calcul du champ créé par un
plan infini, traité en cours :

00 —

. z—ez pour z>d/2
E\(M)=4 “0
-—7¢, pourz<d/2
2eg °° p
et
00 -
—2—0€z pour z>—d/2
Eo(M)={ &0
— ¢, pour z< —d/2
25()
On adonc
0 pour z > d/2
00—
EM) = —g—oez pour —d/2<z<d/2
0
0 pour z < —d/2

» La distribution posséde a priori toutes les proprié-
tés pour que I'on puisse utiliser le théoreme de
Gauss. On est tenté de choisir comme surface fer-
mée un cylindre compris entre les cotes z et ~z,
mais on aura toujours Qjnt = 0, et le flux de E est
nul; le théoreme de Gauss conduit alors a la rela-
tion 0 = 0... qui est vraie mais guére utile!

2. Sereporter a la couche infinie vue en cours.
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6 — Nappe épaisse

1. Considérons un cylindre de section S, d’axe Ox (il
«découpe une piece cylindrique de section S et de lon-
gueur e de la distribution). Il porte la charge

Q=pSe+08S.
Le systéme étant globalement neutre, ona Q =0, d’out
o=—pe|.

2. Nous allons utiliser le principe de superposition, en
écrivant qu’en tout point de I'espace le champ créé
s’écrit

— — —

E(M) = E¢p(M) + Eq(M),
ou fép(M) est le champ créé par la nappe épaisse et
E§(M) celui créé par la nappe fine.

Champ créé par la nappe épaisse

Une étude des symétries et invariances® meéne a un

champ de la forme
75')ép = Eép (x) _éx avec Eép(—X) = _Eép (x).

L'étude est menée pour x > 0.

On applique le théoréme de Gauss en prenant comme
surface fermée un cylindre de section S, d’axe Ox,
compris entre —x et +x.

Le flux du champ est donné par
® = 2SE¢p ().
La charge intérieur est donnée par

eS
Qint = {P

pour x > e/2
p2xS pourx<e/2.

Lapplication du théoreme de Gauss conduit a

pe
— pour x = e/2
2¢g

Egp(x) = px
— pourx<e/2.
€o

On étend I'expression a tout I'espace de fagon a obtenir
une fonction impaire :

pe
— pourx>e/2
2€0
X

Egp(x) = i— pour —e/2<x<e/2
0
—pe
—— pour x < —e/2.
280

414
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Champ créé par la nappe fine

Considérons la nappe située en x = 0; nous avons éta-
—

bli le champ Eq = Eg(x) ¢, créé en cours a l'aide du

théoréeme de Gauss :

o
— pour x >0
2¢g

o

280

Eq(x) =
pour x <0.

Dans le cas d'une nappe située en x = e/2, on en déduit
I'expression du champ créé :

o

280
g

2¢€9

pour x > e/2

Eq(x) =
pour x <e/2.

Compte tenu de la relation p+oe = 0 traduisant la neu-
tralité globale, on peut écrire

e
_pe pour x > e/2

280

Ep(x) =9 pe
— pourx<e/2.

250

On en déduit I'expression du champ en tout point de
I’espace par superposition :

0 pour x > e/2
Ex) = ﬁ(x+§)?x pour —e/2 < x < e/2
€o
-~
0 pour x < —e/2.

Représentons la composante du champ E:
E(x)

el2 X

—e/2 0
» Onretrouve la discontinuité g—o du champ lors de la
traversée de la nappe chargée en surface.

3. Ona N
dV =gradVd¢ = -E(x)dx,

d’out

A el2
UAB:V(A)—V(B):/ dV:—/ E(x)dx,

B el2
soit
el2 2 el2
e X ex
UAB=/ ﬁ(x+—)dx=£ — + — ,
—e/2 €0 2 el2 2]ep
d’ol1
2
pe
Usp="—
AB 224
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7 — Couche chargée

On se place en coordonnées cartésiennes.

Choisissons des coordonnées cartésiennes, le plan de
la distribution étant défini par z = 0. Le champ s’écrit a
priori en tout point de I'espace :

E(M) = Ex(x,),2) @+ Ey(%,),2) €y + E2(%,7,2) €,

La distribution étant invariante par toute translation
selon Ox ou Oy, les composantes du champ électro-
statique ne dépendent que de la variablez :

E(M) = Ex(2) €x+ Ey(2) €, + E.(2) ¢,

Pour tout point M de l'espace, le plan (M; Cx, €7) est
un plan de symétrie de la distribution de charges, donc
Ey(M) = 0. Le plan (M; €y, €;) étant un plan de symé-
trie de la distribution, E, (M) = 0.

Finalement :

E(M) = E(2) e,

1. Le plan Oxy est un plan de symétrie de la distribu-
tion.

Soit M(x,y,2), avec z > 0. Le symétrique de M par
rapport au plan de symétrie Oxy est M'(x,y,—z). Le
champ se réduisant a sa composante normale a ce
plan, il se transforme selon EM)) = —E)(M), soit :

E(-z)=-E(2)

Compte tenu de la parité de E(z), nous détermine-
rons le champ pour z > 0.

Etant donné un point M(z > 0), considérons la surface
fermée constitué d'un cylindre d’axe Oz, de section S,
compris entre les cotes —z et z :

AIAWA
U

—

np

» La section du cylindre peut étre de forme quel-
conque.
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N

Le flux sortant du champ électrostatique a travers

la surface supérieure, de vecteur surface élémentaire
—>

dS =dS7, =dSe,, vaut :

ff E(2)€,dS = ff E(z)dS=E(2) || dS=SE(z).
Su Su Su

N

Le flux sortant du champ électrostatique a travers

la surface inférieure, de vecteur surface élémentaire
—

dS =-dS7, = -dSe,, vaut:

ffE(—z)_e’zd§: —ff E(—z)dS = —SE(~2)
SH SH

=SE(2)

compte tenu de E(—z) = —E(z).

En tout point de la surface latérale de vecteur normal
unitaire 77, le champ électrostatique est normale 2
cette surface; le flux latéral est donc nul.

Finalement :
# E(M)-dSy = 2SE(2)
MeZX

Pour le calcul de la charge intérieure, il faut envisager
deux cas:
O0<z<a: onaQjiy=2z8pg, dou E(z) = @z;

€0

a
z>a: onaQiy=2aSpg, dou E(z) = pL.
€o

On étend l'expression du champ compte tenu du fait
que E(z) est fonction impaire de z :

Pod >

—e; pour z > a
€o
0
EM) = p—z?z pour-a<z<a
€0
oa
—p—?z pour z< —a
&0

2. Cette fois, le plan Oxy est un plan d’anti-symétrie
de la distribution.

Soit M(x,y,2), avec z > 0. Le symétrique de M par
rapport au plan de symétrie Oxy est M'(x,y,—z). Le
champ se réduisant a sa composante normale a ce
plan, il se transforme selon f(M’) = —E(M), soit :

E(-2)=E(2).

Attention : 'utilisation directe du théoreme de Gauss
ne meéne arien! En choisissant comme surface fermée

CPGE PSI 2023-2024

Lycée Jean Perrin

un cylindre de section S, compris entre les cotes —z < 0
et z> 0, le flux du champ électrique s’écrit

— —>

# E(M)dSp = SE(z)—SE(-2z)=0.

MeX
On calcule Qjnt = 0, et le théoreme de Gauss conduit a
0 = 0, relation certes exacte, mais qui ne nous avance
pas beaucoup!
Il faut utiliser le principe de superposition, en décom-
posant la distribution en deux couches chargées :

— l'une de densité volumique py, comprise entre z = 0
et z = +a, qui crée dans tout I'espace le champ
E1(M);

— lautre de densité volumique —pg, comprise entre
z = —a et z = +0, qui crée dans tout l'espace le
champ Ez (M).

Le champ total est E (M) = E1(M) + E»(M).

Il suffit d’adapter la question précédente; la couche

avait une largeur 2a (—a < z < a); ici elle a une largeur

a. Le champ créé par une couche de densité volumique

po comprise entre z=—a/2 et z = al2 est

a_,
ZLez pour z > a/2
€o
Po _—
EM) = e pour —a/2< z< al2
0
a_,
—ZLeZ pour z < —a/2
€o

Le champ créé par la couche de densité py comprise
entre z = 0 et z = a s'en déduit par un changement
d’origine :

poa
280

Il a pour expression

a
Po ?z
280
bo

€0

pour z> a
a\ -
(Z_E) e, pour0<z<a

—— e, pour z<0

2¢&

Par changement de signe (pg — —po) et changement
d’origine, on détermine le champ créé par une couche
de densité —py compriseentre z=0etz=—-a:

E>(2)
..... Poa

\ 2€9

poa
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Son expression est

a_,
—pLez pour z>0
280
— pO a —
E,(M) = ——(——z)ez pour —a<z<0
g \2
Pod
— €y pour z< —a
280

On en déduit le champ total par superposition :

=

0 pour z > a

Po —

—(z—a) e, pour0<z<a
- £
ExM) =1 "5

—8—(a+z) €; pour—-a<z<o0

0
0 pour z< —a

E>(2)

poa
&0

3. Nous sommes dans le cas d'une distribution pré-
sentant les mémes symétries et invariances que le cas
1. Le champ est donc de la forme

E(M)=E(2)¢, avec E(-z)=E(2).

On mene donc I'étude pour z > 0.

La surface de Gauss est un cylindre de section S, d’axe
Oz, comprise entre —z et +z; le flux vaut ® = 2E(z)S.

Le calcul de la charge intérieure differe.
le*cas:z>a.Ona

a a 22
Qint:/ p(Z)Sdz:pOS/ (1——2)Sdz
—a a a

_4 Sa
—3100 .

Le théoreme de Gauss s’écrit alors

400S
ZSE(z)=M
380
d’ou1 )
E(z) = pPoa
3¢

2¢cas:0<z<a.Ona

z z Z/Z
. — / Sd /= S/ 1_ Sd /
Qint /_ZP(Z )§dz' = pg _Z( 3612) Z

2
=2p0Sz(1-—|.
po Z( Saz)
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Le théoréeme de Gauss s’écrit alors

2008 2
28E(z) = 2P0 z(l——z )
£ 3a?
d’ott
0o z?
E(z)=2z[1-2-|.
() 802( 3612)

On en déduit le champ dans tout ’espace en construi-
sant une fonction impaire :

2P0a-e
. €z pour z>a
380
Po z?
EWM) = —z(l——z) e, pour—a<z<a
£o 3a
2[)061_+
- €z pour z<-—a
3¢&p
E(2)
2poa
Bey
Iv Il I] ]I 7| z ;
a
2poa
- 3ep

8 — Oscillations dans un tunnel

Le satellite, en orbite circulaire, est animé d'un mouve-
ment circulaire uniforme de rayon R. Le principe fon-
damentale de la dynamique projeté sur le vecteur €,
des coordonnées sphériques de centre C s’écrit :

. GM -,
douv= R La période T = 2nR/v vaut donc :

A2 R3
To =
GM
2 42
L . /2
On retrouve la troisiéme loi de Kepler : — = —.
R} GM

FEtude du mouvement du mobile P
Le mobile est soumis a :

R
— la réaction N du tunnel, normal a I’axe Ox car les
frottements sont négligés;

— la force gravitationnelle f; = mG(P), ou ‘—j(P) estle
champ de gravitation créé en P par l'astre.
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En négligeant le trou créé par le tunnel, on peut consi-
dérer que I'astre est une distribution de masse a symé-
trie sphérique, avec une masse volumique p uniforme.
Le champ de gravitation s’écrit donc en coordonnées
sphériques de centre C:

S(P) =53,

Le théoreme de Gauss permet de calculer le champ
de gravitation a l'intérieur de I'astre. En choisissant
comme surface de Gauss une sphere de centre C, de
rayonr=CP <R,ona:

4anr’S(r) = =47 Mint

La masse de 'astre étant uniformément répartie, M =

4 4 o

ng etMim=§pr ,onaMim=Mﬁ,dou:
2 . GM , GM_—
9(P)___R3 rér=——s cp

Le mobile est donc soumis a la force :

F=- 73 CP

La rotation de I'astre étant négligée, on peut considérer
le référentiel lié a I'astre comme galiléen, et y appliquer
le principe fondamental de la dynamique au mobile :

maP)=N+F

En projection sur Ox, il vient :

mdzx _ Gme

dr2 RSB
dix B _|/GM
smt@+w0x—0, avec wgy = F

On retrouve I'équation de 'oscillateur harmonique.
La solution générale est

x(t) = acoswyt+ Bsinwyt.
COmme x(0) = a = -V R2-a?, et x(0) = fwy=0,0na:
x() =—-V R?2-a?coswt

On a < -VR?2-a2 < x < VR?2-4a? : le mobile ne sort
pas du tunnel; il effectue donc des oscillations harmo-
niques avec la période :

4m2R3
GM

271
TP = — =
wo

La période des oscillations est indépendantes de la dis-
tance a du tunnel au centre de I'astre.

Le satellite effectue un mouvement circulaire avec la
période Tg; le mobile oscille avec la méme période Tp.
Les deux objets, partant initialement du point A, s’y
rencontreront avec la période T = Tp = Ty, soit

472 R3
T = .
GM
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» Si a =0, les deux mobiles se rencontreront égale-
ment au point B; la périodicité de leurs rencontres
sera alorsde T = Tp/2, soit :

9 — Modéle de I'atome

3e

aa®’
La distribution est a symétrie sphérique; on a donc

E(M) = E(r) €, en coordonnées sphériques.

1. Densité volumique de charge: p =

Théoréme de Gauss avec une sphere de rayon r :

e
= pourr = a
47‘[7‘2E(7’) = { %) 4_3_ers
agﬂ'r = EF pourr<a
d’olt
e
—— pourr=a
E(r) — 472€0rr
T, @ pourr<a
e
Pourr > a,avec V(oco) =0,ona V(r > a)=
Amegr

2

er e e
Pourr<a,onaV(r)=- 3+ A. La continuité du
8mega

potentiel en r = a s’écrit

e
V(a) = =— + Ay
dnega 8mega
d’ot1
e
27 Bnega’
On en déduit
e 3 7
V(ir<a)= ——— .
dmega \2  2a?

» Pour r > a, on retrouve le champ et le potentiel
créés par une charge ponctuelle.

2. Lénergie potentielle d'un électron soumis au
champ créé par le noyau est &, = —eV(r), soit

2

e
- pourr >a
e - 4megr
p e? r? 3
—— |53 5| pourr<a
Amega \2a 2
&
p
o—% r

€p(0)
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» La courbe V(r), et donc E(f) = —eV(r), a une tan-
gente continue en r = a : le champ E(r) et continu,

et dv =—E(r)
dr '

Lénergie d’'ionisation est I'énergie a apporter a I'élec-
tron pour 'apporter du centre (position d’équilibre) a
I'infini avec une vitesse nulle.

Elle vaut donc€; = & (00) — € (0), soit

3e?

= .
8mega

Lénergie d’ionisation en électron-volt (1eV =

1,6 x 10719 J) est donnée par

_39x109x1,6x107"
2 100x10712

i

soit | €;=21,6€eV .

On ne retrouve pas la valeur réelle, mais 'ordre de
grandeur est tout a fait comparable.

3. Position d’équilibre stable en r = 0.

Quand il est al'intérieur de I'atome, ’atome est soumis
2

ala force de rappel élastique F=- OM.Le PFD
Anegad
s’écrit
d2 oM 92 —_— -
m + OM=0.
de2  4negad

Oscillateur harmonique de pulsation propre

2
wy=1 ——.
dnegmad

On calcule la fréquence propre associée :

e 1 1

h E 4meqg £/ mas
1,6 x 10719 9x10° 1,6 16
= = —10
21 9,1x1073 x 10731 27

soit | fo =2,5x 10" Hz .

La longueur d’'onde correspondante est A = c/f =
120 nm : on est dans le domaine des ultraviolets.

fo

10 — Potentiel de Yukawa

1. Larelationlocale E = — grad V conduit a

dv _,

f:—— e —

dre

soit
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2. Le champ étant radial, de la forme E = E(r) @y, le
flux a travers une spheére de rayon r est donné par

O(r) = # f~d§: 47tr2E(r),
b

soit

o =2 [1+ 5] erla
=) a

Le théoreme de Gauss s’écrit

3. Ona
limQ(r)=gq|.
r—0

Il existe une charge ponctuelle g située au point O.

4. Ona
lim Q(r) =0 .
r—o00

La distribution est globalement neutre.
La charge g située en O est donc entourée d'un
«nuage » a symétrie sphérique, de charge totale —g.

5. Larelation de Maxwell-Gauss s’écrit : divf = gﬁ
0

1 —
Danslecasou E = E(r) e,,ona

2
aivE - L ACED)

2 dr
1 d q rla —r/ ]
=—=— e (1+e "¢
r2dr |4neg ( )
— q —rla 1 (1+£) (_l)
4Amegr? a a a
soit
divE = - q ~rla
Amega’r
On en déduit
q —rla
r)=— e .
ptr) dwa’r

On peut calculer cette densité volumique sans utiliser
Vopérateur divergence. C'est moins dans l'esprit du pro-
gramme actuel, mais je vous donne aussi cette méthode.
Le flux sortant de E a travers la spheére de rayon r est

() = 4nr?E(r) = L (1 + 5) e rla
£€o a

On applique le théoreme de Gauss a la surface fermé dé-
limitant la coquille de rayon r et d’épaisseur dr : ce vo-
lume est donc compris entre la sphere de rayon r et la
spherederayonr +dr.

Le flux sortant de ce volume s'écrit

— — O]
# E(M)-dSM:—d)(r)+q)(r+dr)=d—dr
Mex dr

9/14
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car O(r) «entre» dans la coquille tandis que ®(r + dr)
en sort.

La charge comprise dans ce volume est>
6Qine = p(r)anridr.

Le théoreme de Gauss s’écrit alors

do amr?
—dr= d
dr ’ €0 prydr

d'oit
oL 90
p  Amegr? dr

On calcule

do g _,,,[1 r ( 1) q -rla

— = —+1+—||-=]||=-—"

dr £0e a ( a) a eoazre

On retrouve alors

q e—r/a .

plr) = " Amegalr

6. Cette distribution peut représenter I’atome d’hy-
drogene dans son état fondamental :

— la charge g au centre est le proton (q = +e);

— Le «nuage » de densité p(r) et de charge totale —q =
—e représente le « nuage électronique », c’est-a-dire
I'orbitale 1s de I'électron.

En effet, la charge comprise entre r et r + dr est
8Q(r) = 6Qiny = 4nr’p(r)dr,

soit
6Q(r) = —%re_”“ dr.
a

On peut définir une densité radiale de charge

_5Q(r)__ie

-rla
dr a?

Cette densité est équivalente a la densité de probabilité
de présence de I'électron dans une description quan-
tique de I'atome d’hydrogene. Elle est maximum en rg

tel que

‘== —9 (17—
Pl(ry) =0= az(l

Q)e—ro/a
a

soit 1y = a. Cette grandeur représente le rayon de Bohr
de I'atome d’hydrogene.

12 — Grotte alors!

1. Théoréeme de Gauss pour la gravitation :

# G(M)-dSy = —41G My
>

2. Probleme a symétrie sphérique : ?(M) =GN, et

# G(M)-dSy = 4nr2G(r).
b2

4 3
Pour r < R, on a Mjpt = gnpor et

4
47tr29(r) = —4nG§np0 r3

d’out 4nG
/4
G(r) = ——2P0
3
ree anGpo - .
Dans la planete, on a S(M):—Mr U, soit
— A71Gpy —>
Sy =-"2P00n .

3. Principe de superposition; la planeéte avec la grotte

est décrite comme la superposition des deux distribu-

tions de masse suivantes :

— une boule de centre O et de rayon R, de masse vo-
lumique uniforme pg;

— une boule de centre C et de rayon a, de masse volu-
mique uniforme —py.

La planete pleine crée le champ

4nGpo ——

S = - OM

Une sphere de centre C portant la masse volumique
—po crée le champ

A1Gpo —>
dbllorve

G2(M) =
Le champ total dans la cavité est

SM) =S (M) + G (M),

soit
=d 4 —>
SWM) = gnpoGCO )

Le champ gra_m;tationnel est uniforme dans la grotte,
colinéaire a CO.

Les deux masses ont des trajectoires rectilignes, repré-
sentées en bleu sur le schéma. L'accélération étant la
méme, constante, pour les deux pierres, c’est celle la-
chée du point A (trajectoire la plus courte) qui tou-
chera 'autre extrémité de la grotte en premier.

3. On considere la densité p(r) dans la coquille de volume dr = 4712 dr.
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Question bonus : calculer le temps mis pour la trajectoire la

plus longue. On pose OC = D
d2
Masse B. PFD sur I'axe OC : md_t; =

2
Onar(t) = —gnpoGth +D+a.Onveutr(t;) =D —a,dol

3a
mpoGD’

13 — Matiére noire

4
—gﬂpoGDm

nh=

1. Théoreme de Gauss pour la gravitation :
# G(M)-dSy = —471GMip.
b
3
Pour r < R, on a Mj, = Mgﬁ’ donc

3
.
4anr’S(r) = —4nGMgE

GMg
9N =-—3
Pour r > R, on a Mjy = Mg, donc 4nr29(r) = —47‘[GMg,
d’olt

r.

S =-——.
"

2. On écrit le PFD appliqué a I’étoile pour un mouve-

v3(r)

ment circulaire uniforme : —m e, =-mS(r)é,.

r
2 GM,
ve(r
Pour r < R, on obtient () = ng r,d’ ol
M,
_ g
v(r)= 73 r.
2 GM,
ve(r
Pour r > R, on obtient () =— g, d’ou
r
GMg
v(r) =\ ——
v(r)
GMg |,
R
0 R F

Le profil de vitesse est cohérent avec les mesures pour
r < R, c’est-a-dire dans le noyau, mais n’est pas compa-
tible avec les données mesurées pour r > R : on obtient
un profil v(r) décroissant tandis que le profil réel est
quasi constant. La répartition de masse proposée est
donc a revoir.

3. Onpartdel’équation de Maxwell-Gauss pour la gra-
vitation par analogie avec divE = ﬁ, soit
€o
div S = —47Gpq(r).

Compte tenu de la symétrie sphérique, on a

1.d(r*5m)
dr

2 —-4nGpq(r).
On détermine la forme que doit prendre le champ gra-
vitationnel dans la zone de matiére noire pour avoir
une vitesse uniforme a partir du PFD :

2

muv
—-—=2 = m§(r)
.

2
v

soit §(r) = ——9 Onaalors
r

- 1d(r?Sm) 1d(rvg) g
d' = — = —— =—— =-4 G ,
V3 r2 dr r2 dr 7Gpa(r)
d’ol
vy
Pal = dnGr?
Avec v2 = & on obtient pa(r) = &
0 A Rr?
4
Comme Mg = gnpoRS, on a finalement
R2
Pd= PO@ .
p(r)
Po
p0/3 ............................. \
0 R 2R 3R r
4. Ona

/nR PORZ
R 3

nR
Mnoire:/ 4nr2pd(r)dr=47t
R

4 n
Avec Mg = gnpoRg, on en déduit |y = .

Pour n =10, on obtient y = 0,9 : la matiére noire repré-
sente 90 % de la masse de la galaxie.
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wdemenen Equations locales asmomome

14 — Jonction P-N

1. Onrencontre des jonctions PN dans les diodes et les
transistors.

2. Lensemble étant neutre, la charge totale d'une sec-
tion S (perpendiculaire a Ox) est donc

02bS+p1aS=0

d’ou
pi1a+p2b=0|.

3. Les plans (M; €y, ey) et (M; €y, €,) étant des plans
de symétrie de la distribution de charge, le champ E
est porté par vex. La distribution étant invariante par
translation selon Oy et Oz, on a donc

E(M) = E(x)@y.

Léquation de Maxwell-Gauss dans le milieu s’écrit
dE

dx

P2
£
p_

On en déduit par intégration, sachant que E(—b) =
E(a) =

N
alors, comme div E =

dE
dx

pour—-b<x<0
pour0< x<a

0et
0 (le champ est nul a 'extérieur et il est continu)

E(x):{g_j(x+b) pour —b < x <0

o
g—;(x—a) pour0< x<a
b
OnaE@) =22 _-_P4
Ep o
E(x)
-b 0 a

4. De E = —grad V on déduit I = —FE(x), soit
X

0 pour x < —b
dV_ —’Z—j(x+b) pour—-b<x<0
dx —g—é(x—a) pour0< x<a
0 pour x > a
On integre sachant que V' (0) =0, d’ou
G pour x < —b
—% J‘72+19x pour -b < x<0
Vix) = po 2
—g—; > —ax| pour0<x<a
C pour x > a
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Par continuité du potentiel en x = —b on obtient

p2b?

C =
! 2€9

<0.

Par continuité du potentiel en x = a on obtient

2
c=2% 50,
260

V(x)

15 — Distribution de charges

1. Le champ électrostatique est donné par

E dv=-e
=—-gradV=——2¢
g dx *
soit
0 pour x> a
— 3V 2
E={—3Xx¢é pour0<x<a
a
0 pour x <0

Représentons sa composante E(x) :

E(x)

0 a X

2. La densité volumique de charge est donnée part
I’équation de Poisson

o

AV+—=0
€o
soit
d2
X)=—€0—
p(x) 0452
On calcule
0 pour x > a
6o Vi
p(x) = ;)Sox pour0<x<a

0 pour x <0
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Considérons un cylindre d’axe Oz, de section S, englo-
bant la zone [0, a] (ses extrémités ont pour cotes x; <0
—
et x > a). Le champ E étant nul au niveau des extré-
mités de ce cylindre, le théoreme de Gauss s’écrit
Qint

# EM)-dSy;=0= 2t
Mex €0

On a donc Qjyt = 0.

La charge totale portée due a la densité volumique de
charge p(x) dans ce cylindre vaut

a 6oV [© 3oV,
Qvol:/ p(x)Sdx = 8030/ Sxdx =500,
0 a 0 a

La charge totale contenue dans le cylindre étant nulle,
la distribution de charge ne peut étre uniquement dé-
crite par une répartition volumique de charges.

Il existe donc une distribution surfacique, de densité
surfacique o, située en x = a, ot on observe une dis-
continuité du champ électrostatique. La charge surfa-
cique comprise dans le cylindre est Qg = 0S.

3¢ep VO

Comme Qint = Qo1+ Qsurf =0, 0na08 = - S,d’ou

3£0V0
a .

3. Comme on l'a vu, la distribution est globalement
neutre.

17 — Ecrantage de Debye
1. La densité volumique de charges dans le milieu est

qV qV

e kT —ekpT

p(N=n"(rNg-n"(rqg=neq

soit

. qv
=-2 h|—].
p(r) npgsin (kBT)

L'équation de Poisson s’écrit

av+L o,

€0

Le potentiel V(r) vérifie donc I'équation différentielle

nh( qv

_Zl’loq . _)
=—7:>21 kBT .

€0

AV

2. Pour gV «kgT,ona

d’ou en utilisant I'expression du laplacien fournie

1d*rvn) _ 2noq*V(r)
roodr2 ek T
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soit
d?[rV(r)] _ 2ngq*
dr2 a 80kBT

rVi(r) .

On peut écrire

d?*rrvin 1 eoksgT
T:%TV(T) avec [D: W

La solution générale est de la forme

rV(r)=Aje™ +Ae o,
soit

Al L A2 PR
Vir)=—e +—e .
r r

Le potentiel V(r) ne pouvant diverger pour r — co, on
anécessairement A; =0, et

Ay _ -
Vir)=—e .
r

Considérer r — O revient a se rapprocher de la charge g
en 0; le potentiel créé par cette charge prédomine alors
sur le potentiel créés par les autres charges; comme

e ™ =1,onaalors

A
Vi e —1_ <22
dmegr r

On en déduit Ap = 2 q et le potentiel s’écrit finale-
e

ment
q -

Vr) = |
(r) 4megr

3. Le potentiel coulombien créé par la charge +¢g seule

est
q

dmegr

Veoul(r) =

Le potentiel au voisinage de cette charge dans le
plasma s’écrit

V(r) = Veoul (1) e .

Cette expression fait apparaitre le terme d’écrantage

e < 1, qui devient tres faible des que r > ¢p. Les

charges négatives du plasmas sont attirées autour de

la charge +g, et font « écran », diminuant le potentiel
créé.

» Cela peut surprendre d’obtenir un potentiel qui fait
apparaitre un role centrale a la charge + ¢ choisie au
hasard dans le plasma. En fait, c’est un phénomeéne
statistique, en moyenne dans le temps; le plasma
présente une certaine dynamique, due a I'agitation
thermique, et les charges ne sont pas figées dans
I'espace.

» Lagitation thermique s’oppose au regroupement
des charges —g autour de la charge +g, donc a
I'écrantage. En effet, le phénomene est moins im-
portant (¢p est plus grand) quand T augmente.
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19 — Champ disruptif de l'air

1. Ladifférence de potentiel 6V entre deux équipoten-
tielles successives et la méme sur le graphique.
Comme E = oV ol d¢ est la distance entre deux équi-
potentielle, le champ est maximum la ou les équipo-
tentielles sont le plus rapprochées, c’est-a-dire au voi-
sinage des électrodes.
: dv :

On voit de plus que la pente P est maximum en x =
+1 sur le graphe V(z).

2. On estime la pente de V(z) en z = 0, soit

av 0,25
dz 0,4x1073-(-0,4x107%)

=3,1x10°V-m~!,

On a donc en intensité E(0) = 3,1 x 102V-m™!, pour
une différence de potentiel entre les électrodes AV =
2V.

Larelation entre E et V étant linéaire, pour obtenir Egjg,
il faut appliquer A Vs telle que

Eqis

AVyis = AV
dis E(0)

soit | AVgis =2,3%x10*V .

Le champ disruptif de l'air est Egjs = 3,6 x 10 V-m™!.
Quelle tension doit-on appliquer aux bornes des élec-
trodes pour atteindre ce champ au centre O du dispo-
sitif?

22 — Particule chargée dans un potentiel
» Nous allons considérer ici a > 0.

1. De E = —grad V on obtient
E = —2bx&x— 2by€,—2aze; .

Dansunerégion vide de charge, 'équation de Maxwell-
Gauss s’écrit

divE =0 .
L'équation de Maxwell-Faraday s’écrit

—_— = o
ot E=0 .
2. Ona

divE = —2b-2b—2a=—-2(a+2b) =0
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3. Pour z=0,0na V(x,,0) = b(x*+ y?), soit en posant
0 =/ x?+ y?ladistance al'ax Oz

V(p,0) = bp? .
Pour p =+/x?+y?>=0,0na

V(0,2) = az® .

Avec a>0ona b <0,d oules graphes

V(2) V(p)

4. Considérons une particule de masse m et de charge
g. La conservation de |'énergie mécanique (force élec-
trostatique conservative) s’écrit pour un mouvement
selon Oz (avec p = 0)

]. .2

Emz +qV(z)=0
soit )

Emz'2 +qaz’=0

On en déduit en dérivant par rapport a t, apres simpli-
fication par 2
mz+2qaz=0.

On obtient un mouvement périodique pour g > 0, qui
donne I'équation de l'oscillateur harmonique

2qga
2+iz:0.
m

Le mouvement est alors périodique, de pulsation

[2
wo = ﬂ .
m

5. Considérons alorsle mouvement selon 1’axe Ox. Par
la méme méthode, on obtient

mz+2gbz=0.

Sia>0,onab<0:lasolution de I'équation diffé-
rentielle en x s’écrit comme somme d'une exponen-
tielle tendant vers 0 et d'une exponentielle divergente.
Le mouvement selon Ox n’est donc pas périodique.

Le mouvement global ne peut pas étre périodique.
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