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Sujet d'entrainement

Jean

Perrin E. SAUDRAIS

Bilans, fluides — solution

Partie 1 — A propos de la propulsion spatiale

1 Aspect cinétique — Loi de vitesse

1. La quantité de mouvement de la fusée a I'instant ¢
est
Pi) = mOv()a, .

Alinstant ¢ +dt, la masse de la fusée est
m(t+dt) = m(t) — Dy dt.
Sa quantité de mouvement vaut donc

Pt +dt) = [m(t) — Dpdt]l v(t+do)it, .

Le gaz éjecté entre ¢ et t+d ¢ a pour masse dmg = Dy, d1.
D’apres la loi de composition des vitesses, sa vitesse
dans le référentiel terrestre en ¢+ d¢ est

-

Vot+dt) =U+V(t+de) = v(t+d)d; — uil;.

On en déduit la quantité de mouvement

Pg=[Dmv(t+dt)ds— Dudtld, .

2. Considérons le systeme fermé {fusée + gaz}.
Alinstant ¢, sa quantité de mouvement est

B(1) = Bi(t) = m(D)v(0) .

ATlinstant ¢ +d¢, sa quantité de mouvement est

P(t+dp = Pelt+do) + P
=[m(t) — Dy dtlv(t+do)i,
+ [Dpv(t+de)dt — Dpyudtlil,
=mv(t+d)i, — Dpudtii,.

La dérivée

P(t+dp - P

dP i
=1
dr

dr

m
dt—0

est donc donnée par

v(t+dr) —v(t)

P (0 li Dnuil
— =m(#) lim i, — Dnuil
dt de ommenE

—0 dr

dv .
= m(t)a —Dnuli,.

Le systéme fermé {fusée + gaz} de masse totale m(f) est
soumis a son seul poids; le principe fondamental de

la dynamique appliqué a ce systeme dans le référentiel
terrestre considéré comme galiléen s’écrit alors

Q)—m(t)_'——m(t) 7}
dr &= §lz)

soit en projection selon i,
0% -p )
m(t)— —Dpu=-m .
dr m 8

On obtient bien I’équation différentielle demandée

dv
m— =Dnpu—mg .

dt M

3. Formellement, I'équation (1) peut s’identifier au
principe de la dynamique appliqué a un systeme de
masse m(t), les termes du membre de droite représen-
tant les « forces ». Outre le poids, il apparait donc une
force ascendante, la force de poussée d’intensité

F=Dnu|.

La fusée décolle si initialement, la force de poussée est
supérieure a son poids, soit

Dpu>mpg |.

4. Le poids ressenti par m a la surface de la Terre est
mg. Avec un débit massique Dy, la durée I néces-
saire a I’éjection de la masse m d’ergol est donnée par
m=DnI;.

Ecrivons que la poussée fournie est équivalente au
poids de m a la surface de la Terre : Djyu = mg. On a

m .
alors Iy = — soit
D

5. La masse de la fusée a I'instant ¢ étant
m(t) = mg— Dnt,
I'équation (1) s’écrit
dv
(mg— Dmt)a =Dnpu—-(my—Dnpi)g,
soit
dv Dnu

5 - mgy— Dyt
La fusée partant du repos au sol (v(0) = 0), on a donc

v(1) t D udt t
/ dv = m—_/ gdt,
0 0o Mo—Dmt Jo

_g.
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soit 8. Larelation de Tsiolkovski s’écrit ici
t
v(i)=u D d? gt
o Mo—Dpt ° AV:MIH(M),
En posant y = my — Dt, soit dy = —Dpdf, on peut My
écrire d’oit
AV
t Dy dr /mo—Dmt dy [1 Mo—Dnn t Me=mylev —1f.
_— = — — = ny]
0o Mo— Dmt Mo y my .
On calcule | m¢; =945 kg dans le cas de la propulsion
- mo— Dt -1 my
=-mn mo = mo—Dmt)’ chimique, et | mc =156 kg = dans le cas de la propul-

d’o1 comme m(t) = mo— Dt :
_ Mo | _
v(t)—uln(mm) gt 2)

On peut trouver cette expression plus simplement sans
expliciter la loi m(t) :

dv dm
maszu—mgz—Eu—mg
d'oit :
m
dv=-u——gdt
v um g
qui s'intégre en

m
v(t)—vp=—-uln— —gt.
my
6. La relation (2) donne la variation de vitesse v(t) — 0
quand la masse varie de mg a m(t). En considérant
g =0, la variation de vitesse quand la masse passe de
m; a my est donnée par

mj
AV =uln— .
mg

3)

7. 1l suffit d’appliquer la relation de Tsiolkovski (3).
Fusée a deux étages.

Pour le premier étage, on considere les masses m; =
134 tonnes et my = 34,0 tonnes, d’ol1 un accroissement

de vitesse | AV; =6,86km-s7! .
Pour le deuxieme étage, on considere les masses m; =
24,0 tonnes et m¢ = 4,00 tonnes, d’ol1 un accroissement

de vitesse | AV, =8,96km-s~! .
Laccroissement total de vitesse est

AV =158km-s! .

Fusée a un seul étage.

On a m; = 134 tonnes et my = 14,0 tonnes, d’ou 1'ac-
croissement de vitesse

AV=113km-s! .

Une structure a deux étages permet un plus grand ac-
croissement de vitesse pour une méme masse d’ergols.
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sion ionique.

2 Aspect énergétique — Rendement propulsif du
moteur fusée

9. La masse dm de gaz, animée de la vitesse (v — u)il,

dans le référentiel d’étude, possede I'énergie cinétique
1

dE. = zdm(v — u)? soit

1
SE. = 5 Dm(u = v)?dr .

La puissance cinétique contenue dans le jet est donnée

C .
——, soit

ar Piet =
p et = 747

1 2
Pjet = EDm(u_ V).

Le vaisseau se déplace a la vitesse v et est soumis la
force de poussée F = Dy, u; il recoit donc de la part de
la force de poussée la puissance Ppous = Fv soit

Ppous = Duv |.

10. Lavaisseau gagne la puissance Ppoys. La puissance
totale dépensée est intégralement cédée au jet et au
vaisseau sous forme d’énergie cinétique; une partie
est contenue dans jet (Pje), 'autre cédée au vaisseau
(Ppous)- Le rendement propulsif est donc donné par

n= Ppous
Ppous+Pjet
Dpuv uv
- 2 2
3Dm(u—v2+Dpuv  uv+%+% —uv
soit
_ 2uv
=22
2L
On peut écrire = ——, soit
1+(2)
u
) 2x v
X)=——  avec | x=—..
U 1+ x2 u

2/8



Sujet d’entrainement

Bilans, fluides — solution

11. On calcule

, 2 (—2x)  2(1+x?) —4x?
m(x) = 5 TeX ne 272
1+x (1+x°) (1+x°)
L 1-x?
(1+x2)2°

On a donc n'(x) = 0 pour x = 1 : le rendement pro-
pulsif est maximal pour x = 1, c’est-a-dire pour u = v.
La vitesse d’éjection des gaz par rapport a la fusée est
alors égale a la vitesse de la fusée par rapport au sol;
les gaz sont donc au repos par rapport au sol : seul la
fusée posséde une énergie cinétique, aucun énergie ci-
nétique n’est cédée aux gaz.

Le rendement est nul dans deux cas :

— pour x =0: on a alors v = 0; la fusée est au repos,
toute I'énergie est communiquée aux gaz;

— pour x — oo : on a alors u = 0; la vitesse des gaz par
rapport a la fusée est nulle... Il n'y a donc pas de
gaz émis, et la force de poussée est nulle.

n(x)

nmale ....... ;

i f f J f j t f f > X

01 2 3 4 5 6 7 8 9 10

3 Etude de la quantité de mouvement et de I'éner-
gie cinétique de la fusée

12. L'équation (1) devient

dv
maszu avec m(t) = mo— Dpt.

En intégrant comme a la question 5, on obtient

v(t) = uln(ﬂ) .
m(t)

13. La quantité de mouvement de la fusée est donnée
par p = m(f)v(t), soit

p= muln(%) .

Calculons
j—p = uln(@) + mu— (—@)

soit
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d
Onadonc 2 =0 pour In (@) =1, soit pour
dm mp

My
my,=—=0,37my .
2 e

mou .
On a alors ppax = — Ine, soit
e

molu

Pmax =
e

1
14. Lénergie cinétique de la fusée est E; = 3 m() v (1),

soit
E.= %mu2 (ln(%))z .
Calculons
dre 1 (I 22)° s 2 ) 2 ()

=) n(5)-2]

dE. .
On adonc - 0 pour In (%‘C’) =2, soit

mo
Mme=— = 0,14myg |.
e
On a alors
E =— Ine“) =———(2
c,max2e2( ) 262()
soit
2mou?
Ec,max = 6—2

15. Tracgons les évolutions de v, p et E.. Attention au
sens de lecture : la fusée est pleine pour r = 1, et elle a
éjecté tous ses gaz pour r = 0.

Les unités sont arbitraires en ordonnées (les 3 gran-
deurs n'ont pas la méme dimension).

0 p I'c

16. La fusée atteint sa plus grande vitesse lorsque r; =
% — 0. Cependant, sa quantité de mouvement est tres

petite car sa masse est tres faible (elle tend vers zéro
si on néglige la masse de la fusée a vide). La collision
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serait sans effet malgré sa grande vitesse (comme un

insecte sur votre pare-brise!).
Il faut programmer la collision quand p est maximale,

1
c'est-a-dire pour rp=-=0,37 .
e

17. Pour que la fusée fasse un maximum de dégats
lors de la collision, son énergie cinétique doit étre
maximale; il faut donc programmer la collision pour

! 0,14
re=—~=0,14 .
C ez

Partie 2 — Oscillateur a relaxation

1 Vidange d'un réservoir

1. Allure des lignes de courant :

A

2. Le théoreme de Bernoulli s’énonce :
2
v p
—+—+gz=CL)
2 p

le long d’'une ligne de courant.

En un point A de la surface libre et un point B au ni-
veau de 'orifice, on a donc

OnaPy=Pg=Pydou commezy=h:
2 _ .2
Vg +28zp =y +2gh.

L'écoulement étant incompressible, la conservation du
débit volumique s’écrit, entre la section de la surface
libre et la section de I’orifice

Sva=0vp.
On adonc )
2 = 5
Vgp+28zp = 2 VB +2gh,
d’ ol
2g(h—zp)

Le débit sortant en B vaut Dg = 0 v, Soit

2 _

Ds=0 —g(h ZZB).
=2
S2

CPGE PSI 2023-2024

Lycée Jean Perrin

3. Lavitesse d'un point de la surface libre est donnée
par
dh

Cdr

car h(t) décroit au cours du temps quand le récipient
se vide. On a donc

Vp=

soit

P 2g(h—2zB) .
1-<
SZ

. 2 P .
Sio « S,ona% « 1;on peut alors écrire

S
vp =1/28(h—zp)
. o
h=—<y/28(h~2p) .

4. Oncalcule Dg=12x103m3.s7'=12L-s7! .

et

2 Influence du siphon

5. On applique la relation de Bernoulli entre un point
A ala surface libre et le point D a la sortie du siphon,
sur une méme ligne de courant :

2 2
v P v pP
—A+—A+ng:—D+—D+gzD.
2 p 2 p
On a d'une part P4 = Pp = Py. D’autre part ’hypothese
0 < Srevient a considérer v4 < Vp. On en déduit

2

gh:7D+gzD,

UDZ\/Zg(h—ZD).

Le débit sortant est donné par Ds = g vp, Soit

Ds=0+/2g(h—zp) |.

d’ou
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6. Le débit étant aussi par

Dg=S8v, = Sdh
s — A— dr

on en déduit

dh o
a'f‘g 2g(h—zD):0.

7. Séparons les variables :

S _dn
028/ h—-2zp

Le siphon se désamorce al'instant #; tel que h(f)) = zp:
de l'air entre en B. On a donc

51 S
/ dr=-
0 0+/28 Jh h-zp

soit
28

Vi)

Le siphon se désamorce au bout de la durée

ZB

h=

:gﬁ(\/mﬂ/m) @
g

Remarque.

L'énoncé demandait de déterminer h(f) (il était plus
simple de déterminer directement f;).

Premiere méthode
Par séparation des variables :

o./28

dh
=— dr

\/h—ZD S

U\/_/dr

d’ott
MO dh

]’lo V h ZD

soit

0\/2gt

2[\/h(l‘)—ZD—\/ho—ZD] =-

S
On en déduit
Vh(t)—zp = \/ho—ZD—g 8,
SV2
d’ou
o 2
h(t)=zp+ |V hO—ZD—g\/gt]
Deuxiéme méthode
On partde
dh

o
— =——/2g(h-2zp),
4z SV g(h—2zp)
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on éleve au carré, soit

dh\> o2
a =§28(h—ZD)y

puis on dérive par rapport au temps :

dhdzh 2go? dh
dt a2~ s ar’

d’ou
d’h B go?
drr §2°
On en déduit

2

—t + At+ B.

h(t) = 252

D’une part h(0) = B = hy. D’autre part

o
—g\/zg(hO_ZD),
2
go* , ot [
h(t) = ﬁt -— 2g(h0—zD)+h0

qui est la forme développée du résultat établi par la
premiére méthode.

%(0) =A=
de

d’ou

3 Réservoir alimenté

8. Le débit sortant par I'orifice du siphon, Ds, est égal
au débit Sv4 di au mouvement de la surface libre, au-
quel il faut ajouter le débit incident D; :

Dg=Sva+ Dj.

On peut raisonner sur le volume V = Sh(t) d'eau dans le
récipient. Pendant dt, il varie de dV = Sdt; cette varia-
tion est directement reliée au volume entrant D;dt et au
volume sortant Dsdt par

Sdh = D;dt - Dsdt

et on retrouve

S@ = Dj— Ds
dr '
soit
DSZDi—S% =Di+ Sv,.
dt
On adonc

SN dh
o 2g(h—zD) = —SE+D1.

La hauteur h(t) vérifie alors I'équation différentielle

dh o
—tg\/28th-zp) ==
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dh
9. En régime stationnaire, on a rri 0, et 'équation

différentielle s’écrit

o |/ _Di
g 2g(l’ls—ZD)—?.

On a donc
2g(hs—zp)o® =D}
d’ ot
D?
hs=——+2zp .

Cette solution n’est pas acceptable si la valeur de hg as-
sociée a un débit D; est telle que hg < zp : si hs < zp, le
siphon est en effet désamorcé, ce qui rend caduque les
calculs effectués précédemment.

10. Lorsque le siphon est désamorcé, le débit sortant

est nul; on a alors

dh
S— =D;.
dt !

La hauteur croit de facon affine avec le temps :
D.
h(1) = h(t) + ?l(t— fo) .

11. Pour que h(t) oscille, il faut que I'on ait alternance
de phases ol h(f) augmente et ou k(t) diminue.

Nous venons de voir que lorsque le siphon est désa-
morcé, h(t) croit au cours du temps. Le niveau d’eau
augmente jusqu’a atteindre & = z¢ ot le siphon devient
amorcé.

Il faut alors que h(#) diminue pour observer un régime
oscillatoire.

Quand le siphon est amorcé, on a établi

dh
Sa =Dj—Ds(h) =Dj-04/2g(h—2zp).

Le récipient commencera alors a se vider si
D; < Dg(z¢) = D¢.

Le débit incident doit donc étre plus faible que la valeur
critique

Dc.=0+/28(z¢c—zp) .

12. Le comportement oscillatoire est une alternance
de deux phases:

— une phase de remplissage du récipient au cours de
laquelle k() croit de facon affine;
— une phase de vidange au cours de laquelle h(t) dé-

croit en tendant asymptotiquement vers la valeur
hs-

Evolution de la hauteur en fonction du temps, en par-
tant du récipient initialement vide ! :

1. Solution exacte calculée informatique ment.
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ZCn3

ZBo.1

T T
3000 4000

T T T
o 1000 2000 5000 t

La phase de remplissage a une durée T; donnée par
D

=2t o I,
soit
_ S(z¢ —zB)
==
Si on néglige le débit incident lors de la phase de vi-
dange, I'équation (4) donne la durée de vidange par-
tant d'une hauteur hy. La durée de la phase de vidange
a partir de la hauteur z¢ est donc

T, = E\/g(\/ZC_ZD_\/ZB_ZD)-

T

g

La période du phénomene est alors donnée par T =
T, + T, soit

S(zc — S |2
T:(ZCTiZB)WLg\/;(\/ZC—ZD—\/ZB—ZDJ :

13. On calcule | D.=6,3x10"*m3.s71=0,63L-s7!
et T=860s .

La valeur de la période ne correspond pas a celle que
I'on peut lire sur le graphe précédent. Ce dernier a été
établi sans négliger le débit incident pendant la phase
de vidange. Un tracé exact de la solution en considé-
rant D; = 0 quand le siphon est amorcé conduit a :

03

0.1 o

—r T T T
1500 2000 2500

it

— T T
o 500 1000

La période du phénomene correspond bien a la valeur
calculée.
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Partie 3 — Un peu d’aviation, beaucoup de physique... MinesPc

Les premiers avions, quelques connaissances de
base

1. D’apreés la relation de Bernoulli, 'augmentation du
débit d’air entraine une diminution de la pression. Si
le débit est plus important au voisinage de 1'extrados
qu’au voisinage de l'intrados, la pression est plus im-
portant sur I'intrados que sur I'extrados; la résultante
des forces de pression est donc « vers le haut » et s’op-
pose au poids.

2. Laportance compensant le poids, on a

pv?
mg= Fp = CP(O)TS

2mg
uvas -

Cp(0) =

On calcule | Cp(0) =0,85 .

3. Lavion se déplacant a une vitesse de module
constant, son énergie cinétique reste constante. Le
théoreme de la puissance cinétique s’écrit alors

0=P- Ft,totaleV

ol F; totale €5t le module de la trainée totale. La trainée

totale de I'avion étant due pour les deux tiers aux ailes,
3 N

on Fi totale = 5 Ft, d’ou

2P
F=— .
3V
On en déduit
o) = 2
T T 3uvss

On calcule | Cr(0) =0,10 .

4. Le débit massique du fluide dévié par I'aile s’écrit

Dy =uSV =pLhV .

5. La conservation du débit massique s’écrit

ULhV = uLh'V'.
On a d’apres le schéma h' = , d’out
cosa
V'=Vecosa .

6. Le systeme X* constitué de 'air compris entre les
sections S et S’ est un systeme ouvert. On définit le sys-
teme fermé > (¢) associé :
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— a t, 2t est constitué de la réunion de X~* et de la
masse D, dt d’air rentrant a travers S entre ¢ et
t+dt;

— at+dt, Zt+dt est constitué de la réunion de X* et
de la masse D, d¢ d’air sortant a travers S’ entre ¢
et t+dt.

o
En notant P* la quantité de mouvement constante
(I’écoulement est stationnaire) de X*, la quantité de
mouvement de X vaut :

P(t)= Dy, dtV + P*
et N N
P(t+df)=Dpdt+ P*.
On en déduit le taux de variation
LA
Dt

Le systéme est soumis :
— a la résultante des forces de pression extérieure,

nulle car Py est uniforme;
— alaforce fa/e exercée par l'aile.
Le bilan de quantité de mouvement s’écrit alors
Dm[‘—;,— V] = Fa/e-

On en déduit

N
Faje = D[V’ cosaéy— V'sinaé, — Vé,]
= Dm[V(cos.2 a—1)éx—Vcosasinaeé,]
= —Dp, Vsin® aéy—sinacosaé,],
soit
- 2 . q A A
Faje=—pLhV-sinalsinaéy + cosaéy] .

» Onremarque que I'on peut écrire
Faje=—puLhV:sina®

oll 77 =sinaé, + cos @@y est le vecteur unitaire nor-
mal al’aile « vers le haute ». Cette force est normale
al’aile, ce qui est attendu car on a négligé les frotte-
ments.

— — A
7. Ona Fejp=—F,/e, d ol

?e/a = uLth sina[sinaéy +cosaé,]
_ pLev®

(Cxéx+Cyéy).
Par identification, on en déduit
ho h
Cy= 22 sin“a et Cy =2—sinacosc,
soit en posant A = h/¢

Cy=2Asin’a et Cy=2Asinacosa .
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8. Il s’agit d’éliminer A en combinant les expressions
de Cx et Cy.

On peut écrire d'une part C), = Asin2a, d’ou

Cy
sin2a = —.
A

D’autre part C, = A(1 — cos2a), d’olt

cos2a =1 Cx
= T

La relation
cos’2a +sin®2a =1

s’écrit alors

2 1-=| =1,
(A) +( A)

soit
A-C?+C5=A%|.

Il s’agit de I’équation paramétrée d'un cercle de centre
(A4,0), de rayon A.

Pour @ =0,ona Cx=0et Cy =0.
Pour a =7/2,onaCy=2Aet Cy,=0.

Cy

a=m/2

ZA Cx
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N
9. La portance s’identifie ici a la composante de Fg¢/4
selon &y, soit

pv?

uLev?
Cr(a) TS =

2

2Asinacosc.

Le coefficient de portance est donc de la forme
2L¢ L¢ .
Cpla) = T sinacosa = ? sin(2a).

On retrouve les deux propriétés évoquées :

— pour les faibles valeurs de a, on a Cp(a) = %204.
Le coefficient de portance est une fonction linéaire
de a;

— le coefficient de portance est maximum pour

T e
dc = K Au dela de cette valeur, Cp diminue, ce

qui correspond au phénomene de décrochage.

10. La tangente a la polaire est horizontale pour
a = a. : diminuer a revient donc a diminuer de fa-
con significative la trainée (I’abscisse C, diminue)
en gardant une portance ('ordonnée Cy) a peu pres
constante. On aura donc intérét a se placer dans un do-
maine intermédiaire entre 0 et a.. :

— se placer proche de a. augmente la trainée sans
augmenter la portance;

— se placer proche de a = 0 diminue la trainée, mais
la portance aussi tend vers zéro...

11. Pour perdre de I'altitude, le pilote peut :

— diminuer I'angle a ce qui diminue la portance;

— diminuer la vitesse (la force de portance varie
comme V?);

— augmenter la surface S de projection de I'aile en ou-
vrant des volets.
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