PSI Feuille d’exercices n°3 : Complément d’algébre linéaire 2025-2026

Espace vectoriel : ‘

Exercice 1 Mines-Télécom 2021
Soient F7 et Eo deux sous-espaces vectoriels distincts de dimension 3 dans un espace vectoriel E de dimension 4.

1. Calculer la dimension de Eq N Es.

2. On note Fy = {(x,y,z,t) ER*: 42 +3y—t= O} et By = {(:E,y, zt) Rt = l’} Donner une base des
espaces Fq, Ey et B N Fs.

3. Montrer que E; + E5 = R* puis donner une base de R?* formée de vecteurs de F; et Es.

e Exercice 2 (classique)
Soit E un espace vectoriel. Déterminer les endomorphismes de E tels que pour tout x € E, la famille (z,u(x)) est
lice.

» Exercice 3 (Liberté) Etudier la liberté des familles suivantes :

G = (:B 2 arctan(z); z @3 2% 2 B In(1 + x2)> H = (Xk(X —1)" k. ke o n]]) .

Exercice 4 (Familles génératrices)
On considére dans R?* les vecteurs suivants : £ = (1,1,1,1), ¢35 = (1,—1,1,-1), £3 = (1,3,1,3), m; = (1,2,0,2),
m2 = (17 27 la 2)7 m3 = (35 17 37 1)
Et les sous-espaces L = Vect (1, £2,{3), M = Vect(m1, ma, ms3).
1. Calculer les dimensions de L et de M.
2. Préciser une équation de M.

3. Préciser le sous-espace L + M et en déduire la dimension de L N M.

e Exercice 5 (Endomorphisme et famille de vecteurs)

Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie n € N*| (dy,...,d,) une base de F et Z1,..., T, des éléments de E.
1. Montrer que s'il existe un endomorphisme f de E tel que pour tout k € [1,n], f(Zx) = @y alors (1, x2,...,2y)
est libre.

2. Vérifier la réciproque.

Exercice 6 (Sous-espaces supplémentaires) Mines-Télécom 2024
Soient E un espace vectoriel et (e, ez, e3) une base de E. On considére P = {xe; +yea + ze3:x +y+ 2 =0} et
y oz
D: {$61+y62+263:1‘:§:§}
1. Montrer que P et D sont supplémentaires dans F.

2. Donner la matrice associé au projecteur sur P parallelement a D dans la base (e, ez, €3).

Exercice 7 (Sous-espaces supplémentaires)
Soient S I'ensemble des suites réelles, C' ’ensemble des suites réelles convergentes, Cy 1’ensemble des suites conver-
geant vers 0 et D l'ensemble des suites constantes.

1. Montrer que C, Cy et D sont des sous-espaces vectoriels de S.
2. Montrer que C = Cy @ D.
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* Exercice 8 (Polynéme annulateur et sous-espaces supplémentaires)
Soit f un endomorphisme d'un espace vectoriel E (de dimension quelconque) tel que f2 —5.f + 6.I1d = 0E)-
Montrer que E = Ker (f — 2Id) & Ker (f — 3Id).

e Exercice 9 Mines-Télécom 2025

Soient E un espace vectoriel de dimension n, u € L(E) tel que u # Id et u® = Id. On note E; = ker(u? 4+ u + Id)
et By = ker(u — Id).

1. Montrer que E; N Ey = {0}.
2. Calculer u? +u+ Id — (u? — Id) o (u + 2Id) et en déduire que Fy @ Fy = E.

3. autres : peut-étre, montrer que E; = Im(u — Id).

* Exercice 10 (Projecteurs)
Soit p1 et pa deux projecteurs de E tels que p1 o p2 = O(g). On pose ¢ = p1 +p2 — p2 o p1.
1. Montrer que g est un projecteur.
2. Montrer que Ker ¢ = Ker (p1) N Ker (p2).
3. Montrer que Im(q) = Im(p1) + Im(p2).

e Exercice 11 (Projecteur) Soit p un projecteur de E, soit f € (E) tels que I'm(p) et Ker p sont stables par f.
Montrer que p et f commutent. # iepo f = fop

e Exercice 12 (Noyaux et images de f et f?)
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et f en endomorphisme de FE.

1. De maniére générale, quelle relation d’inclusion a-t-on entre ker(f) et ker(f2?)? Et entre Im(f) et Im(f?)?

2. Montrer I’équivalence des deux assertions suivantes
(i) ker(f) =ker(f?) (i) Im(f) = Im(f?).

3. Montrer également que (i) est équivalente a (i1i) E = ker(f) @ Im(f).

* Exercice 13 CCINP 2022
Soient u et v deux endomorphismes de F un R-espace vectoriel de dimension finie.

1. On suppose pour cette question uniquement que I'm(u) N Im(v) = {Og}.
Montrer que ker(u + v) = ker(u) + ker(v).

2. Comparer rg(u + v) et rg(u) + rg(v).

e Exercice 14 (Noyaux et images)
Soient p € N*, E un K-espace vectoriel de dimension 2p et ¢ € L(E).
Montrer qu’il y a équivalence entre les propriétés suivantes :

(i) ¢*=0etrg(p)=p; (i1) Im(p) = ker(p).

Exercice 15 Mines-Télécom 2025
Soit E un K-espace vectoriel de dimension n. Montrer que Ju € L(E) tel que ker(u) = I'm(u) <= n est pair.
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e Exercice 16 CCINP 2024 sans préparation
Soient E un espace vectoriel de dimension n et f, g dans L(F) tels que f + g = Idg, avec rg(f) +rg(g) < n.
Montrer que Im(f) ® Im(g) = E, puis que f et g sont des projecteurs.

Matrices et applications linéaires : ‘

* Exercice 17 CCINP 2024 sans préparation
Soient F un espace vectoriel de dimension n, F' et G deux sous-espaces vectoriels de E.
Montrer qu’il existe u € L(E) tel que ker(u) = F et Im(u) = G si et seulement si dim(G) + dim(F') = n.

1 7 5 3 -2
. . . 0 4 2 2 0
Exercice 18 Déterminer le rang de 9 _2 4 0 1
3 -1 71 3

1 1 1 11

1 0 0 01

Exercice 19 Mines-Télécom 2024 Onnote®@= |1 1 1 1 1

1 00 01

1 11 11

En faisant le moins de calcul possible, déterminer le ragn de O, I'm(©) et ker(©).

Exercice 20 Montrer que A = (sin(i + j));<; j<, est de rang au plus 2.

* Exercice 21 CCINP MP 2025

010 1 2 3
On considére les matrices N= [0 0 1| etT =0 1 2| etlespace C(N)={M € M3(R): MN = NM}.
0 00 0 01

1. Mountrer que C(N) est un espace vectoriel. Déterminer le.

2. Montrer que N est un polynéme de degré 2 en T
On définit E = {M € M3(R) : M® =T}.

3. Montrer que VM € E, M est un polynéme en N.

4. Déterminer E.

Exercice 22 (Commutant d’une matrice)
Soit M une matrice carrée d’ordre n. On note C(M) I'ensemble des matrices commutant avec M (pour la multipli-
cation bien str) : C(M) = {A € M, (K) |AM = MA}.
1. Soit M une matrice carrée d’ordre n.
Montrer que ’ensemble C(M) des matrices commutant avec M est un sous-espace vectoriel de M,,(C) et
que pour tout k € N, M* € C(M).

0 2
Montrer que pour tout A € My(K) : A commute avec M ssi A est diagonale.
En déduire la dimension de C(M) et que (I2, M) est une base de C(M).

2. Dans cette question M = (1 0).

100
3. Dans cette question, M = [0 2 0
0 0 2
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a. Pour n € N, préciser M™ et montrer que M"™ € Vect(Is, M).

00
b. Montrer que N =10 0 appartient & C(M) et n’est pas combinaison linéaire de puissances de M.
00

S = O

*x Exercice 23 (Puissance n-iéme d’un endomorphisme)

Soient E espace vectoriel et v € L(E) vérifiant 2u® + 5u? — 3u = 0. Exprimer, pour n > 3, u™ en fonction de u et

u?.

0 —a c
Exercice 24 Mines-Ponts 2024  Soit (a,b,c) €ER3 onpose A= a 0 —b
—-c b 0

1. Montrer qu’il existe d € R, tel que A3 4+ dA = 0.
2. Déterminer d. Pour n € N*, exprimer A?" en fonction de n, d et A?.

n
Ak
3. Montrer que lim Z — = I3+ aA + BA? avec (a, B) € R2.
k=0

n—-+o0o k‘ o

e Exercice 25 (Puissance n-iéme de matrice) Mines-Télécom 2023

a+1 a a 1 11
Soit a € R, on pose A = a a+1 a eteB=(1 1 1
a a a+1 1 11

1. Calculer Vn € N, B™.
2. En déduire Vn € N, A"™.

3. Retrouver ce résultat par une autre méthode.

» Exercice 26 On souhaite montrer qu'il n’existe pas de matrice A € M3(K) telle que A% =

o O O
S O =
O = O

On suppose qu'il existe une telle matrice et on note f ’endomorphisme de K® canoniquement associé.
Présicer le noyau et 'image de f? puis le noyau et 'image de f.
Conclure.

* Exercice 27 On pose fi : x — sin(z), fo :  +— xsin(x), f3 : x — cos(x), f1: x — xcos(x) et E = Vect(f1, fo, f3, fa).
1. Montrer que (f1, f2, f3, f4) est une base de E.
Montrer que l'application ¢ : f +— f’ est un endomorphisme de E.

Ll

Donner la matrice de ¢ dans la base de (f1, f2, f3, f4)-

-

En déduire une primitive de x — x(sinx + cos x).

e Exercice 28 CCINP 2021
Soit n un entier impaire supérieur ou égal & 3. On pose E = R, [X] et VP € E,

#(P)(X) = P(1— X) + P(0)X™.

1. Montrer que ¢ est un endomorphisme de E. Donner la matrice A dans la base canonique de E.

2. Calculer A2 et montrer qu’elle est triangulaire.
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3. Soit A € C.
a. Justifier que si A € Sp(A) alors A2 € Sp(A?).
b. Montrer que la multiplicité de 0 dans le polynéme caractéristique x4 est paire.
c. En déduire que ¢ est un automorphisme.

e Exercice 29 Mines-Télécom 2023 .

Soient (ay,...,an) € C"* et f € L(C[X]) tels que f(P) =Y apP(X + k).
k=0
Donner une condition nécéssaire et suffisante sur les (aq, ..., a,) pour que f soit un isomorphisme.

Ro[X] — R3

P= (P(0),P(1) = P(0), P(2) = P(1))
Préciser la matrice de ¢ dans les bases canoniques de Ry[X] et de R.
L’application ¢ est-il un isomorphisme ?

* Exercice 30 Soit ¢ : {

e Exercice 31 CCINP 2022
Soient E un espace vectoriel de dimension 3 et f un endomorphisme de E. Dans une base B on peut écrire :

(31 -2
Mats(f)=A=5|3 1 -2
1 -1 0

1. Montrer que ker(f?) @ ker(f — 2Idg) =

2. Donner un vecteur de ker(f?) n’appartenant pas a ker(f).

01 0
3. Donner une base B’ telle que Matg (f)=10 0 0
0 0 2

4. Supposons qu’il existe un endomorphisme g tel que g2 = f. Montrer que ker(f?) est stable par g : qu’en
déduit-on ?

* Exercice 32 (Changement de base)

1 1 -1
Soit f I’endomorphisme de R? canoniquement associé & la matrice A= | =3 —3 3
-2 -2 2
1. Déterminer une base de ker(f).
2. Déterminer une base de I'm(f).
010
3. Montrer qu’il existe une matrice P inversible telle que P"'!MP = [0 0 0
000

e Exercice 33 (Projections)
La famille B = (4,7) désigne la base canonique de R?.

1. Déterminer la matrice dans la base B, de la projection sur Ri parallélement & R(;—i— ;)

2. Déterminer la matrice dans la base B, de la projection sur R(7 + j) parallelement a Ri.
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Trace :

e Exercice 34 (Equation matricielle)
Soit A une matrice de M, (K). On souhaite résoudre I’équation X + X7 = Tr(X)A d’inconnue X € M, (K).

1. Soit M une matrice de M,,(K). Vérifier que M + M est symétrique et calculer sa trace.

2. On suppose dans cette question que A n’est pas symétrique.
Montrer qu’alors X est une solution si et seulement si X est antisymétrique.

3. On suppose dans cette question que A est symétrique.
Préciser ’ensemble des solutions (on envisagera deux cas selon la valeur de la trace de A).

Exercice 35 (Equation matricielle)
Soient A et B deux matrices de M,,(K). On souhaite résoudre I’équation X +77r(X)A = B d’inconnue X € M, (K).

1. Soit X une matrice de M,,(K). Calculer Tr(X + Tr(X)A).

2. Préciser ’ensemble des solutions (on envisagera deux cas selon la valeur de la trace de A).

*x Exercice 36 (Divers classiques sur la trace)
1. Montrer qu’il n’existe pas de matrices A et B dans M,,(K) telles que : AB — BA = I,,.
2. Montrer que si AB — BA = A (A et B dans M,,(K)) alors A n’est pas inversible.
3. Montrer que si A de M,,(K) est de rang 1 alors A% = tr(A4)A.

‘ Déterminants : ‘

* Exercice 37 CCINP sans préparation 2025
On rappelle qu'une matrice B est dite racine de A lorsque B? = A.

1. Montrer que I, admet au moins 2" racines.

2. Montrer que —I9,4+1 n’admet pas de racine réel.

144 121 100
* Exercice 38 Calculer le déterminant de A= | 36 33 30
9% 99 90

1 2a+3 3a%>+4a 4a®+ 5a?
. o 1 26+3 3b*+4b 4b> + 5b? A
* Exercice 39 Calculer le déterminant de 1 2c43 32 4+4c 463 452 | avee (a,b,c,d) € R
1 2d+3 3d*+4d 4d> +5d*
Exercice 40 Soit j I'une des deux racines cubiques de 1'unité autre que 1 (on rappelle qu’alors j2 = % = 7j). On
1 1 1 1 1 1
pose J=|1 5 j2|letJ=[1 5 42
1 5% 152

1. Preéciser la matrice J2, en déduire Det(J) = +i3+/3.
2. Calculer Det(.J) en fonction de j et j2. Préciser le résultat du 1) en supposant que j = e
3. Calculer J x J. En déduire 'inverse de J.

2im/3
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Exercice 41 Soit m un paramétre réel, on considére le systéme, d’inconnues réelles (x,y,z), suivant : Sy,

zr — y + mz = 1
mr + y — z = 2.
2 — 3y + 2z = m

1. Pour quelle(s) valeur(s) de m le systéme a-t-il une solution unique? Dans ce cas préciser 'unique solution
du systéme.

2. Résoudre le systéme dans les autres cas.

1 sin(a) cos(a)
Exercice 42 Soient a, b et ¢ trois réels. On considére le déterminant suivant : D = |1 sin(b) cos(b)|.
1 sin(c) cos(c)
1. En développant D, montrer que D est la somme de trois sinus.
2. Par la méthode de Gauss, donner une expression factorisée de D (on sera sirement amener a utiliser sin(p) —
sin(q) = ..., cos(p) — cos(q) = ...).

e Exercice 43 Soient k € N*, n € N* et z,..., 2z, des complexes. On note Py = (X + z9)", ..., P, = (X + zp)™.
Donner une condition nécessaire et suffisante pour que (P, ..., Py) soit une base de C,[X].

Exercice 44 Soient Py =1,P; =2X — 1, P, =3X? —4X 4+ 2et P3 =4X% —9X? +8X — 2.
Calculer le déterminant de (Py, Py, P>, P3) relativement & la base canonique (1, X, X2, X3) de R3[X] puis relative-

1 1 1 1
ment a la base de Taylor : 7 = (a(X -1 F(X -1l Q(X —1)% §(X —1)%).
Exercice 45 Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie et B = (e, ..., e,) une base de E.

On pose pour k € [1;n — 1], €, = e + ex41 €t €], = e, + e1.
Dans quels cas, selon n, B’ = (e},)1<k<n est-elle une base de E?
Sin=3et (e1,es,e3) est directe, B est-elle aussi directe ?

e Exercice 46 Soit V = {x — " P(z) : P € R,[X]}.
1. Montrer que V est un sous-espace vectoriel de F(R,R) dont on déterminera la dimension et une base.

2. Montrer que 'application D : f + f’ est un endomorphisme de V' dont on calculera le déterminant.

b
d
Veérifier que det(us) = (det A)2.
Que dire de Tr(ug)?

*x Exercice 47 Soit A = ((cl ) € M3(K). On considére ’endomorphisme u 4 de Mo (K) défini par uy : B — AB.

e Exercice 48 Soient n € N* et A, la matrice carrée d’ordre n définie par : A, = (max(i,j));<; j<p-
Calculer det(A,,) en fonction de n.

* Exercice 49 Soient a, b des réels et n € N*. On considére la matrice A, = (a;;) carrée d’ordre 2n dont la diagonale
principale est formée de « a » , '« autre diagonale » de « b» , les autres coefficients étant nuls.
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Par exemple : A1 = (Z Z), Ay =

O O R
o o O
o Q o O
QOO

On note A,, le déterminant de A,,.
Trouver une relation de récurrence permettant le calcul de A,, et achever ce calcul.

e Exercice 50 Soit n € N—{0;1}. On note A, le déterminant d’ordre n suivant :

2 1 0 - --- 0
3 2 1
AnZO 3
1 0
3 2 1
0 0 3

1. Déterminer As et As.
2. Donner une relation entre A, o9, Apiq et A, pour n € N —{0;1}.

3. Quelle valeur doit-on attribuer & Ay pour que la relation précédente s’étende & n = 17 Pourrait-on aussi
étendre an =07

4. Déterminer A,, en fonction de n € N.
e Exercice 51 Soient A et B deux matrices de M,,(C). On définit par blocs les matrices de My, (C) suivantes :
A -B iI, I (L, il
M_<B A)’ P‘<o In) o Q‘(o In>'
Calculer le produit matriciel PMQ et en déduire det(M) = det(A + iB) det(A — iB).

Exercice 52 Ne pas généraliser impunément.

S T A I
1. Préciser les déterminants (0 b 0f,|a 0 0| puis et .
a0 ollo o e 0 b 0O a 0 0 O
a 0 0 0 0 00 d
s . . . (0 1 (0 0 (10 (0 0
2. On consideére les matrices suivantes : A = <0 0) , B = <1 0) ,C' = <O O) , D= <0 1> .
A-t-on
A B
o pl= AD - CB? = det(A) det(D) — det(C) det(B) ? =det(AD — CB) ?

e Exercice 53 Classique par ex Mines-Ponts 05

Soit n > 1, A, B,C et D quatre matrices de M,,(K) telles que | AC = C'A | et on suppose

Montrer que :Det (é g) = Det(AD — CB).

T . I, O I, O A B L
Indication : Chercher une matrice blocs <* A) pour que <* A) X ( C D) soit simple.
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Exercice 54
1. Montrer qu’une matrice antisymétrique d’ordre impair n’est pas inversible.
2. Soit u € L(R?) tel que u® = —u. Montrer que u n’est pas un automorphisme de R3.

Polynoémes annulateurs : ‘

* Exercice 55 Donner un polynéme annulateur des matrices suivantes :

2000 0

00 2 00 1 12000
M=10 20|, J=|1 00|, A=|0 12 0 0
2.0 0 010 000 31
0000 3

* Exercice 56 Mines-Pont 2021 / Mines-Télécom 2025
On pose ¢ : { Mn(C) = Mn(C) )
M — Tr(M)I,+ M
L’application ¢ est-elle diagonalisable ? bijective ? et si oui, donner ¢ ~!. Calculer pour tout n € Z, ¢".

* Exercice 57 Navale 2023 / CCINP 2025
Soient f,u,v € L(E) et (\,u) € K? tels que

= \u+ pv 2= Nu+ 2o 3= Nu+ o,
f po, f pv, %

Trouver un polynome annulateur de f. I’endomorphisme f est-il diagonalisable ?

1 2 -1 2
Exercice 58 Soit A=~ (1 0 2
1 -1 3

1. Vérifier que P = (X —1)(X — 1) annule A.

2. Déterminer le reste de la division euclidienne de X™ par P = (X — 1)(X — 3).

3. En déduire A" en fonction de A et I3 et préciser lim A"
n—-+0o

Exercice 59 Soit A et B deux matrices de M, (K) et M = <(61) (lg)>

1. Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) P annule M
(ii) P annule A et B

2. On suppose que X2 —3X + 2 annule A et X? + X — 2 annule B.
Donner un polynéme annulateur de M de degré 3.

Exercice 60 extrait CCP PSI 2017
Soit A € M3(R) telle que A% + A = I3.
Trouver un polynéme annulateur de A.
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