
PSI2 pour le lundi 17 octobre 2022DM4
(d’après Mines-Ponts PC 2001 )

Dans cet exercice, on note α et θ deux réels fixés et on s’intéresse à la série
∑
n>1

un, où

un = einθ

nα

1. Justifier que, si α 6 0, la série
∑
n>1

un est divergente.

2. Pour quelles valeurs de α, la série
∑
n>1

un est-elle absolument convergente ?

3. Deux cas particuliers :

a) On suppose, dans cette question, θ ∈ 2πZ. Pour quelles valeurs de α, la série
∑
n>1

un est-elle convergente ?

b) On suppose, dans cette question, θ = π. Pour quelles valeurs de α, la série
∑
n>1

un est-elle convergente ?

Dans toute la suite de cet exercice, on suppose que θ n’est pas un multiple de 2π (θ /∈ 2πZ) et que α vérifie 0 < α 6 1.

4. On pose, pour n > 1, An =
n∑
k=1

eikθ

a) Montrer que |An| =
∣∣∣∣ sin(nθ/2)

sin(θ/2)

∣∣∣∣ et en déduire que la suite (An)n>1 est bornée.

b) Justifier l’égalité :
n∑
k=1

uk = An
(n+ 1)α +

n∑
k=1

ï
Ak

Å 1
kα
− 1

(k + 1)α

ãò
c) Montrer que la série

∑
k>1

ï
Ak

Å 1
kα
− 1

(k + 1)α

ãò
est absolument convergente puis en déduire la convergence de

la série
∑
n>1

un

5. On suppose cette fois α = 1 et θ /∈ 2πZ ; on a donc un = einθ

n
.

a) Calculer
∫ 1

0
tk dt et en déduire

n∑
k=1

uk =
∫ 1

0
eiθ

1−
(
eiθt
)n

1− eiθt dt

b) En déduire
+∞∑
k=1

uk =
∫ 1

0

eiθ

1− eiθt dt

c) Calculer la dérivée de ϕ : t 7−→ −1
2 ln

(
t2 − 2t cos θ + 1

)
+i arctan

Å
t sin θ

1− t cos θ

ã
et en déduire la valeur de

+∞∑
k=1

uk

d) Justifier la convergence de
∑
n>1

sin(nθ)
n

et montrer que, pour θ ∈]0, 2π[,

+∞∑
n=1

sin(nθ)
n

= π − θ
2


