Correction du DM4

1. Pour a < 0, la suite (u,) ne tend pas vers 0 donc Z Uy, est GDV pour a <0
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2. |u,| = v donc Zun est ACV si et seulement si o > 1
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Si 0 € 277 alors u,, = — donc Z u, CV si et seulement si a > 1 pour 0 € 277
n

(="

Pour § =7, on a u,, = donc Z u, CV si et seulement si a« > 0 pour § =7

Si o ¢ 277 alors e # 1 donc
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On a donc bien, |A,| = donc | (A,,) est bornée
[4nl sin(0/2) |~ |sin(6/2)] ‘ (4n) ‘
Cette égalité peut se prouver facilement par récurrence sur n mais on peut aussi la trouver directement : on
remarque que "% = A, — A,_1 pour k > 2, ce que 'on peut aussi rendre valable pour k& = 1 en posant Ay = 0.
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ce qui donne le résultat attendu avec Ag = 0.
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kgl}rloo o = 0 et, par télescopage, E (kzia - m CV; le théoreme de comparaison des SATP permet
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alors de conclure E Ap (ﬁ — W) est ACV
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La fonction g : t — |1 — te®| est continue sur le segment [0,1] donc admet sur ce segment un minimum
m = g(c) pour ¢ € [0,1] (et un maximum); comme e~ ¢ [0,1], g ne s’annule pas sur [0,1] et g(c) > 0.
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Il s’agit de prouver lim ————dt = 0 : on commence par
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< —/ t"dt = — x —— ———— 0. Par encadrement, on en déduit
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@ est C! sur [0,1] car t> —2tcosf@+1 = |t —e™®|2 > 0 et 1 —tcosh # 0 car 0 ¢ 27Z. On a alors, pour t € [0, 1],
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On a donc /0 1100 dt = {cp(t)] =3 In(2 — 2 cosf) + iarctan (7) = ;un
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