Correction du DM5

Partie I
l.a) deC"(RT)etsit>0,d(t)=1-sint > 0 donc, comme d(0) =0, on a d >0, ce qui donne 1 — cost < ¢ et
1-— t
comme cos < 1, on a pour ¢t > 0, 0<¥<1

b) §€C*(R")etsit>0,d(t)=t—sint puis §”’(t) =1 — cost > 0, comme &'(0) =0, on a §' >0 puis § > 0 car

1—cost 1
4(0) = 0. On a donc pourt>0,0<t72<§
. 1 —cost 0 . , , . .
2. La fonction t +— 7 est CM” sur R™* bornée sur ]0,1] d’aprés I.1.2 (en fait elle est prolongeable par
1 —cost 2 1
continuité en 0) donc intégrable sur |0, 1]. Pour ¢ > 0, on a 0 < = < 2 et t — e est intégrable sur [1, +oo[
1 —cost 1 —cost
donc t - est intégrable sur [1,+oo[ et donc |t —m est intégrable sur RT*
1 —cost 1 —cost 1 —cost 1 —cost
Siz > 0 alors t — Te‘” est CMY sur R et Te‘“ < s donc ¢t — Te"”t est
intégrable sur R, ce qui signifie que ‘ o(x) existe si x > 0 ‘
o ] —cost 1 —cost
3.a) o) —@(xe) = / o (e7™t —e7™2") dt < 0 car —m >0et z+— e *" est décroissante si t > 0.
0
Ainsi, ¢ est décroissante et minorée par 0 donc ‘ ( converge en +0o ‘
Yo L—cost ., 1 44 —at . +
b) D’aprés 1.1.2, on a 0 < Te < 56 donc comme, pour x >0, t — e est intégrable sur R™, on a,
I 1 s :
pour z >0, 0 < p(x) < = e " dt = —. On en déduit que | lim @(z) =0
2 Jo 2z T—+00
1 —cost
4.a) Onnote f: (z,t) — Te_wt pour toutes ces questions. On a :
H1 : pour t > 0, la fonction x — f(x,t) est continue sur R*.
H2 : pour z > 0, la fonction ¢ — f(x,t) est CM° sur RT*
1 —cost
H3: pourz >0ett>0,0na|f(x,t)| < = #(t) ; ¢ est continue et intégrable sur R™* d’apres 1.2 car
o(t) = f(0,2).
On en déduit que ‘ ¢ est continue sur RT*
b) On a,

H1 : pour t > 0, la fonction x — f(x,t) est de classe C* sur RT.

H2 : pour z > 0, la fonction ¢ — f(z,t) est CM" et intégrable sur RT*.
0 st — 1
H3 : la fonction t — a—f(x,t) = %e‘“ est CM? sur RT*,
T

H4 : si [a,b] C RT* alors pour = € [a,b] et t > 0, on a

0
J(m,t)‘ < e d’apres 1.1.1. La fonction ¢ + e~ %
T

est CMY et intégrable sur R**

cost—1
t

+oo
On en déduit que | ¢ € C* (R+*) et, pour z > 0, ¢'(z) = / et gt
0

1—-cost _, - ;
c¢) D’apres I.1.1, on a pour tout > 0et ¢t > 0,0 < fe_” < e ** donc comme t — e~ " est intégrable sur
+o0 1
Rt car > 0, on a |¢(z)| < / e "' dt = =. On en déduit que| lim ¢'(z) =0
0 X r— 400
d) On recommence & partir de ¢'(x) :
0]
H1 : pour t > 0, la fonction x — 8—f(x,t) est de classe C* sur RT*.
i
0
H2 : pour z > 0, la fonction ¢ — a—f(x,t) est CMO et intégrable sur R** (d’aprés 'hypotheése de domination
x

dans le théoréme C')
2

13}
H3 : la fonction ¢ — W(m,t) = (1 —cost)e ™ est CM" sur RT*.
x
2

H4 : Si [a,b] C RT* alors pour z € [a,b] et t > 0, on a w(x,t)‘ < 2e” . La fonction t — e~ est continue
x

et intégrable sur RT*



+oo
On en déduit que | € C* (R**) et, pour z > 0, ¢”(z) = / (1 —cost)e “*dt
0

e) Pour x> 0, les fonctions ¢ — e~%* et t — =@~ sont intégrables sur R** donc on a :

7 e —xt oo —(x—i)t 1 7 1 €
©'(x) = ; e " dt —Re ; e dt ;—Re — domcgo(:n)z;—lJria72

1 1 2
f) On en déduit que ¢'(z) = ln(;v)—§ In(1+2%)+C, avec C € R. Ona ¢'(z) = 3 In j_ 5 +C donc 11m<p =C=0
x
1 2
ce qui donne | ¢'(x) = 5 In ﬁ
@ est continue sur R, de classe C* sur RT, lirrb ¢'(x) = —oo donc ‘ © n’est pas dérivable en O‘ (généralisation
T—r
de la CS de dérivabilité, conséquence du TAF)
x? 1 1 . x?
5.a) xlnm = —zln (1 + ﬁ) e T donc xglfmxlnm =0

b) La fonction z — In (1 + xz) est continue sur RT donc admet des primitives (calculons la primitive nulle en 0) :
on effectue une IPP avec u(t) = In(1+t%) et v(t) = t; u et v sont C* sur R donc sur le segment [0, x] (ou [z, 0])

x ) B 9 z_ z r _L)
/Oln(l—kt)dt—[tln(l—f—t)}o /Ot><1+2dt—x1n(1+x) 2/0 (1 ) &

donc | une primitive de z — In (1 + x2) est z— zln (142 ) — 2z + 2z arctan(z)

1
¢) Comme ¢'(z) = In(z) — 5 In (1+27),onap(z)=zn(z)—z— g In (14 x2) + 2 — arctan(z) + C’, ¢’est-a-dire

2 2

o(z) = gln &7 — arctan(z) + C’. Comme Egg@ =0onalp(r) = gln 117 — arctan(x) + g7 siz >0
d) Siz>0,¢(r)==zln(z)— gln (14 2*) — arctan(z) + g, par continuité de ¢ en 0, on a | ¢(0) = liémp = g
Partie IT
) sin™ ¢ 0 ™ sin™ ¢ R { 1 sim=1
1. La fonction ¢t — est CM" sur ]0, 5} et TR t m 0 sim>2 donc prolongeable par
T
continuité en 0 et |t — S est intégrable sur }0, g}
-1
2. On effectue une IPP sur l'intégrale (convergente) définissant ¢(0) avec u(t) = 1 — cos(t) et v(t) = ral les
t)—1 —t
fonctions u et v sont C' sur RT™, de plus, on a u(t)v(t) = cos(t) =1 ~ — —— 0et lim wu(t)v(t) =0.0na
t t—0 2 t—0 t—+o0

sin(t)
t

dt (et cette derniere intégrale est convergente puisque

donc (0) = /0 T uovoa= [utye)] ™+ /O +°°

0 sint T
©(0) existe). On en déduit | J; = / — dt converge et J; = p(0) = 3
0

- 1
3. Pour k # 0, on effectue une IPP avec u(t) = %elkt et v(t) = 7 les fonctions u et v sont C' sur [g, +oo{ et

1 +oo ikt ikt
|u(t)v(t)] = — ——— 0 donc les intégrales I}, et dt sont de méme nature. Comme t — —— est CM"
kt t—+oo a2 12 t2
T ikt ikt 7r +oo ikt
sur [7, +oo[ et = —, la fonction ¢ est intégrable sur [77 400 {, donc / dt converge et I
2 2| 2 2 S

converge.

1 7T
Pour k=0, t — n n’est pas intégrable sur {5, +oo{ et positive donc I diverge.

\

. o m m
Euler et —e binéme
4.a) On asin™t — =
i

En résumé,

( ) )" keikte=im=k)t qone, par linéarité de D'intégrale
k:

msinmt i - &
x t 22 Z Lok (@)

b) Si m = 2p + 1 alors pour tout k € [0,m], 2k — m # 0 donc toutes les intégrales Is;_,, converge donc par

OO gin2Ptl¢

. 2 sin®tty
combinaison linéaire dt converge. Comme —— dt converge, | Jo,11 converge
) ) D+
0

s
2




c)

T gin?%P

Si m = 2p alors toutes les intégrales Io;_,, convergent sauf si k = p. / dt est la somme de 2p intégrales

K
2

+oo 2p
sin“? ¢
convergentes et d’une intégrale divergente donc diverge donc / dt est divergente
0

Partie ITI
1.a) f est continue sur le segment [—1,1] donc est bornée sur ce segment : Vi € [ 1,1],|f(®)] < M; comme
hen g M
sin(R) = [—1,1], on a |f(sin(¢))| < M pour tout ¢ € R. On en déduit |y,| < M/ — < ﬂﬂ- donc
ﬂ. t bl + nim
i =
i, =0
b) On pose t = u + nw dans v, : u — nw + u est C! bijective et strictement croissante de {—g7g] sur
si T f(si
[mr , T+ } et on a vy, = / f—m())du = (=" Mdu car f est impaire. Puis
2’ 2 U+ nm —x utnm
0 B ER
en posant v = —u, on a / st u / f sinv) = M dv & nouveau par imparité de f.
_1u+n7r nmT—uv 0o v—nm

On en déduit, en ajoutant les deux intégrales, par linéarité de 'intégrale
2t f(sint)

~Y
n—+o00 n27r2

Site [0, g} est fixé alors |u, (t)| (SATP) donc Zun(t) est absolument convergente

1 1 1 1
Avec la relation admise, pour ¢ € } } on a Z P n2 5 = sin(t) —3 donc S(t) = f(sin(t)) (sin(t) - ;) ;
- ™

S est donc continue sur |0, 7. De plus u,(0) = 0 par imparité de f (donc f(0 donc S(0) =0. Sit >0,
2

—sin t3
ona S = fsin(®) =20 risine) t/ 6

Fsin(t) 5o —> 0 car f est continue en 0 (donc hm f(sin(t)) = f(0) = 0)
N

s
donc S est continue en 0 puis | S est continue sur [O, 5]

n
Ona S(t) = Zuk(t) + R, (t); les ug, 1 < k < netS étant continues sur [0, g], R, Vest aussi (la somme est
k=1

- /2 w/2 N w/2
finie). On peut intégrer cette égalité sur le segment [O, 5] : / S(t)dt = Zuk (t)dt + / R, (t)dt.
0 V— 0
/2 N n /2 n n
La somme étant finie, on a, par linéarité de 'intégrale, / Z ug(t) dt = Z ug(t) dt = Z L = Z Vi
k=170 k=1 k=1

d’apres IT1.1.b.

Soit x > g et N, lentier tel que z € [E + N, g + (N + 1)77{, (c’est—z}—dire N, = Lg — fJ) on a, par
T

—+oo
t t
Chasles, / f sin dt Z Yn + / N f(sin dt. Comme N, m 400, on a IBTOO z:: Yn = Z Yn-

TM
5+ New

z f(sint)

F+Nzm

x : “+oo “+o00
lim Mdt = 0. Par somme / f(s;nt) dt CV et / f (sin) dt Z Yn / S(t

T—+00 T4N,T t z

dt| <

D’autre part (avec les notations de III1.a),

car 0 < .Z‘—§ N,m < m; donc

int int
@ et t — M sont continues sur ]O 5] De plus,

] ‘.Smt ]
comme f est dérivable en 0 et impaire (donc f(0) = 0), f(sint) = f(sin(t)) = f(sin(0)) (fosin)’'(0) = £/(0)

sint sin(t) t—0
f(s.m t) f(sint) N f(s'ln t) done £ s f(sint)
sint t 0 sint t

Comme f est continue sur [0, 1], les fonctions ¢ —

donc t —

T
est intégrable sur }0, 5] Enfin, comme sin ¥ t, on a

est aussi intégrable sur }0, g}
“+o00 . us . s +OO z
t 2 t 2 t) t) 2
/ flsint) dt = / flsint) dt +/ S(t)dt donc / flsint) f sin / g(t) dt en posant
0 t 0 t 0 0 sint 0

1 1
g(t) = f(sint) (E - —t) + S(t) = 0. (Quelle formulation bizarre pour cette question !)
sin



3 t 3
La fonction id est continue sur [—1, 1], impaire et dérivable en 0 donc J; = / Sl—nt dt+/ g(t)dt, avec g = 0,
o Ssin o

d’apres ITI.1. On en déduit | J; =

T
2

T gindt 3
Cette fois avec f = id® continue, impaire et dérivable en 0, on a J3 = / 51'n . dt + / g(t) dt toujours avec
o sin 0
2 21— cos2t
g = 0. On en déduit que J3 = / sin? tdt = / %dt donc | J3 = %
0 0

B
Avec f = id**T! toujours continue, impaire et dérivable en 0, on a Jopy1 = / sin?? t dt car A nouveau, on a
0

g = 0. On retrouve les intégrales de Wallis donc | Jop41 =




