Correction du DM9
(d’apres CCP PC 2002 maths 1)

Probléme I : Partie I

1. — M, (C) est un C-espace vectoriel.
— Noo(A) existe (tout ensemble fini de réels admet un maximum)
— Ja; ;] € RT donc Ny (A) € RY.
— Si Noo(A) = 0 alors (i, 7), |a; ;| <0 donca;; =0et A=0.
— NelhA) = g, DUl =, ] = AN

ILIKN 1<i,5<n

— ai; + bij| < laij|+ |bi ] < Noo(A) + Noo(B) done Noo(A+ B) < Noo(A) + Noo(B) et on déduit de cela que

‘Noo est une norme sur M, (C) ‘

(AB)i ;| = > ainbr;| < Z s3] X [br,| < 7Noo(A) Noo (B dome | Noo(AB) < nNao (4) Neo(B) |
k=1
-1 1 0
2.a) Xa=(X—-1)(X—-22puisAd—23=( 0 0 0] doncrg(A—2I3) =2 et dim(Ey(A)) =1 # mo(A) donc
-1 0 0

‘ A n’est pas DZ ‘

u; = (1,0,1) est un vecteur propre associé a 1, us = (0,0,1) est un vecteur propre associé a 2 puis on cherche

1 0 -1
uz de sorte que (A — 2I3)ug = usg; le vecteur ug = (—1,—1,0) convient. On pose P = [ 0 0 —1 | et on
1 1 0
vérifie que det(P) = —1 # 0 donc P est inversible et | A = PT P!
1 0 0
On vérifie (par exemple par récurrence) que 7% = [ 0 2 k2871 | donc Noo(T*) = k28! (pour k > 2) et
0 0 2F
ka1 1/K 1 . n1 1/E
[Noo(T*)] " =exp |~ (In(k) + (k — 1)In(2))| ——— exp[In(2)] donc | lim [No(T")] "~ =2
k k—+o00 k—+o0
0 Vk
La derniére colonne de A* est [ 0 | donc Ny (A*) > 2F et [N, (Ak)] >2
ok
On a A¥ = PT* P! donc, d’aprés 1.1, Noo (A*) < 9N (P)Nao (P~ Noo (TF) = C N (T*) puis on a I'encadre-
ment 2 < [Noo(Ak)]l/k CYVE I[N, [N, (Tk)]l/k e 2. Par encadrement, | lim [ (Ak)]l/k =2=p(A)
k—+
1 2 2
Comme A=PTP~",onaB= P3TP donc Sp(B) = {3 g} et | p(B) = 3
1 1 0 0 1
—Tk = — (0 2 k2¥' | donc lim —T* = 0 puis par produit de limites de matrices (cf cours)
3k 3k 0 0 2k k—+oo 3K

1, .
lim B’f:P( lim 3fka> P let| lim B¥=0

k— 400 k— 400 k—-+o0

On a, par commutativité de B et I3, | (I3 — B)S, = I3 — Brtl ~—+—$ I
p——+00

1 ¢ Sp(B) donc I3 — B est inversible. On en déduit S, = (I3 — B)™! x (I3 — B)S, et, toujours par limite de
. . . . o . -1 . - _ . . _ . 1
produit matriciel, pgr-‘,r-loo Sp,=(Is—B)™" x pEI-POO(IS B)S, = (Is — B)I5 donc pkr}_loo Sy = (Is — B)

I 1
Si Q € C[X], on a (I3 — B)™' = Q(B) si et seulement si <I3 - gT) =Q <§T); on vérifie alors que
3

. (1/3) 0 0 e /2 0 0
Q (fT) = 0 Q(2/3) Q'(2/3)/3 | et (Ig - fT) =1 0 3 3 ].1IIsuffit donc de trouver Q tel
3 0 0 Q(2/3) 3 0 0 3
Q(1/3) = 3/2 2a + 6b + 18¢ = 27 o
que { Q(2/3)=3 &< da+6b+9c=27 pour Q =aX?+bX +ec. Ainsi Q = —X? —9X + 3 convient.
Q'(2/3) =9 da +3b =27 2
)\k )\k 1

Par récurrence T = < > donc (T*) converge si et seulement si (A\*) et (kA*~!u) convergent.

0 A
Si|A| > 1alors lim |\* = 400 donc (T*) diverge. Si [A\| < 1 alors lim A* = lim kX' =0 donc (T%)
k—+oo k——+oo

k——+oo



converge vers 0. Si |A] =1 et u # 0 alors lim |kA*1 1| = 400 donc (T*) diverge. Enfin, si [A| = 1 et = 0

alors (T*) = (\*I,) converge si et Seulement si )\ =1

En résumé, | (T*) converge si et seulement si |\ < 1 (et T* tend vers 0) ou A =1 et g =0 (donc T = I)

A
0

matricielles) donc si et seulement si |[A] < 1 et [u| < 1 (et B¥ tend vers 0) ou |A| <1 et u=1 (et B* tend vers

(8 (1))) ou=1et |u| <1 (et B* tend vers <(1) 8)) oul=pu=1 (et A=1I).

En résumé | (A*) converge si et seulement si p(A) < 1 ou p(A) =1 et YA € Sp(4),[\ =1= =1

b) A est semblable & B = ( 2) donc (A*) converge si et seulement si (B*) converge (par produit de limites

¢) Si A est non diagonalisable alors A admet une seule valeur propre double et est semblable & T avec p # 0 (sinon
B = M, et A serait DZ). Donc (A¥) converge si et seulement si | [A\| = p(A) < 1| Dans ce cas lim A* = 0.

k—+oco

d) En examinant les cas A diagonalisable et A non diagonalisable, on a| lim A = 0 si et seulement si p(A) < 1

k—+o00
Partie I1
1.a) Siie[1,n], | Zamxj < Z\a”| My Noo(X) done Noo(AX) < MaNoo(X). On en
o (AX) : N . .
déduit que I’ensemble m, X # 0 est une partie de R, non vide (il contient N, (AE})) et majoré par
oo

M 4 donc admet une borne supérieure et, par définition de la borne supérieure, on a Nog(A), ona| No(A) < My

b) Y esttel que Vi €[1,n], |yi| =1 et a;,;y; = |ai;| , onaalors Noo (Y) = 1 et (AY);, = Zaiojyj = Z lai,;| =

My donc Noo (AY) > MAN(Y) ce qui donne Noo(A) > My puis, avec la question précédente,| Noo (A) = My

N(AX
2. De méme, ’ensemble I" = { Z\E(X)) , X £ O} est une partie de R, non vide; reste a prouver qu’il est majoré : par
équivalence des normes en dimension finie, il existe o, 5 > 0 tels que aN < Ny < SN ; on a alors N(AX) <
1 1 3

—Noo(AX) < =My Noo(X) < =M4N(X) donc T est majoré par éMA donc admet une borne supérieure.
a a a

3.a) Evident par définition de la borne supérieure (majore I') si X # 0 et valable pour X = 0 puisque N(A0) = 0.

b) Si N(A) =0 alors N(AX) < 0 pour tout X € C" d’apres 11.3.B donc AX = 0 pour tout X € C" et A = 0.
. N(\AX) N(AX) - - -
¢) Si X #0 alors A < [AIN(A) donec N(AA) = |A\[N(A).
o =W < W) X

N((?V?le) ) < ]\524;()) ]fv(ﬁﬁ? < N(A) + N(B) donc N(A + B) < N(A) + N(B).

e) On vient déja de prouver que N est une norme sur M, (C). Si X # 0 alors, d’aprés 11.3.a, N(ABX) <

N(A)N(BX) < N(A)N(B)N(X) donc ]\Z(\;Ltf;)X) < N(A)N(B); on en déduit N(AB) < N(A)N(B) donc

d) Si X #0 alors

N est une norme matricielle sur M,, (C)

4.a) Si X #0et AX = AX alors [A\|N(X) = N(AX) < N(A)N(X) donc comme X # 0, on a | p(A) = |\ < N(A)
b) Si A est nilpotente alors il existe p € N* tel que X? soit annulateur de A donc Sp(A) C {0} donc Sp(A) = {0}
(le spectre complexe n’est pas vide) et p(A) = 0; comme A # 0, on a N(A) > 0 donc | p(A) < N(A)

5. Ona 0 < p(A)F = p (4%) < N (A%) < [N(A)] donc si A* —0 alors lim p(A)* = 0 ce qui donne m

k— o0

6. a) Fait juste avant!

b) Si «a # 0 alors X,a(A) = det(A, — aA) = " det (2[n - A) = a" Xy (g) donc Sp(aA) = aSp(A), ce qui

reste valable si & = 0. On en déduit ‘p(aA) = |alp(A) ‘ (On peut aussi le prowver en trigonalisant A)

p(A) - A*
< 1 donc, avec le résultat admis, A ——— 0 donc Jk., k> k. = N ﬁ <1

c) p(A) = oA +e PR A)+e

d) Onadonc Ve >0,k >k = p(Ad) < [N (Ak)]% p(A) + &, ce qui signifie que | lim [N (Ak)ﬁ ~0

k— oo




