PSI2 DM10 pour le 16 janvier 2023

Dans ce probléme, on considére la suite de fonctions (u,)nen- définie par

up () =

sin(nzx)
ne '
oll « est un réel strictement positif et z € RT.

Lorsque la série converge, on notera S la somme de la série des (up)nens :

+oo
x) = Z Up ()

n=1
1. Montrer que g u,, converge normalement sur R" si et seulement si o > 1.
n>1

2. En déduire que la fonction S est continue sur R™ si o > 1.

3. Pour n € N*, on pose A4, (z) = Zsin(ka:) et Sp(x) = Zuk(m).
k=1 k=1
s onx i (ntl)z
a) Montrer que, si z €]0,27[, on a A,(x) = il émx 2
S bl
—~ (1 A,
b) Montrer que Sy, (z) = kzz:l (k—a M) Ag(x) + (n—!—(:f))a pour tout z € RY.

¢) En déduire que la série Z Uy, converge simplement sur R* et que 1'on a

n>1
o 1
+ — — __
Ve e R, S(z) ngzl (na T 1)0“) An(x).

d) En déduire que S est continue sur |0, 27 pour tout o > 0.

+oo
4. Dans cette question, on suppose a €]0,1]. Pour z € RT et n € N*, on pose R, (z) = Z ug(z).
k=n-+1
) Mont R(W) R (7r)>n1*°‘, (n+ )7
a ontrer que — ) - — > sin
d " \dn > \4n 2¢ 4n
b) En déduire que la série de fonctions Z uy, D converge pas uniformément sur |0, 2.

n>1

. . nH1/2 gin(at)
5. On suppose cette fois que o = 1. Pour n € N* et = €]0, 27[, on pose I,,(z) = " dt.
n—1/2

a) Montrer, a l'aide d’un changement de variable notamment, que

sin(nx) /1/2 cos(zt) dt 4+ cos(nz) /1/2 sin(at) gt
n 12 1 Ht/n n _ip LHt/n

1/2 1
/ cos(xt) ( - 1) dt| <
_1/2 1 +t/7’L

c) En déduire qu’il existe une suite de fonctions (v, ),>1 telle que

sin(nx) /1/2 cos(xt) sin(z/2) sin(nz) 1

In(z) =

1
b) Montrer que, pour n > 1,

dt = +on(z) et |ua(2)] < =

n _1p LHt/n x/2 n n

d) En utilisant la méme démarche sur le second terme dans ’expression de I, (z) donnée par (1), montrer que 'on
peut écrire

sin(x/2) sin(nx 2
I,(z) = ;/2/)51) +wy(x) et |wy(x)] < -
e) Montrer que w,, est continue sur R.
f) On pose alors T'(z Z wp (). Monter que T est continue sur R.

sin(¢)

“+o0

0

g) Justifier I'existence de l'intégrale J = / dt; on admettra que la valeur de cette intégrale est J = 5"
0

h) Déduire des questions précédentes que S n’est pas continue en 0 (pour o = 1).



