Correction du DM12
(Extrait de CCP MP 2014 maths 2)

Questions préliminaires :
1. Cours!

n n n
2.a) Siz= insi, on a s(x) = Z Aix;e; done comme 3 est orthonormale, on a | Ry(z) = Z \iz?
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b) On a fo = ||lz||* et comme \; < A\ < A, on a Alzxf < Rq(z) < /\,LZJ:2 ce qui donne bien
i=1 i=1
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[ Mallzll® < Ba(x) < Anllal?]

3.a) On a R(e1) = Ay, car |leg|| = 1, donc si s € ST(E), on a Ry(z) > 0 pour tout * € E donc A\; > 0 et si
5 € STH(E), comme g; # 0, on a A\; = R,(1) > 0.

Remarque : on a aussi reprouvé la réciproque car si Ay = 0 (resp. Ay > 0), on a Ry(x) > Ai|z||*> = 0 (resp.
Ry(z) = M|z)|> >0siz#0).

b) Ona s;; = (e;|s(e;)) donc s;; = (e;|s(e;)) = Rs(e;) et e; est unitaire. Avec 2.b, on a m
Partie IT
1. On a Z a?’j =1 car le j™ vecteur colonne de A est unitaire, on en déduit
i=1
2.a) Ilexiste P € O,(R) telle que S = PAPT, puis T(A) = Tr((APA)PT) = Tr(PT(APA)) et, comme O, (R) est
stable par produit, | B = PTAP € O, (R)

n
b) Si B = (bi;) alors Tr(BA) = > Aibi; <
i=1

i Aibi g
i=1

Te(S) =T(1,) et I, € O,(R), T(A) =Tr(S
(S) = T(L,) et I, € Oy(R), on a| max T(4) = Tx(s)

n n
<D Ailbial < YA = Tr(S) d’apres I1.1. Comme
i=1 i=1

Partie III
n n n
1. On a det(S) = H Ai < ( E )\1) d’apres l'inégalité arithmético-géométrique (avec \; > 0) ce qui donne bien
n
i=1 i=1

det(S) < (% Tr(S))n

2. On a SI = D'STD = S, car S est symétrique et si X € M,,1(R) alors X7 S, X = (DX)"S(DX) > 0 car
S e SHR) et DX € E donc | S, € S;F(R)

n
On vérifie que les coefficients diagonaux de S, sont a?sm donc | Tr(S,) = E a?si)i
i=1

n

1
3. Pour cette valeur de a, on a Tr(S,) = n et det(S,) = det(D)*det(S) = det(S) H

S :
=1 " b

. En appliquant IIL.1 a la

n 1 n
matrice Sy, on a det(S) H < 1™ donc | det(S) < H Sii
Si,i ,
i=1"% i=1

4. 1l s’agit de montrer que det(S) = 0 s’il existe un indice 7 tel que s;,; = 0; or d’apres 1.3.b, s'il existe i tel que
sii = 0 alors A\; < 0, on en déduit A; = 0 donc 0 est valeur propre de S et det(S) = 0.

n
5. L’inégalité d'Hadamard s’obtient directement en remarquant que det(S) = H A
i=1

Partie IV
1. On vérifie BT = B car AT = A, et si X # 0 alors XTBX = (QX)TA(QX) > 0 car comme § est inversible,
on a QX # 0. On a donc B € ST (R); enfin, det(B) = det(Q)?det(A) = 1* donc Pour finir, on a
Tr(AS) = Tr((AQA)QT) = Tr(QT (AQA))| = Tr(BA)
2. L’application A — QT AQ est une bijection de U sur lui-méme (sa réciproque est B — QBQT) donc les deux
ensembles sont égaux : ‘ {Tr(AS),A e U} ={Tr(BA),B €U} ‘
Comme B € S, (R), ses coefficients diagonaux sont positifs donc ceux de BA aussi et Tr(BA) > 0. On en déduit




que {Tr(BA, B € U} est une partie de R, non vide (car I, € Y donc Tr(A) appartient & cet ensemble) et minorée
par 0 donc ’ m = inf{Tr(AS), A € U} existe‘

n 1/n
. On a Tr(BA) = Z)\ibi,i >n (H )\ibiﬂ) d’apres 'inégalité arithmético-géométrique : on peut en effet I'ap-
i=1

pliquer car \; > 0 et comme B € S; T (R), on a b;; > 0 d’apres 1.3.b.
. On a det(S) = H/\i et, en appliquant l'inégalité d’Hadamard a B, on a Hbi»i > det(B) = 1. On a donc bien
i=1 i=1

Tr(BA) > n(det(S))/"

ol
. On a déja m > n(det(S))". On vérifie que D € SHH(R) et det(D) = det(S)HY = 1donc D € U et

i=1""

m < Tr(DA) = Tr ((det(S))"/",,) = n(det(S))"/". On en déduit | m = n(det(S))"/




