
PSI2 pour le 27 février 2023DM13
(d’après CCP PC 2012 maths 2)

Partie I : le polylogarithme

Dans toute cette partie, α est un réel fixé.
1. a) Déterminer le rayon de convergence de la série entière Lα définie par :

Lα(x) =
+∞∑
n=1

xn

nα

b) Justifier que l’application Lα est de classe C∞ sur ]− 1, 1[.
c) Montrer que : ∀x ∈]− 1, 1[, Lα(−x) + Lα(x) = 21−αLα(x2).

2. a) Pour x ∈]− 1, 1[, établir une relation entre L′α+1(x) et Lα(x).
b) Pour x ∈]− 1, 1[, préciser les valeurs de Lα(x) lorsque α = 0, α = −1 et α = 1.

3. Dans cette question, on suppose α 6 −1.
Montrer que Lα(x) tend vers +∞ quand x tend vers 1 par valeurs inférieures.

Partie II : expression intégrale

Dans cette partie, α est un réel strictement supérieur à 1.
1. a) Montrer que Lα est continue sur [−1, 1].

b) Déterminer lim
x→1−

L′2(x) et préciser si la fonction L2 est dérivable en 1.

2. a) Montrer que, si x 6 1, l’application ϕx : u 7→ uα−1

eu − x
est intégrable sur ]0,+∞[.

Pour x 6 1, on posera dans la suite

Kα(x) =
∫ +∞

0

uα−1

eu − x
du

b) Prouver l’existence de Gα =
∫ +∞

0
tα−1e−t dt et justifier que Gα > 0.

3. a) Montrer que pour x ∈ [−1, 1], on a xKα(x) = GαLα(x).
b) En déduire que Lα se prolonge en une fonction continue sur ]−∞, 1] et C1 sur ]−∞, 1[.

Donner la valeur de L′α(x) pour x < 1.
c) Montrer que pour tout z ∈ C tel que z2 /∈]1,+∞[, on a encore la relation :

Lα(z) + Lα(−z) = 21−αLα
(
z2)

Partie III : le cas α = 2

On admettra dans cette partie que L2(1) = π2

6 .

1. Déterminer la valeur de L2(−1).
2. a) Montrer que φ : x 7→ L2(x) + L2(1− x) + ln(x) ln(1− x) est de classe C1 sur ]0, 1[.

b) En déduire que φ est constante sur ]0, 1[ et déterminer la valeur de L2

Å1
2

ã
.

3. Prouver que
∀x ∈

ï
−1, 1

2

ò
, L2(x) + L2

Å
x

x− 1

ã
= −1

2 [ln(1− x)]2


