PSI2 DM14 pour le lundi 6 mars 2023
(extrait de Centrale MP 2016 maths 2)

Partie I : Suites et intégrales
On admet que
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1. A l'aide d’un changement de variable, montrer
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2. Dans cette section, on étudie la suite (uy,)nen+ définie par
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a) Justifier 'existence de la suite (uy)nen+ et préciser la monotonie de la sous-suite (uay )nens-
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b) Montrer que u; = ug = —.
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¢) Montrer que
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e) Montrer que la suite (v,)nen+ admet une limite finie ! vérifiant

+oo —u

1—e
1= — 1q
/0 wsa !

d) Montrer que
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Partie IT : Autour du pile ou face
Dans cette partie, on considére une suite (X,,),en+ de variables aléatoires indépendantes, & valeurs dans {1, —1} et telles

que, pour tout k € N*,

P(Xp=1) = P(Xy = —1) = %

Pour tout n € N*, on pose S,, = X1 +--- + X,.
L’espérance d’une variable aléatoire réelle finie Z est notée E(Z) et sa variance V(Z).

1. Etude de E(|S,|)

a) Déterminer I'espérance et la variance de S,,.

b) Soit S et T' deux variables aléatoires réelles finies indépendantes définies sur (£2,.2, P). On suppose que T et
—T ont méme loi.
Montrer que E(cos(S + T)) = E(cos(S))E(cos(T)).

¢) On considere la fonction ¢, de R dans R telle que ¢, (t) = E(cos(S,t)) pour tout réel .
Montrer que ¢, (t) = (cost)” pour tout entier n € N* et tout réel ¢.
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d) Montrer, pour tout n € N*, E(|S,|) = —uy,.
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On utilisera I'expression intégrale de la valeur absolue obtenue au début de la partie I.

2. Etude de &
n
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On se propose de démontrer que la suite | — converge presque sirement vers 0, c’est-a-dire qu’il existe un
n
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événement Z € o tel que P(Z) =0 et
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Pour tout n € N*, on pose
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Montrer que F(S:) = 3n? — 2n pour tout n € N*. (on pourra raisonner par récurrence sur n)
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Montrer que, pour tout n € N*, P (Un > 7) <

Vi) S war

Montrer que Z,, € & pour tout n € N* et que lim P(Z,) =0.
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En considérant Z = ﬂ Z,, montrer que (—" converge presque siirement vers 0.
n
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