PSI1&2 DS2 samedi 1" octobre 2022

L’usage des calculatrices est interdit

PROBLEME
(Inspiré de CCP PSI 2016 et Mines-Ponts PSI 2007 maths 1)

On note M,,(R) 'ensemble des matrices carrées a n lignes et n colonnes et & coefficients dans R et GL,,(R) ensemble
des matrices de M, (R) inversibles.
On note I, la matrice identité de M, (R) et X,, la matrice (colonne) de M,, 1(R) dont toutes les coordonnées valent 1 :

Pour toute matrice M € M,,(R), on note, pour (i, ) € [1,n] %, m; ; ses coefficients.

Définition :
1. Une matrice M € M,,(R) est dite stochastique si tous ses coefficients sont positifs ou nuls et si M X,, = X,,.
On note ST, ensemble des matrices stochastiques de M, (R).

2. Une matrice M € M,,(R) est dite strictement stochastique si tous ses coefficients sont strictement positifs et
si MX, = X,.
On note ST, I'ensemble des matrices strictement stochastiques de M., (R).

Si (My)ren est une suite de matrices de M, (R) (ie une famille de matrices de M,,(R) dont les coefficients dépendent de
k € N), on dira que la suite (My)gen converge vers la matrice N si

V(i j) €[[1,n] ) m m; (k) = n j,

ou my ; (k) désigne les coefficients de la matrice My, et n;; ceux de N. On écrira alors i lim M; = N.
—+o0

1
—k L
Par exemple, si M, = 2 o8 (k) ,alorson a lim M = < 0 1).
—1 _|_€*k 0 k—4o00 -1 0

I Etude de 2 exemples

1. Un exemple en dimension 3

Dans cette partie, on considére les matrices suivantes :

321 1/2 1/3 1/6
B=(23 1) . P=;/B=(1/3 12 1/6| o A=I-P
11 4 1/6 1/6 2/3

1. Vérifier que P € ST
2. Réduction de B
a) Montrer que R® = ker(B — I3) @ ker(B — 3I3) ® ker(B — 61I3) et déterminer une base de R® adaptée a cette
décomposition.
On choisira des vecteurs dont la premiére coordonnée est 1.
b) En déduire une matrice Q € GL3(R) telle que

1/6 0 0
P=QDQ ' avec D= 0 1/2 0
0 0 1
=
¢) Calculer, pour j € N, D7 et en déduire que la suite (k ZDJ ) converge vers une matrice A que vous
7=0 kEN*

expliciterez.



k—1
1 .
Dans la suite de cette partie, on admettra que la suite (k‘ PJ) converge et que
J=0 keN*
=
lim — Y P/ =QAQ™!
i=

3. Une expression de la limite
L(1/6) =L(1/2)=0
L) =1

b) Calculer L(P) en fonction de Q et Q' et en déduire les coefficients de la matrice QAQ ™.

a) Déterminer un polynéme L € Ro[X] tel que {

4. Pseudo inverse de A

56 0 0
On rappelle que d’apres les calculs précédents, on a, entre autres, A=Q | 0 1/2 0 |Q '
0 0 0
6/5 0 0
Onpose A/=Q 0 2 0]Q™.
0 00

a) Vérifier que A et A’ commutent.
b) Déterminer les matrices AA’A et A’AA’ en fonction de A et A’.
c) Calculer I3 — AA".

2. Le cas de la dimension 2

On suppose dans cette partie que n = 2 et, pour « € [0,1] et 5 € [0, 1] avec («, 8) # (0,0), on note :

A= (15" )
On notera aussi A =1 — (a + ).

5. Calculer (A(a,ﬁ) —12) x (A(a,ﬁ) _ )\12>
L ) . 1= )F A — Ak
6. En déduire, pour tout entier k € N*, A(«, 5)" = X Ao, 8) + .
Afin que cette expression reste valable pour k = 0 lorsque A = 0, on prendra comme convention 0° = 1.
7. Montrer que, pour (a, 3) # (1,1), la suite (A(a, 8)*)ren converge vers une matrice L(a, §) que Pon précisera. Que
se passe-t-il pour (o, 8) = (1,1)?

L.

-1

Aa, B)?

Mw

1
8. Déterminer, lorsque (o, 8) # (1, 1), klim Z
—+o0 .

J

I
o

II Généralités sur les matrices stochastiques

1. Structure

a) Montrer que ST, est stable par produit, c’est-a-dire que pour tout couple (M, N) € ST2, ona MN € ST ,.
ST} est-il aussi stable par produit ?
b) ST, et ST, sont-ils des sous espaces vectoriels de M, (R) ?

2. Un calcul de rang
Dans cette question, M est une matrice de ST, .
n
a) Montrer que, pour tout i €[[1,n], on a Zmi’j =1
j=1
L1
b) Soit X = un vecteur de ker(I, — M). On note iy un indice pour lequel on a |z;,| = max |z ].
L

n
Montrer que Zmiw (i — ;) = 0.
j=1
¢) En examinant le signe des termes de la somme précédente, prouver que X € Vect{X,}.
d) En déduire rg(I, — M) =n—1.



IIT Pseudo inverse

1. Soit A € M, (R) et a 'endomorphisme de R™ canoniquement associé a A. Montrer ’équivalence des propriétés

suivantes :
i. rg(a) = rg(a?).
ii. ker(a) = ker(a?).
ili. E=1Im(a)® ker(a).
iv. Il existe un entier naturel r < n, une matrice B € M,.(R) inversible et une matrice @ € M, (R)
inversible tels que A = @ (g 8) QL
2. Pour A € M, (R), on dit que A" € M,,(R) est un pseudo inverse de A lorsque les trois propriétés suivantes sont
vérifiées :
AA = A'A
A=AAA
A=A AA

a) Montrer que si A admet un pseudo inverse alors on a rg(A) = rg(A?).
b) Réciproquement, on suppose que rg(A) = rg(A?). En utilisant la propriété iv. de la question ITI.1, montrer
que A admet un pseudo inverse.
3. On souhaite maintenant démontrer que A admet au plus un pseudo inverse. Pour cela on considére A” un pseudo
inverse quelconque de A. On note a ’endomorphisme de R™ canoniquement associé a A et a” celui associé a A”.
a) Montrer que ker(a) et Im(a) sont stables par a”.

D 0

0 0) Q7 !, Dentier r et la matrice @ étant

b) En déduire qu’il existe une matrice D € M,.(R) telle que A” = Q (

ceux obtenus a la question ITI.1.iv.
c) Montrer que a o a” est un projecteur de R™ dont on précisera le noyau et I'image en fonction de ceux de a.
Préciser ce que vaut Q'(AA")Q.

d) Montrer que A admet au plus un pseudo inverse.

1 3 3
4. Soit A= 1 2 2 |.Montrer que A admet un pseudo inverse et le déterminer.
1 3 3

IV Calcul de limite

Dans cette derniére partie, P désigne une matrice de S'T;f et on pose A=1,—P

1. Justifier que rg(A4) =n — 1.
On admettra que l'on a aussi rg(A%) = n — 1, ce qui assure, d’aprés la partie ITI, Iexistence et 1'unicité d’un pseudo
inverse A’ de A.

2. Soit C' € M,,(R) inversible. Etablir, pour tout entier non nul k, I'identité

E
=

(I, - C)Y = (I, — (I, -CO)*) c~.

<.
I
o

k—1
On pourra commencer par déterminer le polynome (Z Xj> (1-X).
§=0

3. Etablir, pour tout entier non nul k, I'identité suivante
k—1
> P = (I, — PMA + k(I, — AA')
=0

4. Montrer que
1 k=t
lim — ) P’
j=

existe et donner sa valeur en fonction de I,,, A et A'.
5. Montrer que (I, — AA") est stochastique et que (I, — AA")A = 0.
6. Montrer qu’il existe un vecteur colonne non nul Y € M,, 1(R) tel que

I, — AA = X, YT
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