Correction du DS2

Partie I
1 1
1. P est bien a coeflicients strictement positifs et on vérifie P 1 | = | 1 | donc
1 1
1 1 1
2.a) On vérifie ker(B—1I3) = Vect -1 puis ker(B—313) = Vect 1 et ker(B—61I3) = Vect 1 .
0 -2 1
1 1 1 1 1 1
Sij@Q=| -1 1 1 |]alors det(Q)= 6 donc Q est inversible et la famille 1), 1 ],|1 est
0 -2 1 0 —2 1
une base de R®. On en déduit ‘R?’ = ker(B — I3) @ ker(B — 31I3) @ ker(B — 613) ‘
1 00
b) D’apres le choix des vecteurs colonne de Q, ona B=Q [ 0 3 0 Q' donc|P=QDQ!
0 0 6
—j S 6w 0 0
/677 0 0 = A
¢) On vérifie, pour j € N, | D’ = 0 277 0| |donc EZDJ = 0 2(1 27k ¢ et on
0 0 1 j=0 k
0 0 1
= 0 0 0
obtient | lim z DI=10 0 0
oo B30 00 1

(X —1/6)(X —1/2)
(1-1/6)(1-1/2)

1
3.a) Il s’agit d’un des polynémes interpolateurs de Lagrange L = donc 5(6X -1)(2X -1)

L(1/6) 0 0
b) Ona L(P) = QL(D)Q™' et L(D) = 0 L(1/2) 0 = A donc L(P) = QAQ™'. On calcule par
0 0 L(1)
1 1 1 1 1 1
ailleurs L(P) = — (6P — I3)(2P — I,) = — (B — I;)(B—3L;) = = [ 1 1 1
5 15 3 11 1
1 0 0
4.a) On vérifie| AA =AA=Q[(0 1 0]Q!
0 0 O
b) On en déduit | AA'A = A et A/AA = A'|
0 0 O 1 1 1 1
¢) Isi—AA =Q(0 0 0])]Q'=QAQ 'donc|lz—AA =1 1 1
00 1 S\1 11

5. Ona (A— L)(A—\) = (‘5‘ _‘“B> x (g Z) donc | (A — I)(A - M) =0
6. On prouve le résultat par récurrence sur k :
11—\t A=At

— 1 A+ 1 I, = A donc I’égalité est vérifiée pour k = 1.

. 32 Lz s ez k+1 k HR1—>\k 2 )\—)\lC .
— si on suppose 'égalité vérifiée au rang k alors on a A =A"xXA = T A+ 1 A et, avec la question
. 9 bt A—\F 1— )k 1— Ak _
précédente, on a A = (1 + A\)A — A\l donc A = {51 + 1+ X A— )\ﬁlg, ce qui donne
_)\k 1_/\k 1_)\k’+1 1_)\k )\_)\k+1
le résultat au rang k + 1 car 1 +(1+)\)1—)\: T et—)\li)\: T

Ce résultat peut aussi se démontrer en déterminant le reste de la division euclidienne du polynome X* par le
polynome (X — 1)(X — N\) qui est annulateur de A.

7. On commence par remarquer que « + 3 €]0,2] donc A € [-1,1[avec A= -1 a=F=1.

L . 1 . 1 B a)
k_ —
Ainsi, si (o, 8) # (1,1) on a |A| < 1 donc k111+n A" = T /\(A M), ie | L(a, B) P (5 N




Si (a, 8) = (1,1) alors A = <(1) (1)) et A? = I, donc A% = I, et A>*T! = A donc la suite (A(1,1)")zen ne converge
pas.
k—1 k—1 ; k—1 ; —
1 S 1 11—\ 1 A— N 1 1 1— )\
8. — Al = — — | A+ - — | I i A - k—
kz k(zl—)\> +/<J<. )\_1>2puls,comme #1 k‘z 1_)\)< 1_)\)
Jj=0 Jj=0 Jj=0 Jj=0
k—1 4 k—
1 by 1 1 A=N A 1 1 A
donc — . de méme ~ done lim —S Al =_—~_A I
(kaFﬂlfA b 1o A I R BT i Afl(mC—HQkE; S
= 4
donc| lim — A, B) = Lo, B)
k—+oo k .
7=0
Partie II
1.a) Ona(MN); Z m; kn,; > 0 car les coefficients de M et N sont positifs ; de plus (M N)X,, = M(NX,,) donc

(MN)X,, =M X = X,, donc M N € §T,,. La valeur des coefficients de M N prouve aussi que si les coefficients
de M et N sont strictement positifs alors ceux de M N le sont aussi : ‘STn et ST sont stables par produit ‘

b) La matrice nulle n’appartient ni & S7,,, ni & ST, car 0X,, = 0 # X,, donc ’ ST, et ST, ne sont pas des sous- ‘

‘espaces vectoriels de M, (R) ‘

n

2.a) Ona MX, =X, et (MX,); Zml r X 1 donc, en identifiant les coordonnées entre les vecteurs M X, et
k=1

Xp,ona|Vie[ln],> miy=1
k=1

n n
b) On a donc Zmio,j(l’io —xj) =z, Zmiw me ;T =2, — (MX);, =0 puisque MX = X.
i=1 -
c) Puisque, par définition de ip, on a |z;| < |z;| et m4, ; > 0, tous les termes de la somme précédente sont du
méme signe (positifs si z;, > 0 et négatifs si z;, < 0). Comme la somme est nulle, tous les termes sont donc
nuls. On a Vj €[1,n],m4, ;(xi, — ;) = 0, ce qui donne x; = x;, car m;, ; > 0. Toutes les coordonnées de X

sont donc égales & x;, et X = z;, X, ie | X € Vect{X,,}

d) On vient de prouver ker(I,, — M) C Vect{X,}; réciproquement, comme M est stochastique, on a M X, = X,,
donc X,, € ker(I,, — M) et ker(l,, — M) = Vect{X,,}. Avec X,, # 0, on en déduit dim(ker(l,, — M)) = 1 et avec
le théoreme du rang ’ rg(l, —M)=n-1 ‘

Partie 111

1. i)=ii) On a ker(a) C ker(a?), et si rg(a) = rg(a?), d’apres la formule du rang, on a dimker(a) = dim ker(a?) donc
ker(a) = ker(a?).
ii)=iii) Si z € ker(a) NIm(a), on a = a(2’) pour un 2’ € E et 0 = a(z) = a*(z’) donc 2’ € ker(a?) = ker(a).
Ainsi, z = a(z") = 0 donc Im(a) Nker(a) = {0}. Puis d’apres la formule du rang, on a £ = Im(a) @ ker(a).
iili)=-iv) Dans une base B adaptée a la décomposition E = Im(a) @ ker(a), on a Matg = (g 8) car Im(a) est
stable par a, avec B € M,(R) ou r = dimIm(a) = rg(a). On a alors rg(a) = r = rg(B) donc B est inversible.
On a donc iv) avec P la matrice de passage de la base canonique de E a la base B.
iv)=-1) On a rg(a) = rg(B) = r car B est inversible et rg(a?) = rg(A?) = rg(B?) = r car B? est inversible.
2.a) On arg(A?) <rg(A) et si A admet un pseudo-inverse A’ alors A = AA’A et AA' = A’A donc A = A*A’ puis

1g(A) < min(rg(A’), 18(A%)) < rg(4?) donc |rg(4) = rg(4%) |

—1
g 8) P~ avec P et B inversibles, il suffit de prendre | A’ = P (B O) p!

b)&AzP( 0 o

3.a) aeta” commutent donc ‘ ker(a) et Im(a) sont stables par a”

b) SiA=P <§ 8) P71 alors P est la matrice de passage de la base canonique & une base B de E telle que
Matg(a) = (g 0) Ainsi, si B= (e1,...,€r,€r41,-..,€,), comme B est inversible, on a :
ker(a) = Vect{e,41,...,en} et Im(a) = Vect{ey,...,e,}. (Ce qui prouve en fait qu'une telle base est obligatoi-

rement une base adaptée a la décomposition F = Im(a) @ ker(a).)



Comme ker(a) et Im(a) sont stables par a”, la matrice de a” dans B est diagonale par blocs :

Matg(a”) = (g DO,) Enfin, on vérifie que si A” = A”AA” ona D' =0 donc| A" =P (g 8> p!

c) Si A= AA"A, alors AA” = AA"AA” = (AA”)? donc ‘ aoa” est un projecteur‘

On a ker(a) C ker(a” o a) et comme a = ao (a” oa), on a ker(a” o a) C ker(a) donc ‘ ker(a o a”) = ker(a) ‘ car

aod” =d"oa.
De méme, Im(a o a”) C Im(a) et comme a = (a0 a”)oa, on a Im(a) C Im(a o a”) puis ‘Im(a) =1Im(aoa”)

(on peut aussi montrer une inclusion et utiliser la formule du rang en repartant de ’égalité des noyaux.)

On a |P 1 (AA")P = ({)T 8) car c’est la matrice du projecteur a o a” écrite dans une base adaptée a la

décomposition E = Im(a o a”) @ ker(a o a”).

d) On en déduit que BD = I, donc D = B™! et I'unique pseudo-inverse est celui obtenu & la question IT1.2.b.
4. On détermine des bases de ker(a) et Im(a) : par exemple ((1,1,1),(0,1,0)) est une base de Im(a) et (0,1,—1) un

10 0
vecteur directeur de ker(a). On pose P=| 1 1 1 | qui est inversible (ce qui signifie que F = Im(a) ® ker(a)
1 0 -1
7 3 0 1 3 0
et assure donc lexistence du pseudo-inverse). Ona P"*AP = -2 -1 0 | donc A =P | -2 -7 0| P!
0 0 0 0 0 0
-5 3 3 1 0 0
On conclut donc |A'=| 7 -4 —4 ||lcarP'=[-2 1 1
-5 3 3 1 0 -1
Partie IV
1. D’apreés la partie IT, on a [rg(A) =n — 1
k=1
2. On utilise I’égalité de polyndmes ( XJ> (1—X)=1- X" et on Papplique & la matrice I, — C' : on en déduit
j=0
k-1 ‘ k-l ,
<Z(In - C’)9> (I, — (I, — ©)) = I, — (I, — C)* donc (Z(In - C)J> C =1, — (I, — C)*. La matrice C' étant
i=0 =0

inversible, il suffit alors de multiplier cette égalité & droite par C 1.

3. Avec les notations de la partie III, avec r =rg(A) =n—1: A=Q (g 8) Q !donc P=Q <I"_1 - B O) Q!

0 1
k—1 =
) _ B) — ) —_ RB)
et P7 =Q <<I"_10 B) (1)) Q! puis ZPJ =Q ;(I"_l By 0 Q. La matrice B étant inversible,
=0 ’ 0 k
= (In_y — (In-y — BB~ 0
on peut utiliser le résultat de IV.2, ce qui donne Z Pl =qQ ( n-l "_01 k) Q. D’autre part,
j=0

iy ar — o (Ine1 — (Inoy — B)* 0) 1 <B*1 0) o1 ((LH — (In-1 — B)F)B™! 0) 1

(o~ PR = Q : Norxe(® Ner=q ! Do et
L1 0 0 0 =
k(I, — AA") = kI,, — kQ ( "0—1 0) Q'=Q (o k) Q" ce qui donne | Y " P7 = (I, — P¥) A" + k(I, — AA)
j=0
13 1 1 1
4. On en déduit z ;Pﬁ = (I, — AA") + EA/ — EPkA/' Comme A’ est constante, on a kgrfoo EA/ = 0. De plus,
ST, étant stable par produit, P* est aussi stochastique donc tous ses coefficients sont dans [0,1] (donc bornés) et
k—1
1 1 .
lim —P* =0. On en déduit donc| lim — Z Pi=1,— AA
k—4o00 k k—4o00 k 0

5. Les coefficients de P étant positifs, ceux de P’ aussi (avec la formule du produit matriciel) donc ceux de z Z P’

j=0

le sont aussi. Par passage a la limite, les coefficient de I,, — AA’ sont donc positifs (mais pas forcément strictement
positifs puisque le passage a la limite ne conserve pas les inégalités strictes).



k—1
, 1 .
De plus on a PX,, = X, donc P’ X,, = X, et <k: E PJ> X,, = X, ; on vérifie alors que, les coefficients de X,
=0

k—1
1 .
ne dépendant pas de k, i lim <k’ E P3> X, = (I, — AA")X,, (pour une preuve rigoureuse, il suffit d’introduire
i=0

—+o0
=
les coefficients de la matrice z Z P? et effectuer la produit matriciel avec X,,) et donc (I,, — AA)X,, = X,, et
§=0

I, - AA € 5T,

En développant, on a (I, — AA)A=A— AA'A=0.

. La derniére égalité prouve que Im(A) C ker(l,,—AA’) donc dim(ker(I,,— AA")) > rg(A) = n—1etrg(l,—AA") < 1.

De plus X,, = (I,, — AA")X,, € Im(I,, — AA") donc rg(A,, — AA") =1 et Im(I,, — AA") = Vect{X,,} (car X,, # 0).
Y1

Les colonnes de I, — AA’ sont donc de la forme y;X,, avec y; € R. Il suffit alors de poser Y = : pour avoir

Yn

I,—AA =X, YT ‘ et on a bien Y # 0 sinon I,, — AA’ serait nulle donc pas stochastique.

On pouvait aussi utiliser les résultats de la partie III qui assurent que I, — AA" est la matrice du projecteur sur
ker(A) parallélement ¢ Im(A), donc de rang 1.




