Correction du DS3

Partie I
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1. Onapn :kl:[lm = m donc nEIEoopn =
n n n—+2
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3. Fait : t nio = n
a) Fait en cours : on trouve | wy, 42 — 5 W
b) Le résultat étant donné, on le vérifie par récurrence sur n :
w/2 /2 /2
— wy = / dt = g et w; = / cos(t)dt = [ — sin t} = 1 donc le résultat est vrai au rang n = 0.
0 0 0
) w(2n)! ; 4" (n!)? |
— si on suppose Wy, = ————— et wopy1 = ————— alors
PPOSE Wan = o= ()2 & 2 T (o 1 1)1
2n+1 HR m(2n + 1)! (2n + 2) “ w(2n 4 1)! w(2n + 2)!
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T o2 " T axar(n+ D) xnl 2n+1) Adxdar(n+ 1) xnl 2x 4 ((n +1)1)2
2 2 2 1))? 47 (n!)? gn+l )2
et Wopys = n+ Wani1 HR (2(n + 1)) X (n) = (n+1)Y d’ou le résultat pour tout
2n+3 2n+3)(2n+2)  (2n+1)! (2n +3)!
n € N.
2 1)(2n -1 n 2n —1 n 2 n/Wan—
c) Onaan:(n+ )(271 )puis w2 - ot D24l _ n doncan:wou
(2n) Wap—2 2n Wap—1 2n+1 Won41/Wan—1
n— n n 2 n 2n)! 2
ay = =120 1oy en déduit (comme en 1.2), | p, = b T (g n) )4 x (2n+1)
W2p—2W2n+1 WoWant1 — TWapi1  427(nl)
m 4n
@y r) e
d) On a2n+ 1 ~ 2n et avec la formule de Stirling, ~ = — donc, par produit

Partie 11
1. On

2' (pn

B o (1)

+oo 1 2
d’équivalents, | lim p, = H <1 - w) -

n—+o00 ol ™
aa, = Pn e donc‘sﬂlmpn7p>0alorshman71‘
Pn—1 m—too p
) converge vers p > 0 si et seulement si (In(py,)) converge vers ¢ = In(p) € R. De plus, In(py,) Z In(ay) donc

(pn) converge vers p > 0 si et seulement si Z In(a,) converge

3.a)

Si (py) converge vers p > 0 alors Zln(an) converge et lima, = 1 donc limu, = 0. On a alors ’équivalent
In(an) = In(1 + uy) ~ uy, (SATP) donc Zun converge. Réciproquement, si Zun converge alors limu, =0
donc In(ay,) ~ u, (SATP) et Z In(a,) converge donc (p,) converge vers p > 0. On a donc bien 1’équivalence.

n

Si ngrfoo Zln ay) = +oo alors, comme p,, = exp <Z 1n(ak)>, on a

k=1

D’autre part, si ngrfoo ]; ap = —oo alors p, = exp (,; ln(ak)> m 0 donc ‘ (pn) converge vers 0 ‘

1 ) i
On a limu, = 0 donc In(a,) = u, — Eun + o(u;,) ; comme Zun CV, les séries Zln(an) et Z(ln(an) — Up)

-1
sont de méme nature. De plus In(a,) — u, ~ TU (SATN) donc si Zun CV alors Z (In(an,) — u,) puis

Z In(a,) CV. On en déduit ‘ (pn) converge vers p > 0 ‘ d’apres I1.1




n

b) Si par contre Z u? DV alors Z(ln(an) —u,) DV aussi et est une SATN donc  lim Z(ln(ak) —ug) = —o0.

n—-+oo
k=1

n
Avec la convergence de E Un, on en déduit Hr—? E In(ag) = —oo donc, par composition avec la fonction
n—-+0o0
k=1

exp, ‘ (pn) converge vers 0‘

5. Si Z u, est ACV alors Zu” CV donc d’apres I1.4, (p,,) converge vers p (nul ou non). De plus limw,, = 0 donc

2

n =

o(Juy|) ; on en déduit Z u? converge donc d’apres I1.4.a, | (p,) converge vers p > 0 ‘

1 1
6. Siu, = n(;z)’ onau, >0etu, =0 (3—> donc Zun est ACV. D’apres I1.3.a, ‘ (pn) converge vers p > 0‘
n n3/2

u

e~ tVn e~ tVn
7.a) On commence par justifier I'existence de w,, : la fonction ¢ — e est CMY sur [0, +o0[, puis Tre| S etV

donc| lim |u,|=0
n—-+oo

+oo
et t — e~ V™ est intégrable sur R* car v/n > 0. On a de plus |u,| < / eV dt =
0

Sl-

e~ tvVn
14 ¢2

par encadrement. Ceci peut aussi se prouver avec le TCD et la domination

+o0o e—t\/n-&-l _ e—t\/ﬁ
14 ¢2

On vérifie alors le CSSA : |upq1| — |un| = / dt < 0 donc (|uy|) décroit. Le CSSA donne
0

donc E U, converge

T —X

Vn
+o00
alors la limite de /
0

1 [T e
est C! bijective et strictement croissante de R sur R* donc |u,| = T / = dz. On calcule
n 0 _—

n

b) z—

—z e~
dz par le TCD : on pose r)= —— etona
1+L2 b p fn( ) 1+L2

H1: (fn) CVS sur RY vers z — e
H2 : les f, et z — e~ sont CM" sur RY.
H3: [fu(z)| <e " (indép de z) et z + e " est CMO et intégrable sur RT

+oo e~ % +oo 1
On en déduit lim 5 dt = / e fdx=1et||uy| ~ —
n—+oo J 1+ % 0 n

1
¢) On a donc Z u,, converge et u> ~ — (SATP) donc Zui diverge. D’apres I1.4.b, ‘ (pn) converge vers 0
n

1
8.a) On trouve (1 + ug,—1)(1 4 ug2,) = 1 — ——= puis, en séparant les termes pairs et impairs dans le produit poy,

nyn
n n 1
Pon = H(l +u2k’—1)(1 +u2k) = H (1 - m)
k=1

k=1

-1 ) 1 s
b) Comme Z w2 est ACV, le produit H (1 — ”\/77) converge vers p > 0 d’aprés I1.5 donc (p2,) converge
1

p aussi donc ‘ (pn) converge vers p > O‘
vn + 1) n——+oo

¢) On trouve us,_1+ug, = — donc, & nouveau en séparant les termes pairs et impairs sur la somme partielle de u,,,
n

vers p > 0. Comme pa,+1 = Pan X (1 —

n

2n n
1
Sop = Zuk = Z(uzkfl + ugy) = Z F—— +00. La suite (S2,) DV donc (S,,) aussi et Zun diverge
k=1 k=1

n—-+00
k=1

d) On a vu en IL.4 que lorsque Z u, converge, (p,) convergeait toujours (vers p nul ou non) ; ici on a un exemple

de suite (u,) pour laquelle (p,,) converge (vers p > 0) mais Zun DV donc ‘ la réciproque de I1.4 est fausse‘
Partie II1

n
1. On a |p,| < H(l + |uk|) = gn. On peut alors appliquer les résultats de la partie IT & la suite réelle (g, ) : la série
k=1
réelle Z |u,| est convergente et & termes positifs donc d’apres I1.3.a, la suite (g,) converge (vers ¢ > 0), elle est

donc bornée (g, < M). On a alors |p,| < M donc ‘ (pn) est bornée‘

2. On a pyt1 — Ppn = Up+1Pn donc, en conservant les notations précédentes, on a |pp+1 — pn| < M|uyy1] done par
théoréme de comparaison des SATP, la convergence de Z || donne la convergence absolue de Z(pm_l — Dn)-

Par lien suite/série, on en déduit ‘ (pn) converge vers p € (C‘




IR | 1 1 —u,
3. Commea, #0,p, #0et — = H —. On introduit alors v,, de sorte que — = 14w, ie v, = 1=
Dn 5 On Qn, 14+ u, 1+ u,

Comme Z u, est ACV, on a limu, = 0 et v, ~ —u, donc |v,| ~ |u,| (SATP) et Z vy, est aussi ACV. La question

1 1
précédente donne la convergence de <—> donc | p # 0| En effet, si on avait p =0, on aurait lim —— = +oc0 ce
o

n=-+oo |p|
1

qui est incohérent avec la convergence de (—)
Pn

4.a) Comme |z| < 1, les séries Z 2" et Z 22"~1 sont ACV donc les produit H(1+z”) et H(l —2%"~1) convergent

et sont non nuls. Par inverse, le produit H est donc aussi convergent.

1_ z2n—1
n n n n n n 2n
b) H(l—i—zk)H(l—z Hl—z (termes pairs) et ]__[1—22]~C h H1+z Hl—z H(l—zk)
k=1 = k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
¢) La convergence de tous les produits ayant été justifiée avant, on peut faire tendre n vers +o0o dans 1’égalité
+oo +oo —+oo +oo +oo
précédente et on a H(l — 2%k H(l ) H(l — M) = H(l — 2"). De plus, on a H(l —2%) # 0 d’apres
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
“+ o0 “+ o0
II1.3 donc, aprés simplification, on obtient H(l — 2%k H(l + 2%) =1, ce qui donne bien le résultat avec
k=1 k=1
+oo
H(l — 2%"71) £ 0 & nouveau avec ITL.3.
k=1

1)
5.a) Z (=1 converge et ¢ est une constante donc Z U, converge

Vn
1
b) Ona la,|=1+—=
n

n

1
n + donc |p,| = H lag] =n+1 P +00. On en déduit | (p,,) diverge | car si (pn)
n—-+0oo

k=1
convergeait vers p alors (|p,|) convergerait vers |p|.
¢) Le résultat de I1.4 n’est donc plus valable pour les suites complexes.
Partie IV

1
et 1 —x < 1;enfint* tet = o (—)
t—+4o00

1. La fonction t — t* e est CMY sur ]0, +oo[, puis t*“te™! ~ 3

t—0 tl-=

1—t

donc ‘ t— T est intégrable sur R si o > O‘

2. La fonction t — t* e™! est continue, positive et non nulle sur R™ donc |T'(z) > 0

t

" x—1 : n n +o00
3. On définit f,(t) par f,(t) = (1 B ﬁ) t sit €]0,n] de sorte que / <1 - E) t*ldt = / fa(t)dt
0 sit>n 0 n 0

et on applique le TCD :
t t 1
H1 : pour t € RT™ fixé et n assez grand, f,(t) =t exp {nln <1 — 7)} = " lexp {n <77 +o0 (f)ﬂ donc
n n—+00 n n
fn(t) — t*Le7t et (f,) CVS sur RT™ vers ¢ ~— t" le™*
H2 : les f, et t — t* te* sont CMP sur RT.
t
H3 : pour ¢t €]0,n[, on a |f.(t)] = " Lexp {nln (1 = 7)} (i exp{ (—fﬂ = t""le7". Si t > n alors
n

|fn(®)] =0 <t et On a donc |f,(t)| < t* te™t = (t) pour tout ¢ > 0. On a vu en IV.1 que ¢ est CM°
et intégrable sur R™*

n t n —+o0o
Par TCD, on en déduit | lim (1 - 7> t"tdt = / t" le7tdt =T(x)siz >0
0 n 0

n—-+oo

4. On pose t = nu : la fonction u — nu est de classe C*, bijective et strictement croissante de ]0,1] sur ]0,n] et on a

n E\" 1 n t n
/ (1 - —) t*ldt = / (1 —u)" (nu)* *ndu donc / (1 - —) t*~Ldt = n"I,(x)
0 n 0 n
u
x

5.a) On effectue une IPP avec g(u) = (1—u)" et h(u) = — : les fonction g et h sont C* sur ]0, 1] et hm g( Yh(u) =0,

car > 0, donc I, (x) = [g(u) X h(u)}(l) /0 (=n)(1— )”*1% du donc | I,,(z) = % n—1(x+1)

n!
z(x+1)...(x+n)

b) On en déduit par récurrence sur n la valeur | I),(z) = pour n > 0et z >0




" t\" “n!
6. On a donc / (1 - 7> t*hdt = nvn et avec IV.3, |I'(x) = lim n
0

7.a)

Tn!

n z(x+1)...(x+n)

On peut commencer par remarquer que si x €]0,1[ alors 1 — 2 > 0 donc I'(1 — z) existe aussi. On a de plus,

nn! n!=on!
F(x)r(l_x):ngr-{looar(z—i—l)...(x—kn) % (1—x)(2—a:)...(n—|—1—3:)'Onadeplus
zz+1)...(e+n)x1—-2)2—-2)...(n+1—-2)=2x X Hk—i—x H x(n+1-—x)
k=1 k=1

xn( 1-)

:xﬁ(/ﬂ2—x2)x(n+1_$):xﬁ{ ( xz)
k=1 k=1
:nx(n!)zxxﬁ<1_§>x (1—}—1;17)
k=1

. n*n! nl=%n! 1 .
donc lim X = S ce produit converge vers

notoox(z+1)...(x+n) (1-2z)2—2z)...(n+1—2x) T 2
1 (1-5)

2

1

p > 0 d’apres IL.5 car E % est ACV. On a donc |T'(2)['(1 — z) = = C si x €]0,1[| ce qui équivaut
n

a la question posée puisque I'(z)['(1 — x) # 0 d’apres IV.2

1 1 135 1 1 1 1
Avec z = — €]0,1[, on a == H 1- donc, d’aprés 1.3, ——— = — et comme I'{ = ] > 0, on
2 1\2 2 an? 1z o7 2
r'(3) n=1 I (3)

conclut | T (%) =/

Fait en cours

n n n n
Ona H(:z: +k)=x H k (1 + %) =nlz H (1 + %) et n® = =) = er(Hn—7to(1)) — =72 <H ez/”> e
k=0 k=1 k=1

k=1
n®n! eo)
donc = — . Ce produit admet une limite finie non nulle puisque on a
z(z+1)...(x +n) e o/n x
xe H e (1 + E)
k=1
P) = li n'n! >0 et icité de Ia limite | — Wﬁo o (142)
vuI'(z) = lim et on a, par unicité de la limite | —— = xe e —
n—+oo (x4 1)...(z+n) P ['(z) ot n




