Correction du DS4

Partie I (Extraite de CCINP PC 2020)
1. t — f(z,t) est CM® sur R*Y*. Puis %iI%f(J?,t) = 1 donc t — f(z,t) est intégrable sur ]0,1]. Enfin, si > 0,
—

1
f(z,t) T © (ﬁ) donc ¢t — f(z,t) est intégrable sur [1, +oo[ et ‘t > f(x,t) est intégrable sur R** si 2 > 0
— 400
1 2
2. u:t—1—cos(t)etv:t— -+ sont C* sur R, lignu x v =0 (car 1 —cos(t) ¥ 5) et Emux v = 0 donc, par IPP,

Hoo , too 20 1 — cos(t)
/ u(t)v'(t) dt et / u'(t)v(t) dt sont de méme nature, ie | I et / — dt sont de méme nature
0 0 0

1 — cos(t 1 — cos(t 1 1 — cos(t 1 1 — cos(t
t— i() est CMY sur R, limﬂ =" et 75() = 0 (—) donc t — A est intégrable
t2 0 t2 2 t2 +00 2 t2
. . Too - cos(t) . -
sur R™, ce qui donne existence de /0 — dt puis

3. On applique le théoreme de dérivation :
H1 : pour ¢t >0, z + f(x,t) est C* sur RT™.
H2 : pour z > 0, t — f(z,t) est CM? et intégrable sur R** (d’aprés I.1.a)

H3 : pour x >0, ¢t — g(:ﬂ,t) = —sin(t)e " est CM° sur RT*

ox
of

H4 : pour z € [a,b] C R™™ et ¢t > 0, a—(z,t) = |sin(t)[e ™" < |sin(t)|e”* = ¢(¢) (indépendante de z). De plus,
x

1
@ est CM° sur RT et o(t) =0 (?2) car a > 0 donc ¢ est intégrable sur R™ donc sur RT*.

+o0o
On en déduit | F € C*(RT™) et F'(x) = —/ sin(t)e "t dt
0

On a sin(t)e” " = Im (e_("c_i)t) st e” @0 o5t CMO et intégrable sur R car ‘e_(w_i)t =e " et x > 0 donc

+oo
) 1 -1
F'(z) = —Im (/ e~ (@0t dt) =—Im (ﬁ)’ ce qui donne | F'(z) = T2 bour x> 0
o —

xt

4. Comme |sin(t)| < |t], on a |f(z,t)| < e ™", donc, comme t + e~ *" est intégrable sur RT si 2 > 0, on a |F(x)| <
+

o0
. 1
/ e **dt = =. On en déduit, par encadrement, | lim F = 0
0 z +oo

La limite de F en 400 peut aussi se déterminer avec le TCDPC, mais c’est plus long a rédiger.

Avec l'expression de F’, on obtient F(z) = —arctan(x) + C, avec C' € R. On a alors EmF = —% +C donc C = g
o0

et | F(z) = g — arctan(x), pour x > 0

5. On applique cette fois le théoréme de continuité :
H1 : pour t €]0,1], z = f(x,t) est C* sur [0, 1].

H2 : pour z € [0,1], t — f(x,t) est CM° sur |0, 1].
, _ Isin@)] oy _ [sin(®)] _ o
H3 : pour z € [0,1] et ¢t €]0,1], |f(z,t)| = € < .= ©1(t) (indépendante de ). De plus ¢; est

CM° sur ]0,1] et H(I)n ©1 =1 donc ¢y est intégrable sur |0, 1].

On en déduit que ‘ F est continue sur [0, 1] ‘

0
6. On commence par vérifier que ¢t + u(z,t) est C' sur [1,+oo[ et —u(x,t) = sin(t)e”**. On fait une IPP : les

ot

-1
fonctions t — wu(z,t) et v : t — - sont C! sur [1,4o00[ et thI_P u(z,t) x v(t) = 0 (méme avec z = 0) donc
— o0

Cu(w, ] (e, . _— , _

Fy(x) = — + 2 dt, ce qui donne l'expression demandée pour F; et la CV de l'intégrale,
t=1 1
t
mais pas l'intégrabilité de t — u(fQ’ )
t t 1
Pour z € [0,1], t — u(; ) est CMY sur [1, +o0] et u(;, ) e ) (ﬁ) car sin, cos et t — e~ ** sont bornées sur
—+o0

R s w(x,t) . :

[1,+00[ (méme avec z = 0). On en déduit | ¢ — e est intégrable sur [1, +oo si z € [0, 1]
in(1 1 o0 u(w,t
7. x> w{z est CY sur [0, 1], il suffit de prouver la continuité sur [0,1] de z / u(;’ ) dt :
z 1



Hl: pourt>1, z—
H2 : pour z € [0,1], t —

H3: pour z € [0,1] et t > 1,

t
u(@, t) est C% sur [0, 1].
12

u(x,t)

2 est CMP sur [1, +ool.

t) | ineg tr 1 1 2
u(;’ ) < x;_; 1 X e < i ©2(t) (indépendante de z). De plus 2 est cMP
x

et intégrable sur [1, +o0].

“+oo
t
On en déduit = — / wz,?) dt est continue sur [0, 1] et, par somme, ‘ F, est continue sur [0, 1] ‘
1

t2

8. Par somme de F} et Fy, F est continue sur [0, 1] donc en 0.

On en déduit I = F(0) = 1i%1+ F(z) = lim g — arctan(x) puis | [ =
z—

7T
z—0t 2

Partie II (d’aprés CCP PC 2013 maths 2)

1. cours!

2. a)

3.a)

On pose u,(t) = f(t") et on applique le théoréme de convergence dominée :

H1: site|0,1], liIE t" =0 et f est continue en 0 donc la suite (u,) CVS sur [0, 1] vers f(0).
n— 400

H2 : les fonctions u, et la fonction constante f(0) sont continues par morceaux sur [0, 1].

H3 : f est continue donc bornée sur le segment [0, 1] done |u, (¢)| < M ; la fonction constante M est continue
par morceaux et intégrable sur [0, 1[.

1
On en déduit lirf I, = / f(0)dt done |lim I, = f(0)
n—-+0o0 0
; W
n peut commencer par remarquer que si u
u

W) 1)

U  u—0

est intégrable sur 0,1] alors f(0) = 0 car sinon, on aurait

, qui ne serait pas intégrable sur]0,1]. La suite (I,,) tend donc vers 0.

On pose t = u'/", la fonction u — u'/™ est C', strictement croissante et bijective de 10,1] sur 0, 1], donc

) :Mul/n:

1 (! flu )
I, =— / Lul/ " du donc on réapplique le théoréme de convergence dominée avec vy, (u)
nJty, u

u
u
H1 : siu €]0,1], lirJrrl u'/™ =1 donc la suite (v,) converge simplement sur ]0,1] vers u — &
n—-+oo u
U
H2 : les fonctions v, et la fonction u +— flw) sont continues par morceaux sur |0, 1].
H3 : |, (u)| < Gl et u— Q| est continue par morceaux et intégrable sur |0, 1].
u u
1
On en déduit | lim nl, :/ Mdu
n—-4oo 0 U
: - . R o : . sinu sin u
On applique ce qui vient d’étre fait & la fonction sin : sin est continue sur [0, 1] et lim = 1donc u —

u—0 U

1 1 .

sinu sinu

est intégrable sur ]0,1]; on a donc lim n/ sin(¢") dt = / du > 0 car u +— est continue positive
n——+0o 0 0 u u

1 1 .
1 .
et non nulle sur ]0,1]. On a donc / sin(t")dt  ~ / sin w du
0 0

n——+oo N u

“+oo
On pose u = t" (que l'on a déja justifié), on en déduit que l'existence de / f(t™) dt équivaut a celle de
1

e 1/n—1 1/n—1 f(w)] f(u)
/ f(u)u/""t du. Comme pour u > 1 et n > 2, on a |f(u)u/""1 < 222 Vintégrabilité de u —
1 NG Vu

sur

1t
[1, 00| implique celle de u — f(u)u/"" donc Dexistence de A, et on a | A, = f/ Mul/” du
n Jq u

On applique & nouveau le théoréme de convergence dominée a la suite (vy,) sur [1, +oo] :

Hl:siuz>l, ngrfoo u/™ =1 donc la suite (vy,) converge simplement sur [1,+oo[ vers u — %
H2 : les fonctions v, et la fonction u +— % sont continues sur [1, +00[.
H3:siu>1letn =2 |v,(u)| < |f\(/%>| et u — |f\(/%)| est intégrable sur [1, +ool.
On en déduit |limnA4,, = /+°° @ du
1




La fonction t +—
1 — cos(t"
. cos(t™)
t’ﬂ

On effectue alors une IPP : ¢ — (1 — cos(t")) et t —

1 — cos(t™)

. o1
est continue sur R, lim

est intégrable sur R**.

2n

t
cos(t™) o 1——4o(t*) et lim

2 t—+o0

1 — cos(t™)
tn—1

— cos(t" 1 — cos(t™ 2
”:m‘” <2 done,sin =2,
1—-n

sont C' sur R™, lim

1 — cos(t™)

m —> = 0 car

+oo
=0 (car n > 2) . On en déduit I’existence de / sin(t") dt et
0

nt™Lsin(t")

400 n ny 7 +oo +oo +oo 1 n
1-— t 1-— t -1 1-— t
[ [y ) [ g n o e
0 tn (1 =n)tn=t1, 0 (L—n)tr= 0 nJo tr
. s e . N . 1 — cos(t)
On applique ce qui a été fait avant pour les suites (I,) et (A,) a la fonction f : t — — est

continue sur R™*, prolongeable par continuité en 0 en posant f(0) = 0, u >

comme vu en I.2. On déduit, en ajoutant I, et A4,, lim n

—+oo
/ sin(t") dt
0

T
n—+oo 21

n——+00

f

+oo
/ sin(") dt — /
0 0

f(w)

est intégrable sur RT*

)

u

du = I # 0, donc




