Séries numériques

I Etudes de convergence

Exercice 1 |[Solution|

Déterminer la nature des séries E Un, @ > 0.

up, = (nsin—) —e ;o Up=|cos—) —— ; u,=(1-—
n n Ve Inn

_1 n (7L+1)7T
un:cos<n27rln< n )) ; un:% ; unz/ e~ sinzda

n—1 n® + (71) nmw

o=

Exercice 2 (Navale PSI 2019) [/Solution
—1)»
Nature de Z Uy = n“—lf(—)l)"nﬁ en fonction de o # 57

Exercice 3 (CCP PSI 2011) |[/Solution/
Nature de Y (1 —thn)?

Exercice 4 (CCINP PSI 2018) |/Solution/

2018 1
Donner la nature des séries de termes généraux

et .
ne nlnn

(Inn)

Exercice 5 (CCP PSI 20186) |[/Solution/

Montrer que la série de terme général u,, = In(2n + (—1)") — In(2n) converge mais ne converge pas absolument.

Exercice 6 (Mines-Ponts PSI 2013) |/Solution

o0
Etudier la convergence de la suite u,, = / exp(—z™) dz puis la convergence de la série de terme général w,,.
1

indication : chercher un équivalent en posant t = x".

Exercice 7 (CCP PSI 2013) |[/Solution

o dx
= _— 3 _ n ?
On pose I, /0 o) Convergence de (I,,) puis de E (=1)"I, et E 1,7

Exercice 8 (Centrale PSI 2008) |/Solution|

\" b -1
Etudier la nature des séries de termes généraux u, = (n + > —a (1 + f) et v, = _’_(7)
n n

n—2

Exercice 9 (ENSAM PSI 2012) |/Solution)

2

n
n
1. Montrer que la série de terme général u,, = ( > converge.
+oo n+1 +oo
2. Majorer R, = Z uy, et donner une valeur approchée & 1073 pres de Z T
k=n+1 n=1
22
indication : comparer In(1 + x) et x — - pourz > 0.
Exercice 10 (Mines-Ponts PSI 2013) |/Solution/
. , V3 (-1)n T
Nature de la série de terme général u,, = arccos - " e 5 (> 0)
n

Exercice 11 (Mines-Télécom PSI 2021) |/Solution|

1. Montrer que arccos(l —h) ~ . V2h; on powrra poser 6 = arccos(1 — h)

h—0
1+ n3)

2. Déterminer la nature de arccos <7
Z 2 +n?

Exercice 12 (CCP PSI 2008) |/Solution|

1
Nature de la série de terme général u,, =

L+V2+ B8+ 4 /n

indication : montrer que x — In(x)/x est majorée sur [1,+ool.




Exercice 13 |/Solution|

) 1"

Etudier, en fonction de a € R, la nature de la série Z (—|> .
n!

indication : réécrire la formule de Stirling avec un signe = pour pouvoir la composer par In.

Exercice 14 |/Solution|

Etudier la convergence de la série E

(1
(n!)TIL

indication : on pourra étudier la monotonie de v, = — In(n!).
n

Exercice 15 |/Solution
On pose u,, = vn+avn +1+by/n + 2, o (a,b) € R%. Déterminer (a,b) pour que Z u, converge et calculer la somme.

Exercice 16 (Centrale PC 2008) |/Solution/
Soient a, b et ¢ dans R** et u,, = 2In(n+a) —In(n +b) — In(n+ ¢). Etudier la convergence de Z Uy, puis de Z(—l)"un.

Exercice 17 (CCP PSI 2016) |/Solution|
n

“+oo
. 1 1
Soient o > 1, S,, = E k—aetRn: E -
k=1 k=n-+1

1

1. Montrer que R,, ~ m'

R
2. Etudier la convergence de Z S—" en fonction de a.
n

Exercice 18 (Mines-Télécom PSI 2022) |/Solution
n

Soient & > 0, (uy)nen une suite de réels strictement positifs, S,, = Z uy, et w, =
k=1

Up,
S
1. On suppose que Z uy, converge. Quelle est la nature de an ?

2. On suppose u, = n. Nature de Z Wy ?

1
3. On suppose u,, = —. Nature de Z Wy 7
n

Exercice 19 (Mines-Télécom PSI 2021) |/Solution
n

1
Soient & > 0 et S, = E k<. Pour quelles valeurs de «, la série E 5 est-elle convergente 7
k=1 "

Exercice 20 |/Solution

Nature en fonction de (z,a) € R* x R de Z (\/ 1+ :% - 1) ?
n

Exercice 21 (Mines-Ponts PSI 2017) |/Solution
Etudier la convergence de Z i sin (@> our a > 0
g na 5 p .

indication : faire des paquets selon le reste de la division euclidienne de n par 5.

Exercice 22 (Mines-Télécom PSI 2017) |/Solution
1
Pour n € N, on pose u,, = / In(1 4+ ¢") dt.
0

1. Calculer ug et uy.

2. Montrer que T < In(l1+2z) <zsiz>-1
1+z

3. Etudier la nature de Zun et Z(—l)"un.

Exercice 23 |/Solution|
On pose a,, = Z(—l)k+1\/E.

k=1

1. Montrer que la suite <an + (—1)"@

) a une limite { > 0 finie.
2 n>1

1
2. Quelle est la nature de Z —7
2%



Exercice 24 (CCP PSI 2019) |/Solution|

1. Montrer que 2" + zv/n — 1 = 0 admet une unique solution dans [0,1]; on la note z,,.
2. Montrer que (z,) tend vers 0.

3. Etudier la nature de la série de terme général x,, puis (—1)"z,,.

Exercice 25 (Mines-Ponts PSI 2017) |/Solution/

Inz)* |
Soit f(z) = (nix)e“r“”7 acR.
x

—+o0
1. Etudier la convergence de / f(x)dz. indication : u = In(x) puis IPP.
1

2. Puis celle de Z f(n). indication : Taylor

n>=2

Exercice 26 (Mines-Ponts PSI 2019) [/Solution|

1 (™ arctant ,
Soit I,, = — / — dt. Etudier la nature de Z u,, dans les cas
n® Jo t

1.b>0b#1
2. b<0
3.b=1

Exercice 27 (CCINP PSI 2021) |/Solution

Déterminer la nature des séries suivantes :

1. Z (_1)n/+<>oe_12 dz

n>1 n?
n 2,2
2. Z(—1)”/ et dt.
n>0 0

indication : poser x = nt puis faire intervenir la premiére suite.

Exercice 28 (Mines-Ponts PSI 2018) |/Solution/

Soit f de R™ dans lui méme.

="
f(n)

2. On suppose jusqu’a la fin que cette condition nécessaire est réalisée. On suppose f croissante a partir de n € N.

1. Donner une condition nécessaire pour que E converge. Est-elle suffisante ?

—_1)k
Uy = Z (=1 existe-t-elle 7 Quelle est sa limite quand n tend vers 400 ? Son signe ?

& f(k)
3. On suppose cette fois 1 + L > 2 Montre qez(ilkco erge
. On supp i > . Montrer qu nver
fk+2)  flk) ~ fk+1) f (k)
Exercice 29 (CCINP PSI 2019) |/Solution
nP
Pour p € N, on pose S, = on
n=0

1. Justifier 'existence de S,
2. En développant (n + 1), exprimer S, en fonction de Sy, ..., Sp—1
3. En déduire que S, € N.

Exercice 30 (CCINP PSI 2022) |/Solution

1
1. Justifier I'existence de R,, = Z PR
k>n+1

2. On admet lim (n+ 1)!R, = 1; déterminer la nature de Zsin(?n!we).
n—-+o0o
indication : Ecrire e avec une série dont R,, est le reste et comparer sin(2nlme) et sin(27n!R,,)
3. Montrer lim (n+1)!R, =1.
n

—+o0

indication : Réécrire (n+ 1)IR,, en isolant les deux premiers termes de R,



II Calcul de sommes

Exercice 31 |/Solution|

2 3 2n3 —3n? +1

Convergence et somme des séries : Z % Z 3" lsin % ; %
n>2 (n ) n(n + n>0 n>0 (n + )
Exercice 32 W
2 RS 1 1)n+t
Sachant que nz:l 5 calculer Z En 1) et Z
Exercice 33 (CCP PSI 2015) |/Solution|
+<>o
—1)ntt 1 1 1

On admet nzl 7)1 = In(2). Justifier la convergence et calculer la somme de 7; (2 1 3 k) puis de ngl P —

Exercice 34 (Mines-Ponts PSI 2021) |/Solution/
2n+2

On admet Z oo In(n) + v + o(1) avec v une constante. Soit (uy)nen définie par ug = 1 et w11 = I EE 5un

1. Montrer qu’il existe une suite (w,,) convergente telle que In(u,) = w, — 3 In(n).

2. En déduire que Z Uy, converge.

n>0
n+1 n+1 “+oo
3. Montrer, pour n > 1, 2 Z kug + 3 Z U = 2 Z kup + 2 Z uy, et en déduire la valeur de Z Uy -
k=1 k=1 k=0 k=0 n=0

Exercice 35 (Mines-Ponts PSI 2016) |/Solution/
" Ink

1. Par une comparaison série/intégrale, trouver un équivalent de u,, = B

k=2

, 1
2. Etudier la monotonie et la convergence de (v,,) avec v, = up — E(ln n)?.

"1 X (-D* Ik In2
3. On admet que E% n) + v + o(1) ; Montrer queZT: (7—7)1n2.

Exercice 36 (ENTPE-EIVP PSI 2009) [Solution)

1. Convergence de la série Z ol R, est le reste de la division euclidienne de n par 5.

= n(n+1)’
5n n
. R(k) . 1 . R(n)
2. Exprimer Ss,, = Z ———— a l’aide de H,, = Z — et en déduire la somme de Z —_—
— k(k+1) — k = n(n+1)

indication : on pourra utiliser ou démontrer qu’il existe v € R tel que H,, =Inn+ v+ o(1).

Exercice 37 (ENSEA PSI 2008) /Solution

Convergence et somme de E
n>1

ﬁ ou s(n) est le nombre de décimales de n. (Utiliser une décomposition bien choisie)
Exercice 38 (Mines-Ponts PSI 2009) |/Solution

1
Mountrer que Z(fl)"“ In (14 — ) converge et calculer la somme.
n

n
1
indication : introduire u, = Z In(k),exprimer Z 1) (1 + E) en fonction de uzy, et u, puis utiliser la formule

k=1
de Stirling.

IITI Suites récurrentes

Exercice 39 (CCINP PSI 2022) |/Solution
Soit (un)nen définie par 0 < up < 5 et w41 = sin(uy,).

1. Etudier la suite (u,)nen et déterminer sa limite.

2. En calculant u,41 — u,, montrer que E ui converge.



3. Etudier la série de terme général u?.
indication : utiliser Z(ln(un_H) —1In(uy,))
Exercice 40 (CCP PSI 2016)
Soit (uy,) définie par ug € [0, 7] et upt1 = 1 — cos(uy,).
1. Montrer que (uy) converge vers 0.
2. Déterminer la nature de Zun

1
indication : vérifier que 1 — cosx < 5562
Exercice 41 (CCINP PSI 2018) [/Solution
e_un
Soit (u,) définie par ug > 0 et u = —.
( n) 1% 0 n+1 n+1

1. Quelle est la limite de la suite (nu,,)?

2. Donner la nature des séries de termes généraux u, et (—1)"u,.

Exercice 42 (Mines-Ponts PSI 2019) [[Solution]

T, +1

Etudier la suite (z,) définie par o = 0 et z, 11 = \/ puis la série de terme général u, =1 — x,,.

Exercice 43 (Centrale PSI 2016) |/Solution|
1

Soit (z,,) définie par zo > 0 et xp11 =, + —.
n
1
1. Donner la nature de —.
Ty
"1
2. Quel lien y-a-t-il entre 22 et Z — 7
=0 Tk
3. Déterminer un équivalent de x,,.

n
1
indication : justifier que — =o(n).
Justifier q g:o P (n)

IV Comparaison de séries

Exercice 44 |/Solution|
Soit (un)nen une suite de réels positifs et (v, )nen définie par : vg > 0 et 2v,11 = vy, + /Uy + v2. Montrer que (v,)nen
converge si et seulement si Z Uy, converge.

Exercice 45 (CCINP PSI 2021) |/Solution
. . . . PP + Uy, + u721 + a%
Soit (an)nen une suite réelle positive. On définit (uy)neny par up € R et upypg = —————5

5 pour n > 0

Qn
5"
2. En déduire que si E a, converge alors (u,)neN converge.

1. Montrer que up41 — Uy

/A

n
3. La réciproque est-elle vraie 7 On pourra utiliser u,, = )
n

Exercice 46 (ICNA PSI 2009) [[Solution

Soit (4 )nen+ une suite décroissante tendant vers 0.

1. Comparer la nature des séries Z u, et Z n(Up — Upt1)-

n=1 n>1
—+oo
indication : si (uy,) tend vers 0 alors u, = g (ug — Uk+1)
k=n

2. Montrer que si les séries convergent alors (nuy,) tend vers 0 et que les sommes des séries sont égales.

Exercice 47 |[Solution
(_1)n+1 n (_1)k+1

Soit u, = . Etudier la convergence de Z Up,
n
k=1
_]_)n-‘rl
indication : introduire les restes de la série E -
n

Exercice 48 (Centrale PSI 2013) |/Solution|

Soient (a,) une suite de réels positifs et o une bijection de N sur N. Montrer que Zan converge si et seulement si

E G (n) converge. Montrer qu’en cas de convergence, les sommes sont égales.



V  Produits infinis
Exercice 49 (Produit infini) |[/Solution

Soit Z uy, une série a termes complexes absolument convergente telle que : Vn € N*| |u,,| < 1. On pose P, = H (1 + ug).
n>1 k=1
1. On suppose que Vn € N*, u,, € R. Montrer que (P,),>1 converge.
indication : étudier In(P,).

n

2. En utilisant la série Z P, +1 — P, montrer que le résultat est encore valable si (u,) € cN.

Exercice 50 (Centrale PSI 2017) |/Solution|
n
ka
Pour a € R, on pose u,, = H (1 + —2)
n
k=1
1. Pour a = 2, étudier la convergence et la limite de (uy,).
indication : In(uy,) et reconnaitre une somme de Riemann.
n
k;(l
2. Pour «a € [0, 1], convergence et limite éventuelle de la suite (a,,) avec a,, = Z —
n
k=1
3. Méme question pour u,,.
indication : vérifier In(1+ x) < x sur] —1,400].

Exercice 51 (Centrale PSI 2013) |/Solution|
n

1
Soient (uy) une suite réelle positive et S, = g u. On suppose Sy, < <1 + 7) S,,. Montrer que g U, converge.
n
k=0
indication : majorer San .

Exercice 52 (Mines-Ponts PC 2012) [/Solution
1
1. Que dire de la limite en 400 de u, = 1-— —) ?

2. Montrer que la série de terme général u,, est convergente.

V1 Exercices théoriques

Exercice 53 (Centrale PSI 2011) |/Solution|

Soient (a,) et (b,) deux suites réelles positives.

1
1. Montrer que si limb,, = 400 alors g ;- converge.
n n
. . - 1
2. Silima, =limb, = +o00, la série E ;- converge-t-elle ?
abr

Exercice 54 (Régle de Raabe-Duhamel) [/Solution

Soit (un)nen une suite & valeurs dans R** telle que :

Un+1 ¢ ’ . o - N P . L.

1240 (—2> En étudiant la série de la série Z In(vy41) — In(vy,) ot v, = n%u,, déterminer un équivalent
Up, n n

de u,, et en déduire, en fonction de «, la nature de la série Z U, -

Exercice 55 (Transformation d’Abel) [/Solution|

1. Soient (up)nen+ et (vp)nen+ deux suites réelles; on pose V,, = Z v, pour n > 1 et Vy = 0. Montrer que, sin € N,

n

k=1
n n—1
n>2,o0na: E UV = E (up — ukt1)Vie + un Vi
k=1 k=1

2. On suppose que (u,) tend vers 0 en décroissant et que la suite (V},) est bornée. Montrer que Z Up Uy CONVerge.

cos nbd

3. Déterminer, en fonction de (z, ) € R?, la nature de Z ”
n

Exercice 56 (Sommation des relations de comparaison) |/Solution

Soient (un)nen €t (vpn)nen deux suites réelles positives équivalentes.

n n
1. Montrer que si Z u, diverge, alors U,, = Z ug et V, = Z sont équivalents.
k=0 k=0
+oo —+oo
2. Montrer que si Zun converge alors R,, = Z uy, et R;l = Z vy, sont équivalents.
k=n-+1 k=n-+1



Solutions

1
Exercice 1 |/sujet/| 1. En partant d’'un DL du sin en O(1/n°) avec u,, = exp {nQ In (n sinfﬂ, on trouve u, =
n

1
0] (ﬁ) donc Zun est ACV.

—e—1/2
2. Par DL, on trouve u,, ~ ST négatif donc Z u, DV.
1
3. Comme u,, = exp (—@(1 + 0(1)), on vérifie u, = o (—) donc Zun est ACV.
Inn n2

(=D 1
4. Par DL, u,, = e + O 2 donc Zun CV.

(="

5. On trouve u, — nalz "~ op3alz

positif; comme a/2 > 0, Z

(=" (="
72 CV donc E U, et E Uy — E pye

1
sont de méme nature ; par équivalent de signe fixe, de méme nature que E aj2 En conclusion, E u, CV si et

seulement si a > 2/3.

1
6. On a |u,| < e~ = (ﬁ) donc Zun est ACV.

1
Exercice 2 [[sujet/| Si 8 > « alors u, ~ 5 positif donc Zun CV si et seulement si 3 > 1. Par contre, si a > /3 alors
n

—1)" -1 1) -1)"
U, (=1) ~ 7120‘7—/3; on en déduit la DVG si a < 0. Si a > 0, Z (=1) converge donc Zun et Z (un - (TLO‘) )

- n(l n(,!
sont de méme nature, puis par équivalent de signe fixe, Zun CV si et seulement si 2a — 8 > 1.
2e "
eTL + e—n

Exercice 3 [[sujet/]| 1 —thn =

Exercice 4 [/sujet/| Bertrand

-1H" 1 1
Exercice 5 [[sujet] u, = ( 2n> +0 (ﬁ) donc |u,| ~ o positif et Z |un| DV; avec le DL, Zun CVv.

Exercice 6 |[sujet/ 1. limu, = 0 par TCD avec 0 < exp(—z") < e " (pour n > 1)

~ 2e72" positif donc Z u, CV.

P +oo e—t +oo e—t e—t C
2. nu, = / Ttl/" dt ——— - dt = C > 0 par TCD avec 0 < Ttl/" < et donc u, ~ — (positif)
1 n

n—-+4o00o 1
et Zun DV

1 1
Exercice 7 lim I,, = 0 par TCD avec 0 <

— < — ~ 2
ch"z ~chz z—+

1 Feo 1
Z(—l)"ln CV par CSSA car @ < 1 mais comme ch(z) < e, on a I, > / e "dx = -~ donc ZI” DV.
0

3e3 1 1 3
Exercice 8 1. On a u, = (63—a)+<%—ab>g+0<ﬁ>- Sia# e DVG;sia =€ etb# >

3e3 1 ) _ 3 3 1
Up ~ | — — ab | — de signe fixe donc DV;sia=¢€e” et b= —, u, =0 | — | donc ACV.
2 n 2 n2
" Inn -1 1
2. vn:%qLO(F):( n) +O<ﬁ) donchnCV.
Exercice 9 |[sujet/| 1. u, = exp(—n +1/2+ o(1)) donc u, ~ /ee™" positif donc Zun CV.

2
x
2. Etudier  — In(1 +z) — =z + > sur RT, elle est positive; on en déduit 0 < u, < vee "™ donc 0 < R, <

+o00 e—n—1/2 e—n—1/2
Ve Z ek = = Il suffit donc que 1ot < 1073 (qui peut donner une valeur de n en prenant le
—e —e
k=n-+1
logarithme) pour que la somme partielle de la série soit une approximation convenable de la somme totale.

Exercice 10 On cherche un DL en 0 de f(xz) = arccos <g +x) (dérivable au voisinage de 0); on trouve

f'(x) = =2 — 82V3 + o(z) donc f(x) = f(0) — 2z — 42*V/3 + o(z?) puis u, = 2(_1)n - 4\/3% +o (n%) Comme

na

1) 1) 1
Z (=1) CV, Z Uy, et Z (un - (7)), puis par équivalent de signe fixe, Z e sont de méme nature. On en déduit

n« n«
Z u, CV si et seulement si 2«0 > 1.



62
Exercice 11 |[sujet] 1. 0 = arccos(1 —h) & h=1—cos(#) et h — 07 si et seulement si § — 01 ; 1 — cos ey
—
h

1
donc (composition des limites) lim = — et comme f(h) >0, on a bien f(h) L V2h
—

h—0+ f( ) 2
1 2 2
2. w, = arccos (1 — m) et \/ SR ng—\@ (positif) donc la série CV

1 1 " Ik
Exercice 12 |/sujet/| Par une étude de fonction 22 ¢ {O, f} sur [1,+oo[ donc u, = ( exp n) > donc
x e n
Zun DV.
. - n\" 1 1 «a
Exercice 13 |/sujet/| n! = (7) V2mn(l4+o(1)) donc In(n!) = nln nfn+§ ln(n)+§ In(27)+o(1) et u,, = exp [f— ln(n!)} =
e n

[0

exp (—aln(n) + a+ o(1)) ~ Z—a positif donc Zun CV si et seulement si a > 1.

Exercice 14 |[[sujet/] On vérifie le CSSA : |u,| tend vers 0 avec la formule de Stirling (cf calcul dans l'ex précédent) et
1 n
|tn| = exp(—wvy,), il suffit donc de prouver que (vy,) croit : v,41 — vy = nn+1) ; (In(n 4+ 1) —1In(k)) > 0.

Exercice 15 Onaun:(l—i—a—l—b)\/ﬁ—i—( —|—b) —|—O( .Sil1+a+b#0DVG;sil+a+b=0et

1
a+2b7é0,un~( —i—b)Tde&gneﬁxedoncZunDV suz-—?etb—lun—O( 3/2) doncZunestACV.
“+o0o

Sia=—2et b=1, (en changeant les indices) Zukf1+\[ 2V2 — 2\/n+1+\/n+1+\/n+3donc2un71 V2.
k=1 n=1

2a —b—c

2a —b— 1
Exercice 16 |[sujet] u, = i | (7> donc si 2a # b+ ¢, up ~
n n n

de signe fixe et Zun DV si

2a = b+ ¢ alors un—O< ! ) donc Zun est ACV.
n?

Comme (—1)"u, = (2a — b —¢) +0 ﬁ , Z(—l) u, CV pour tout (a,b, c).

n

Exercice 17 [[sujet] 1. Par comparaison avec une intégrale (cf cours)

1 n 1
2. On a lim S,, = Zk—a =12> 1 (donc # 0); on a donc u, = 1;—” ~ W positif donc Zun CV si et
seulement si o > 2.
+oo
Exercice 18 1. Sion pose S = Zuk > 0 (car u, > 0), on a wy, ~ S~ %, (SATP) donc an Cv
k=0
1
2. S, = % donc w,, ~ a1 (SATP) donc an CVssia>1
1

3. S, ~ In(n) donc w, ~ nIn()e (SATP) donc an CV ssi a > 1 (Bertrand ; comp série/int)

n n+1 a+1
n
Exercice 19 |/sujet/| t — t* est croissante donc / t*dt < S, < / t*dt puis S, ~ 1 donc par équivalent de
0 1 «

1
SATP, Z S—CV pour tout a > 0

\l’l

1
Exercice 20 [[sujet]] Si z > 1 DVG; si # < —1, la suite n'est pas définie. Si |z| < 1, |u,| ~ —— = (—2) donc Zun

1
est ACV.Siz=1eta<0,DVG;sizx=1et a>, u, ~ e positif donc Zun CV si et seulement si o > 1. Enfin,
no

1) 1 1
siz=—1et a <0, la suite n’est pas définie, alors que si a > 0, u,, = (2nl ~ 3nza +o0 <nﬁ) donc Zun CV si et

1 —1
seulement si Z <u7, — 2—) CV (car Z ! CV) et par équivalent de signe fixe, Z uy, CV si et seulement si 2a > 1.
ne ne



2 —1kC —1)*D
Exercice 21 |/sujet/| On a, avec sing =C #0et sing =D #0, usk, =0, uspy1 = (=1) (=1)

(5]€+ l)aa Us5k4+2 = (5k+2)a7
~1)*D —1)* - =
Uskts = ((514;—&)—3)“ et uspyqa = ((5k_246)’a On a alors, avec S,, = ;uk, Ssn = ];J(uf)kJrl + Usky2 + Uskt3 + Uskqa) donc

est la somme de 4 sommes partielles de séries CV donc CV. Comme S5, 1 = S5y, + uspt1 et limus,i1 =0, (Ssp41) CV
vers la méme limite. De méme avec lim us, o = limus,4+3 = limus,+4 = 0, on trouve que (Ssn+2), (Ssn+3) €t (Ssnta)

CV aussi vers la méme limite donc Zun CV.

Exercice 22 |[sujet] 1. yp=In2et ug =2In2-1

2. Par étude de fonction In(1 + ) <z si z > —1 puis In(1 + ) = — ln —In (1 ) T j_ .
x
1o 1 1 1 1 1
3. On en déduit / dt < u, < / t"dt = ——. De plus / — t"dt = On a u, >
o 1+1t» 0 n+1 0 1+t" 2 0 2(n+1)
1 1
D) donc Zun DV. Mais par encadrement (u,) tend vers 0 et w11 —u, = /0 [In(1 —l—t"‘H) In(14+¢™)]dt <0
donc par CSSA, Z(fl)”un CV.
1) 1)
Exercice 23 [[sujet] 1. Siu, = (an + (—1)"?) alors Up11 — Uy = %(\/n +1—+/n)= 2(\/n(T1)+\/ﬁ) donc
(CSSA) Z(u"“ —uy,) CV, ie la suite (u,) CV vers | = Z(unﬂ —uy,)+up; par CSSA, on a Z(unﬂ —up)| <
n>1 n>1
1
Uy — U] = ——= < u; = - donc [ > 0.
fuz = | 21+v2) = 2

2. Onaa, = (~1)" L2 +14o(1) done — = 200" 4 <1) COmmeZ " ov, Z— tZ( )n)

2 an, Vn n an
1
sont de méme nature et par équivalent de signe fixe, de méme nature que Z —. On en déduit que Z — DV.
n Qnp

Exercice 24 |/sujet/ 1. Par une étude de fonction, on vérifie que P, = X" + X+/n — 1 s’annule une seule fois sur
[0,1], que P, < 0 sur [0,,] et que P,, > 0 sur [z,,1].

1 1
2. Comme P, (— >0,ona — € [z,,1] donc 0 < 2, < — donc (x,) tend vers 0.

\/ﬁ)/’ NG n

1
T(l—xﬁ)etcommeOSaEnS—,onaOgaj
n n

n - 1 n
an DV. De plus (—-1)"z,, = (\/ﬁ) +0 <n("+1)/2) donc Z(—l) x, CV.

1 1
NS —s donc limz)) = 0 et z, ~ —= positif donc

NG

3. Onax, =

400
Exercice 25 |[sujet] 1. f est CM sur [1, +o0[; par changement de variable (a justifier), / f(z) dz est de méme
1

+oo
. , 1
nature que / u®e" du; u®e™ oy est intégrable sur ]0, 1] si et seulement si —1 < «; par IPP (cf cours)
0 u

+oo et
/ — CV si et seulement si v < 0.
1 u

it ntl a(ln a—1 nt)®
2. Ona f(x) dx = f(n)+/ (n+1—t)f/(t) dt et |f/(t)‘ < (1 t) :;(1 t) +1
a(nn)*" 4 (Inn)a +1
((n+1))?

Inn
si et seulement si ( / ue™ du> CV donc la série CV si a < 0; pour a > 0, apres 2 IPP successives, on
1 neN

n+1
donc‘/ (n+1—=t)f'(t)dt| <

1 n
=0 (3—/2) on en déduit que Z f(n) CV si et seulement si (/ f@) dt> CV donc
n 2

neN

Inn
trouve / u®e™ du = (Inn)® + O((Inn)*~*) ~ (Inn)* donc la série DV pour a > 0.
1

arctant
Exercice 26 |[sujet] 1. On peut d’abord vérifier que ¢ — - m 20 est intégrable sur ]0,1] si et seulement si b < 2.
tan ¢ C e t t
De plus areant donc I, ~ — (positif) si 1 < b < 2 avec C'= / AR 4t > 0 donce E I, CV ssi
tb $— 00 th ne 0

a>1.



SiO<b<1alors/narCtan—t_7r/2dt:—/n arctan(1/t) dt P —/+Oomn(1/t)dtcarmn(l/t)
— 00 0

o t 0 t Iz oo
1 "dt 1-9b
sy et 14+ b > 1. On en déduit I, N—Qg t—b:%(positif) doncZIn CVssia+b—-1>1.
(1 —b) 1 arctan(l/t) L™ _asw —b m(1—b) .
2. A nouveau, 0 < W = na/o T dt < E ; t dt = W donc In ~ W (pOSltlf) et

an CVssia+b—1>1.

" arctan ¢ " arctant — /2 T arctan(1/¢
3. / arctant ., T In(n) = / arctant — 7/ dt / arctan(l/t) dt car intégrable sur [1,4o00[; comme
1 t 2 1 t t—4oo  Jy t

1
tant 1
/ arctan dt = o(In(n)), on en déduit I,, ~ ﬂ-;;( n) (positif) et (Bertrand) ZI CV ssia>1.
0

+00 Foo
Exercice 27 |[sujet] 1. CV par CSSA : / e~ dx est le reste de Iintégrale I = / e dx qui CV
n? 0
—1)" n? —1)n
2. v, = u/ e*w2 dx = uI — u,, donc Zvn CV aussi.
nJy n

Exercice 28 |[sujet] 1. f doit tendre vers +00 en 400 mais ce n’est pas suffisant : si f est telle que f(n) =In(n) +
(=n" (=n" 1 ( 1 ) (=n" (=n"

—1)" alors @, = = - d D t

(=1)" alors = In(n) + (—1)» Inn  (Inn)? To (Inn)? one Z Inn+ (=1)" v car Z Inn CVe

1 , (71)">
s ()2 (négatif) donc Z (xn o DV
2. CSSA donc u,, existe, tend vers 0 (reste) et est du signe de (—1)"
1 1 < 1 1
fk+2)  fk+1) 7 flk+1) f(k)

décroissante et tend vers 0, le CSSA s’applique

= v_1 donc (vg) croit et tend vers 0 donc vi, < 0, ce qui donne

3. Onavg =

1
(7w
Exercice 29 1. n =0 (i)

2n n?
p—1 (n+1)P 1 [n? = p\n* L s b
TL+1 np+z:;) ( >nk dOHC W = 5 <2n =+ Z: (k’) 2n> dOHC, en Sommant, Spfl = 5 (Sp + kZ:O (kj) Sk)
p—
p
et Sp=2+kz;0 k)Sk

1
3. Par récurrence (forte) avec Sp = Z o = 2et (Z) eN
n>0

Exercice 30 1. Z% Ccv

2. Onae= Z o + R,, donc 2n!me = QWZ % + 2n!TR,, et Z % € N donc sin(2n!re) = sin(2n!rR,,) ~ - _:1
k=0 k=0 k=0
(positif) donc Zsin 2nlmwe) DV
(n + 1)! (n+1)! 1 -
3. (mn+ 1R, —1+7+ Z Z X < Z = 1) noies 0 (reste de série CV).
k>n+3 k>n+3 k>n+3
Exercice 31 1. On a 2n+3 = 5/3 — 3/—2 — 1/6 ; apres changement d’indices sur les sommes
J ) (n—1nn+2) n-1 n nt2 P &
. = 2n + 3 5 1 1 3/1 1
partlelles, on trouve Zm = § <1+§+§) - 5 <§+§>
« 1 a « = e’ 1 1
2. On a 3" 'sin3 =1 (3 sin 3 3" Lgin T ) donc par télescopage ;3" Lgin3 =1 (a —3 sin 3a> car
om . O
lim 3" sin 3 = Q.
2n3 —3n2 + 1 —80 53 15 2 X on3 —3n2 41 ( 1)
3. 0 = - ~d - = _80(le—-1—-1-2=
hA T ) a3 T mE)l e ol one ) (n+3) ¢ )t

53(e—1—1) — 15(e — 1) + 2e.



=1 1
Exercice 32 |/sujet/| Si H,, = Z = alors Hop, = - H,, + Z 2k 5 donc Z 27 T
n

k=1 +1) 8
2n n—1 400 n+1 2
(=D)+ 1 Z 1 - Z (*1) oo
2 T = 7ZH'IL + - m dOnC (la série est ACV) P T = T2

1 2"( 1)k+1

1 1 1 —
Exercice 33 (Zk —1 ﬂ) 4k2 positif donc la série CV; Z ( — —) = Z +

% —1 2k
k=1
+oo
1 1
Z(%—l _ﬁ) = n2.
k=1

donc on obtient

1 -1 1 "

1 1 1 i 1 1
= = ——d 4N 1 =2 <7_7>
W -n_ n o1t OHCZM& I;fr ;2k71+2n+1 kZ:l oh—1 )"

1
—1d —— =2ln2-1
2n +1 Onc;4n3—n .

3 3 1 5 3 1
Exercice 34 |/sujet] 1. In(upt1) + 3 In(n + 1) — In(u,) — gln(n) =In <1 + ﬁ) —In (1 + %> + B In <1 + ﬁ) =

1 3
0 ( 2) donc, si wy, = In(uy,) + 3 In(n), on a bien (w,) CV (lien suite/série)
n

L

2. Sion note £ = limw,, on a In(u,) = _3 In(n) + £ + o(1) donc u, ~ - (positif) donc E u, CV
2 n3/2
3. Sommer la relation 2(k 4+ 1)ug41 + 3ugr1 = 2kug + 2uy,

4. On pose S,, = Zuk et T,, = Zkuk; ona Spt1 =3+ 2(Ty — Thi1) + 2(Spt+1 — Sn) =3 —=2(n 4+ Dupyr +
= k=0
Nips1 —— 3
n—-+o0o

(Inn)?

Exercice 35 |[sujet] 1. On trouve u, ~ 3

Inn
2. On trouve v,11 — Uy ~ 52 négatif donc (vy,) décroit a partir d’un certain rang et Z(Un+1 —vy,) CV donc (vy,)
CV.

. o 20 (—1)F Ink (Inn)?
3. En séparant les termes pairs et impairs, on trouve ~—~—— = (In2)H, + u, — ug, et comme u, =

k 2 *
k=1

I+ 0(1), on obtient le résultat annoncé (la série CV par CSSA qui est vérifié a partir d’un certain rang).

R(n)
Exercice 36 [[sujet 1. S
xercice n(n+1) ‘ n(n +1)
1 1 1

2. En séparant les termes selon que n = 5k, 5k + 1, 5k + 2, 5k + 3 ou bk + 4, on trouve, avec =—— ,
nn+1) n n+1

donc la série est ACV.

n—1

S Z(1+ 1+1+1)H H 1(5)1()+(1)doc+fR(k) In(5)
n= = Hs, — H, =In(5n) — In(n) + o n ———— =1In(h).
T L\Bk+1 Bk+2  5k+3  5k+4 ° = k(k+1)
1
Exercice 37 |[sujet]| La CV peut étre justifié par s(n) = [log,y(n)] donc (8(3—)1) =o0 ( 3/2) donc la série est ACV.
n(n n
107t —1 107t -1
1 1 1 1

0 = 107 < n < 1077 —14d _sm) (f— ) - ( 7) -

na sn) = p pour " one n:ZIOP n(n+1) P n:zmr n n+l P\T0r ~ 10041

10N+ 1 N /10°t1-1 N+1 +00

D p+1 ) 1 s(n) s(n) N+1 1 s(n)

b PToN, 1 A L7 ) - —dq A L
(10p 10771 ) Tygert- Onavalors z::l n(n+ 1) pz:;] n;) n(n + 1) 10N+1+; 107 Onc;n(n—&— 1)
§.

2n 1 n
Exercice 38 |/sujet/ Tout d’abord la série CV par CSSA. Puis on a z:(—l)”'H In (1 + 7> = Z(ln(2k) —In(2k+1))+
n
k=1 k=1

n—1 n—1

> (In(2k +2) —In(2k + 1)) =23 In(2k) =2 In(2k + 1) = In(2n + 1) = 4nIn 2 + 4u,, — 2uz, — In(2n + 1) puis avec
k=0 k=1 k=0

+o00
U, = In(n!) =nln(n) —n + %ln(n) + %111(27‘() + o(1), on trouve Z:(—l)"+1 In (1 + %) = In(27) — 21n(2)

n=1



Exercice 39 |[sujet] 1. Sur {0, g}, ona0<sinz <z donc 0 < upy1 < up; lasuite (uy,) est donc CV vers [ tel que

I =sin(l) (car sin est C°) donc [ = 0 (étudier = + z — sin x)

1 .
2. Zun+1 — uy, CV (télescopique) et comme u,, tend vers 0, on a Upq1 — Uy ~ *gui (négatif) donc Z ud CV.

3. In 2ntl _ In(tn41) — In(uy,) est une série télescopique DV puisque (In(uy,)) DV vers —oo. Comme (u,,) tend vers
Up
2
Up41 us, Up41 1 . .
0, Zn =1- F” + o(u2) donc In Zn ~ —éui négatif donc E u? DV aussi.
1
Exercice 40 [/sujet] 1. up,y; = 2sin? uz—n donc avec 0 < sinz < x sur [O, g}, on a0 < Uptr < SU u? < 12u, puisque
€ [0,1] pour n > 1. La suite (u,) CV donc vers [ tel que I = 1 — cos(l) (car cos est CY) et I = 0 (étude de
fonction).
1
2. Ona 0 < U, < -u? donc par encadrement L 0 et E un, CV (d’Alembert).
2 Up, n—-+oo

1
Exercice 41 |[sujet] 1. On vérifie successivement que u,, > 0 donc 0 < u,, < — pour n > 1 donc (u,) tend vers 0.
n
On en déduit nu,, — 1

1 1 1 1 1 1
2. On en déduit u,, ~ — positif et Zun DV. Enfin avec u,, = — 4+ o0 (7), on trouve up41 = — (1 ——+4o0 <7))
n n n

(_i)n (%) et Z(—l)"un CV. ' '

3

donc (—=1)"u, =

1
Exercice 42 Sur [0,1], stable, f : z — 14/ x—2|— est croissante donc (z,) est monotone, bornée donc CV vers £
tel que ¢ = f(¢) donc £ = 1.

[ u Up /2 . Upgr 1
On au =1—4/1 -2 =—"""  donclim—2===<1et U, CV
nH 2 14 /1+u,/2 u 4 2w

n

1 1
Exercice 43 |/sujet/ 1. 2441 — 2, = — > 0 donc (x,) croit et ne peut pas CV vers [ car | = | + 7 n’a pas de
T

1 1
solution positive; (u,) tend donc vers +o00. Comme — = x,,11 — T, la série Z — DV.
T T

1 n
2. Onaxiﬂ—x =2+ — donc en sommant, mn+1—2(n+1 Z—Q
n k=0 k
2 . 1 1 1
3. On a donc (pour n > 1) z;, > 2n puis 0 < — < — < an ~ iln(n). On a donc x,11 =
x2 — X3
k=1

2(n + 1) + 22 + O(In(n)) et z,, ~ 2n.

. T . _\/Un+vy21_vn_ Un, A~
Exercice 44 |/sujet/| Si Z Up CV, Vg1 —vp = 5 = 2(\/m o) donc (vy,) croit et 0 < vyp1 — v, <

2v0 donc Z Unt1 — Up) CV, ie (v,) CV.

Si (v,) CV vers [, elle reste croissante et w, = 4vp41 (V41— V) < A (Vnp1 —Vn); Z(Un+1 —v,,) CV donc par majoration
de SATP, > "u, CV.

) 2
. - Uy + an —u . , ,
Exercice 45 |/sujet] 1. Upy1 — Up = %" puis Vu2 + a2 < a, + u, car azu, = 0 (élever au carré)

2. On a aussi U441 — U, = 0 donc le th de comp pour les séries a termes positifs donne Z(u”“ —u,) CV

2
3. (u,) CV (vers 1) et on a a2 = (2upy1 — un)® —u2 = 4upy1(Uny1 — uy) ce qui donne a,, ~ — (positif) donc Zan
n
DV

n n n n —+oo
Exercice 46 [[sujet/| On a Z k(ug —ugy1) = Z Uk — NUpt1 < Z uy, donc si Z u, CV, on a Z k(ug —ug41) < Z U
k=1 k=1 k=1 k=1

k=1 — =
donc les sommes partielles de la SATP Zn(un — Up+1) sont majorées donc elle CV.
+oo +oo
Si on suppose que Z n(tp — Upy1) CV alors 0 < nu, =n Z(u;.c —ugr1) < Z E(ug — ug4+1) — 0 donc (nu,) tend vers
k=n k=n

0, ce qui donne la CV de Z un et aussi ’égalité des sommes en méme temps.



+o0 k41
-1
Exercice 47 |[sujet/| On pose R, = E %

k=n-+1

I G P N G D (i)
n+1doncunf . (S—R,) = - + 0 3 doncZun CV.

et S la somme de cette série alternée CV; par CSSA, on a |R,| <

Exercice 48 |[sujet/| Soit n € N, il existe N tel que o([[0,n]) C [0, N]; comme u; > 0, on a Zag(k) Zak donc si

n +oo
on suppose que Z an, CV, on a Z Uo(k) < Z an ; par majoration des sommes partielles d’'une SATP, Z ag(n) CV et

k=0 n=0
—+oo

g Ao (n) < g arn. En utilisant 0%, on trouve I'implication inverse et I'inégalité inverse.
n=0 n=0

Exercice 49 1. In(P, Zln 1+ u) et comme (uy,) tend vers 0, In(1 + w,) ~ u, donc Zln 1+ u,) est

ACV; toute série ACV étant CV, (ln P,) est une suite CV donc (P,) CV.

n n
2. |Pyy1— Py| < |unt1] H(l + |ug]). En appliquant la premiére question a la suite (Juy,|), on trouve que H(l + |ugl)
k=1 k=1
est le terme général d’une suite CV donc bornée (par M). On en déduit | P11 — P, | < M|up41| donc Z 1 — Pr)

est ACV donc CV et (P,) CV.

1 1
Exercice 50 ]n un — Zln (1 + ( ) > _ ln(l + 3;‘2) dr > 0 car z — ln(l + x2) est CO

n——+oo 0
sur [0, 1] (somme de Rlemann) on en dedult lim w,, = +00.

n a+1 1

n
2. Par comparaison série/intégrale, Z k® ~ —— donc a, ~ ———~——.
— a+1 (a+1)n

3. On a 0 < In(uy,) = a, donc si @ € [0, 1], (Inwu,) tend vers 0 donc (u,) tend vers 1.

k k
Reste le cas a = 1 : on vérifie que |In(1 + z) — x| < 22 si € [0,7] donc pour — < 7, on a ln(1+—2> - —| <
n n n
k> . S . 1 . . . 1
— < 3 buis en sommant (par inégalité triangulaire) |lnu, — a,| < n-—g ce qui donne limInw, = lima, = 3
n
donc lim u,, = v/e.
n—1
rec 1
Exercice 51 |[sujet/|| On a une SATP donc il suffit de majorer les sommes partielles : S,, < San < H <1 + 27) S =
k=0
— 1 1 1
P,S1; comme In P, = Z In <1 + 27) et In (1 + 27) ~ 5% (In P,,) CV donc est bornée puis Zun CV.
k=0
Exercice 52 m 1. lnu, = Zln (1 — —) et In (1 — L) ~ 1 négatif donc Inu,, est la somme partielle
Vk VEk
d’une série a termes negatlfs DV donc limInwu,, = —c0 puis lim u,, = 0.

2. On a In(n?u,) = 2In(n) + Z In (1 - —) 2In(n Z \f et comme (comparaison série/intégrale) Z \[

1
2v/n, on a limIn(n?u,) = —oo, ie u, = o (n > donc Zun est ACV.

1 1
Exercice 53 [[sujet] 1. Onab, > 2 pour n > ng donc 0 < —— < —.
nbr T o
In(1 2 1 1 1
2. Sia, =1Innet b, =1In(lnn) alors % = exp[lnn (1 _{ n(h?;)) } p— ~+o0 donc o= 0( bn) et E ;- DV.

an an an

1
Exercice 54 |[sujet/ Par un DL, on trouve In(v,+1) — In(v,) = O (—2> donc Z(ln(vnH) —In(vy,)) est ACV et la suite
n

1
(Inv,) CV vers I € R et limwv,, = el > 0 donc u,, ~ e—a positif donc Z u, CV si et seulement si o > 1.
n

Exercice 55 |/sujet/ 1. Partir de v, = V,, — V,,_1 ou par récurrence.



2. Si |V,| < M alors |(ug — ug+1)Vi| < M (ug — ugy1) puisque (u,,) décroit ; comme (u,) CV, la série Z(un — Upt1)
CV et par majoration Z(un — Upt1)Vs est ACV. De plus limu,V,, = 0 puisque (u,) tend vers 0 et (V;,) est

+oo +oo
bornée ; on a donc la CV de Zunvn et Z Uy Uy = Z(un — Upt1) Vi
n=1 n=1
1 o cos 2419 sin 22
3. Si a <0,o0naDVG; par contre si a > 0, (7”71) tend vers 0 en décroissant et V,, = Z cos(nd) = 2in 5 2
k=1 2
si 0 ¢ 2nZ donc |V,| < ol ie (V) est bornée et Z w CV. Enfin, si 6 € 27Z alors w = nia donc
2

la série CV si et seulement si o > 1.
Exercice 56 |[sujet/| Pour € > 0, on a |u, — v,| < v, pour n = ng.

n
1. Pour n > ng, on a |U, —V,,| < |Up, — Vool +¢ Z Vg < |Ung — Vino | +€Vi ; comme lim V,, = +o0o (somme partielle
k=no+1
|U7l0 —

Vi

= 0 ce qui donne U,, ~ V,.

V,
d’une SATP DV), il existe ny > ng tel que pour n > nq, ol < £ (le numérateur est une constante). Pour

‘Un_vn‘ . |Un_Vn‘
—— < 2d lim ———
i e donc lim ==
2. Pour n > ng, on a |R,, — R,| < eR,, donc R, ~ R),.

n >=ni,ona
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