Révisions et compléments
d’algebre linéaire

La notation K désigne soit le corps des nombres réels, soit le corps des nombres complexes.

I Produit et somme de sous-espaces vectoriels

1. Produit de sous-espaces vectoriels

P
Définition [I.1] : Soient Ei,..., E, des espaces vectoriels sur le méme corps K et E = HEl On définit une loi
i=1
de composition interne sur E notée + par
(T1, @2, 2p) + (Y1592, -, Yp) = (T1 + Y1, T2 + Y2, -, Tp + Yp)
et une loi de composition externe par
Az, 22, .. xp) = (Ax1, Axa, ..., Axp)
L’ensemble F/, muni de ces deux lois, est un K-espace vectoriel appelé¢ espace produit de Ey, E, ..., Ep,.
Remarque(s) :
@ Le vecteur nul de E est alors O = (0g,,0E,,...,0%5,).
@ On retrouve ainsi la structure d’espace vectoriel de KP.
P
Propriété [1.2] : Si E4,..., E, sont des K-espaces vectoriels de dimensions finies alors l’espace produit H FE; est
i=1
de dimension finie et
P P
dim <H Ei> = dim(E;)
i=1 i=1
Remarque(s) :
@ On retrouve ainsi dim (K?) = p.
P
Si (e4,k)1<k<n; est une base de E; alors une base de E = H E; est (u;)1<j<n avecn =ny+---+n,
i=1
et u; = (0, ..., 0, €ij—(ni+4ni_1) 0,..., 0) sing+---+ni_1 <jg<m+-+n_1+n; (1 <1< p).
—— ——
i—1 T p—1
coord geme coord
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2. Sous-espaces supplémentaires

Définition : Si F et G sont deux sous-espaces vectoriels de E, on dit que F' et G sont supplémentaires (dans FE) si
FNG={0}et E=F+G

Onlenote E=F &G

Propriété [1.3] :

1. Si F' et G sont deux sous-espaces vectoriels de E alors E = F' @ G si et seulement si
Vee E,Ny,z) e FxGx=y+=z2

2. Si E est un espace vectoriel de dimension finie et F' et G deux sous-espaces vectoriels de E alors les trois
propriétés suivantes sont équivalentes :

i. E=F&oG
ii. FNG={0} et dim F = dim F + dim G.
iii. F+G=FEetdimFE =dimF + dimG.

Exemple(s) :

@ Sip € L(F) vérifie p o p = p alors E = ker(p) ® Im(p).

M, (K) =8,(K) @ A, (K) (matrices symétriques et antisymétriques)

(1.7) Si P € K[X] et deg(P) = n + 1 alors K[X] = K, [X] ® PK[X]

Soient E un espace vectoriel de dimension finie n et f € L(E). Montrer qu'il existe p < n tel que
E = ker(f?) ® Im(f?) et étudier les endomorphismes induits par f sur ces deux sous-espaces.

Matrices par blocs :
siE=FE;®Eyet F=F ®F, B=(B,B2) une base adaptée a la décomposition de E et B’ = (B}, B})
une base adaptée a la décomposition de F'.

Sife€L(E,F), onaMatgp(f)= (1:11 ju) avec Ayj € My, . (K) si p; = dim(E}) et n; = dim(F3).
21 A2
Si on note 71 (resp. m2) le projecteur sur F; parallelement & Fy (resp. sur Fy parallelement a Fy), alors
. y . . . Ej — Fi
A;; est la matrice de I'application f;; : r o mf()

A A
Ay Ago
A1 B+ AeByy AnnBro + A12322)
A1 Bi1 + A2aBay A2 Big + Az Bao

) avec Aij € Mpp,(K) et B = (BH B12> avec

Produit de matrices par blocs : si A = (
P By Ba

Bji, € My, 4, (K) alors on a AB = (

Opérations élémentaires sur les matrices :
On définit les matrices élémentaires deM,,(K) de la fagon suivante :
— Pouri#jet AeK, T;,;(\) =1I,+ AE; ; d’inverse T; j(—\) (matrice de transvection)
— Pour A € K*, D;(\) =1, + (A — 1)E; ; d’inverse D;(1/\) (matrice de dilatation)
— Pouri#j, Pj=1,— (E;; + E; ;) + (E;j + Ej;) d’inverse P; ; (matrice de transposition)
La multiplication d’une matrice A & gauche (resp. a droite) par une de ces matrices a un effet sur les
lignes (resp. les colonnes) de A :

matrice M = Ti 5 (N) Di(\) P
effet du produit par M a _ _ _ ) ] ) )
gauche sur les lignes de A Li = Li+ AL Lie ALy Lie L
effet du produit par M a droite C;  Cy+ A C; « \C; Ci < O

sur les colonnes de A
Exemple(s) :

On peut faire de méme des « opérations par blocs » :
si A est inversible, montrer que rg (g g) =rg(A) +rg(D — CA™'B)
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3. Somme directe de p sous-espaces vectoriels

P
Définition : Soient Fy,...,E, p sous-espaces vectoriels de E. On note Fy + --- + E, = ZEk la somme des
k=1
sous-espaces 1, ..., F, définie par

P
ZEk:{xGE,H(xl,...,xp)eEl X xEpx=x1+ 4z}
k=1

Remarque(s) :

P P
ZEk = Vect (U Ek> est le plus petit sous-espace vectoriel de E' (pour 'inclusion) contenant
k=1

k=1
tous les Ej.
Définition : Si E, ..., E, sont p sous-espaces vectoriels de E tels que
V(z1,...,2p) EE1 X X Epz1+--Fx,=0=>x1=---=2,=0

P
on dit que la somme de Ej, est directe; on la note alors F1 @& --- @& E, = @ Ep
k=1

Attention : La somme des Ej, est directe n'est pas équivalente a E; N E; = {0} pour i # j. c/ex : trois
droites 2 a 2 distinctes de R®.

Exemple(s) :
Soient By = {x + P(x)e", P € K[X]}, pour k = 0,1, 2. Montrer que Ey, F; et Ey sont en somme
directe.
Propriété [I1.4] : Soient E,..., E, p sous-espaces vectoriels de E. Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

i. la somme des F}), est directe.

p p
ii. V$€ZEk,3!($1,...7l'p) € HEk;x:x1+"'+l'p
k=1 k=1

Exemple(s) :
Soit f € L(E) tel que f* = f. Montrer que E = ker(f) @ ker(f — idg) @ ker(f + idg).

Propriété [I.5] : (bases, dimensions et sommes directes)
P

1. Si By,..., E, sont p sous-espaces vectoriels de I/ de dimensions finies et en somme directe alors F' = @ Ey
k=1
est de dimension finie et

p
dim F = > " dim(E},)
k=1

de plus, si By, ..., B, sont des bases respectives de Ey,..., E, alors (By,...,B8,) est une base de F' appelée
base adaptée a la décomposition

2. Si E est de dimension finie et B = (ey,...,e,) une base de E, si By, ..., B, sont des parties de B (non vides)

P P
telles que B = U B; et i#j= B;NB;j =0 et sion note E; = Vect(B;) alors E = @El
i=1

i=1

3. Soient Ey,. .., E, des sous-espaces vectoriels de dimensions finies de E. Alors
P P
i=1 i=1
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4. Soient Ei,..., E, des sous-espaces vectoriels de E, espace de dimension finie. Alors on a équivalence de :
P
i. E=@E:.
i=1

P
ii. Les (E;)igigp sont en somme directe et dim(F) = Zdim(Ei).
i=1

p p
iii. £= ZEi et dim(E) = Zdim(Ei).
=1 =1

Exemple(s) :
Soient E = {P € R3[X], P(0) = P(1) = P(2) = 0}, F = {P € R3[X], P(1) = P(2) = P(3) = 0}

et G = {P € R3[X],P(X) = P(—X)}. Montrer que R3[X| = FE @ F & G et déterminer une base
R3[X] adaptée & cette décompositon.

Soit E un espace vectoriel de dimension n, (fi,..., fp) € L(E)P tels que fi +--- + f, = idg et
P
> re(fi) <.
k=1
a) Montrer que E =Im(f1) & --- & Im(fp).
b) Montrer que f1,..., f, sont des projecteurs et i # j = f; o f; = 0.
II Applications linéaires

1. Applications linéaires et sommes directes

Propriété [II.1] : Soient E et F deux espaces vectoriels, En,..., E, des sous-espaces vectoriels de E tels que
P
E = @Ek et pour tout ¢ € [1,p]], u; € L(E;, F). Alors il existe une unique application linéaire u € L(E, F) telle
k=
que !

Vi E[[lapﬂ yUlg, = Ui

Remarque(s) :
(IL1) SiB; est une base de E;, B = (By,...,B,) et B' une base de F alors Matg g (u) = (A1 ... Ap)
ou A; = Matg, 5 (u;)
X1
Siz e Eet X =Matp(zr) = : alors Matp (u(z)) = AX = (A1 X1+ + 4, X,).
Xp

Exemple(s) :

n

(IL.2) Soient E,...,E, des sous-espaces vectoriels de E tels que F = @Ek. Pour i € [1,n], on note
k=1
=1id|, et Pilg, = 0 sii # k. Alors p; est le projecteur sur

p; ’endomorphisme de E tel que p;
FE; parallelement a @ E;.
J#i
De plus on a Zpk =idg et V(i,5) €[[1,n] % i # j =p;op;=0
k=1

|E'i
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2. Sous-espaces stables par un endomorphisme

Définition : Soient F' un sous-espace vectoriel de E et f € L(FE). On dit que F est stable par f si f(F) C F, ie

Vx € F, f(z) € F.

Dans ce cas, la restiction de f & F induit un endomorphisme de F défini par f: { I; : Jlj(x)

Exemple(s) :

(I1.3) Si F est un espace vectoriel de dimension finie et f un endomorphisme de F tel que toute droite
de F est stable par f alors f est une homothétie.

Propriété [IL.2] : Siu et v sont deux endomorphismes de E qui commutent (v o v = v o u) alors

ker(u) et Im(u) sont stables par v.

Exemple(s) :

(IL4) Soient u € L(E) et p un projecteur de E. Montrer que u o p = pou si et seulement si ker(p) et
Im(p) sont stables par w.

Propriété [I1.3] : Soient F un espace vectoriel de dimension finie, F' un sous-espace vectoriel de E et f € L(E).
Soit B = (e1,...,e,) une base de E telle que Br = (e1,...,ep) soit une base de F. On a équivalence de :

i. I est stable par f
" A B . .
ii. Matg(f) = 0 C est triangulaire par blocs.

A € M,(K) est alors la matrice dans la base B de 'endomorphisme de F' induit par f.

P
Conséquence [I1.4] : Si F = @Ek et f € L(F) alors tous les E; sont stables par f si et seulement si Matg(f)
k=1
est diagonale par blocs dans toute base BB adaptée a la décomposition

Exemple(s) :
I.5) SiB=(e1,...,e,) est une base de E et u € L(F) alors Matg(u) est diagonale si et seulement si
pour tout ¢ € [1,n]), Vect{e;} est stable par u.

Avec les mémes notations, Matg(u) est triangulaire supérieure si et seulement si pour tout i €
[1,n], Vect{ey,...,e;} est stable par wu.

(I1.7) Si A est triangulaire supérieure et inversible alors A™! est aussi triangulaire supérieure.

3. Polynémes d’endomorphisme et de matrice carrée

Définition :
1. Soient F un espace vectoriel et uw € L(E). Pour k € N, on pose uk = { idg sik=0
. P ' on P T luowF!t sik>1
d
SiP= Z arX* € K[X], on définit I'endomorphisme P(u) par
k=0
d
P(u) =Y apuf = agu® + aa_1u®™' + - + ayu + agidg
k=0
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1 sik=0
. kE_ ) dn
2. Soit A € M,,(K). Pour k € N, on pose A" = { Ax A1 sik>1
d
SiP= Zaka € K[X], on définit la matrice P(A) par
k=0
P(A) = Zak‘Ak = agA* + ag_1 AT+t e A+ agl,
k=0
Attention :

— P(u) n’a de sens que si u est un endomorphisme, P(A) seulement si A est une matrice carrée
— Ne pas oublier de rajouter idg (ou I,) : u+1 n'a aucun sens si u € L(F)

Propriété [I1.5] :

(Reégles de calcul sur les polynoémes d’endomorphisme et polyndmes de matrice)
1. Soient F un espace vectoriel et u € L(E).

V(P,Q) € K[X]*,V(a, B) € K?
V(P,Q) € KIX]?, (PQ)(u) =
P(u) =idg si P=1

, (P + BQ)(u) = aP(u) + SQ(u)
P(u) o Q(u)

2. Soit A € M, (K).
P, K[X]*,V(a, B) € K?, (aP + BQ)(A) =

V(P,Q) €
V(P Q) € K[X]?, (PQ)(A) = P(A) x Q(A)
PA)=1,siP=1

P(A) + BQ(A)

Attention : On P(u)(x) # P(u(x)) : la notation P(u(x)) (ou P(AX)) n’a aucun sens!

Conséquence [I1.6] :

1. Pour u € L(E), K[u] = {v € L(F),3P € K[X],v = P(u)} (’ensemble des polynémes en u) est un sous-espace
vectoriel, stable par composition, de L(F) sur lequel la composition est commutative
En particulier VP € K[X], P(u) o u = u o P(u)

2. Pour tout polynéme P de K[X], ker(P(u)) et Im(P(u)) sont des sous-espaces vectoriels de E stables par u

Remarque(s) :
(I1.8) Soient E est un espace vectoriel de dimension finie, B une base de E, u € L(E) et P € K[X]. S
A = Matp(u) alors P(A) = Matp(P(u)).

Inversement, si A € M,,(K) et si u est endomorphisme canoniquement associé a A, alors P(u)
est ’endomorphisme canoniquement associé a P(A)

Propriété [I1.7] : Soient A et B dans M,,(K) telles qu’il existe Q € GL,(K) vérifiant B = Q' AQ. Alors pour
tout polynéme P € K[X], on a

P(B) = Q™ 'P(A)Q.
On en déduit en particulier que P(A) et P(B) sont elles aussi semblables
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Définition :

1. Soient E un espace vectoriel, u € L(E) et P € K[X]. On dit que P est un polyndme annulateur de u si

2. Soient A € M,,(K) et P € K[X]. On dit que P est un polynéme annulateur de A si

P(A) = 0, (x)-

Remarque(s) :

@ Si P et Q sont deux polynémes annulateurs de A (ou de u) et (o, 3) € R? alors aP + BQ est aussi
un polynéme annulateur de A (ou de u).
Si R est un polynome quelconque alors PR est annulateur de A (ou de u).
S’il existe un polynéme annulateur non nul de wu, il n’est jamais unique!

11 existe un polyndéme annulateur de A de degré p si et seulement si la famille (I,, 4, ..., AP) est
liée.
Chercher un polynéme annulateur de A est donc équivalent a chercher une relation de liaison sur
les puissances de A.

Propriété [IL.8] :
1. Soient E un espace vectoriel de dimension finie et u € L(E). Il existe un polyndme annulateur non nul de w.

2. Soit A € M, (K). Il existe un polyndéme annulateur non nul de A.

Soient A € M, (K), P € K[X] un polynéme annulateur non nul de A et p = deg(P). Alors
K[A] = Vect {I", A, ... ,Apfl}

(I1.12) Utilisation d’un polynoéme annulateur pour calculer l'inverse d’une matrice (ou d'un endomorphisme) :
siP=ag+a1 X+ +a,X? est un polyndéme annulateur de A tel que ag = P(0) # 0 alors A est
inversible et A™! est un polynome en A.

Application a A € M,,(K) avec a; ; = {

a sit=j
[ sinon
I1.13) Utilisation d’un polynéme annulateur pour calculer les puissances d’une matrice (ou d’un endo-

morphisme) : soit A € M, (K) telle que P = X(X — 1)(X — 2) soit annulateur de A; calculer A?
(pour p € N). Méme question avec A annulée par P = (X —1)*(X — 2).

1 n
11.14) Soit A = ( 0 a> avec « € R. Calculer lim (Ig + 7A> .
—Q 0 n—-+oo n

Remarque(s) :

I1.15) Si A est inversible, il existe des polynémes annulateurs de A qui s’annulent en 0; ex : X2 — X
est annulateur de I,.

II.16) On peut utiliser un polyndme annulateur de A pour calculer Q(A) avec Q un polyndme quelconque
(et pas seulement @ = X7).

III Formes linéaires et hyperplans

1. Hyperplans dans un espace vectoriel de dimension finie

Définition : Soit £ un K-espace vectoriel. Une forme linéaire sur F est une application linéaire de F vers K.

Remarque(s) :

III.1) Si E est un espace vectoriel de de dimension finie p, f une forme linéaire sur E et B une base de
E alors Matg(f) € M ,(K) (matrice ligne).
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Exemple(s) :

II1.2) Soit e un vecteur non nul de F, espace vectoriel de dimension finie. Montrer qu’il existe une forme
linéaire ¢ sur E telle que p(e) = 1.

Définition [III.1] : Soient E un espace vectoriel de dimension finie n et H un sous-espace vectoriel de E. On dit
que H est un hyperplan de E s’il vérifie une des trois propriétés équivalentes (donc les trois) suivantes :

i. Il existe une droite D de E telle que E = H @& D.
ii. Il existe une forme linéaire non nulle ¢ sur E telle que H = ker(yp).
iii. dim(H)=n—-1

Exemple(s) :
Les hyperplans de R? sont les droites; les hyperplans de R? sont les plans.
@ {(z,9,2,t) € R* . +y — 22 = 0} est un hyperplan de R?.
{P € K[X], P(0) + P"(1) = 0} est un hyperplan de K[X].

Propriété [I11.2] : Soient B = (eq,...,e,) une base de F et H un hyperplan de E. Il existe ay, ..., a, des scalaires
non tous nuls tels que

T =ux161+ -+ x,e, € H siet seulement si a1 + -+ apx, =0

L’équation a1x1 + - -+ + a2z, = 0 est une équation cartésienne de H dans la base B. Une telle équation est
unique a une constante multiplicative prés.

Remarque(s) :
(II1.6)  On retrouve les équations cartésiennes des droites dans R? et des plans dans R3.

(JIL.7) On a en fait prouvé que si ¢ et ¥ sont deux formes linéaires non nulles sur E alors ker(p) = ker(1))
si et seulement si il existe A # 0 tel que ¥ = Ap.

2. Trace d’une matrice carrée et d’un endomorphisme

Définition : Pour A = (ai;),¢; ;<, € Mn(K), on définit sa trace, notée Tr(A), par Tr(A4) = Zam.
i=1

Propriété [II1.3] :
1. Tr est une forme linéaire sur M,,(K), ie ¥(a, 8) € K?,V¥(A, B) € M, (K)?, Tr(a A+ 3B) = a Tr(A) + 3 Tr(B)
2. ¥(A, B) € M,,(K)? Tr(AB) = Tr(BA)
3. VA € M, (K), Tr(A) = Tr(AT)

Attention : Tr(AB) # Tr(A) Tr(B) et Tr(ABC) = Tr(BCA) = Tr(CAB) # Tr(ACB) ; ¢/ex : A= CT =

(o 1)er=(5 2)

Conséquence [II1.4] : Si A et B sont deux matrices semblables de M,,(K) alors Tr(A) = Tr(B).

11
Attention : La réciproque est fausse; c/ex A = Iy et B = <0 1) ont la méme trace mais ne sont pas

semblables.
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Définition [III.5] : Soient F un espace vectoriel de dimension finie et f € £(E). On appelle trace de f la trace
de toute matrice de f dans une base de E : Tr(f) = Tr (Matg(f)) pour toute base B de E.

Attention : La trace n’est définie que pour un endomorphisme en dimension finie : la trace de l’application
linéaire P € R,[X] — (P(0),...,P(n)) € R pexiste pas.

Conséquence [II1.6] : Si f et g sont deux endomorphismes de E, espace vectoriel de dimension finie, alors on a :
1. Tr(af + Bg) = aTr(f) + B Tr(g) pour tout (a, B) € K2,
2. Tr(go f) = Te(f o g).

Exemple(s) :
Soient F un espace vectoriel de dimension finie et p un projecteur de E. Alors on a Tr(p) = rg(p).

L 1) est une matrice telle que Tr(A) = rg(A) mais A% # A.

La réciproque est fausse; c/ex: A = (0 1

IV Déterminants

1. Propriétés des déterminants

Définition :

1. Soient F un espace vectoriel de dimension n et B une base de E. Le déterminant dans la base B est
I'unique application detg : E™ — K telle que
e detp est linéaire par rapport a chacune de ses variables.

o detg(z,...,x,) =0 sl existe ¢ # j tels que z; = ;.
L] detB(B) =1
2. Déterminant d’une matrice carrée : det est 'unique application de M, (K) vers K telle que
o (Ch,...,Cp) —det(Cy,...,Cy) est linéaire par rapport a chacune des colonnes Cj;.
o det(Cy,...,C,) =0 ¢l existe i # j tels que C; = Cj.
o det(l,) =1.

Propriété [IV.1] :
1. VA € M, (K),VX € K, det(AA) = A" det(A).
2. Y(A, B) € M, (K)?,det(AB) = det(A) x det(B).
3. Soit A € M, (K). On a A € GL,,(K) si et seulement si det(A) # 0.
Si A est inversible alors det (A_l)

~ det(A)
4. VA € M, (K),det (A7) = det(A).

Attention : Pour (A,B) € M,(K)?, on a det(AB) = det(BA). Ce résultat n'est pas valable pour
Ae M, ,(K) et Be M, ,(K).

Conséquence [IV.2] : Soient E un espace vectoriel de dimension finie n, (u1,...,u,) € E™ et B est une base de
FE quelconque. Alors

(u1,...,up) est une base de E si et seulement si detp(us,...,u,) # 0,
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Définition [IV.3] : Soient E un espace vectoriel de dimension finie, B une base de E et f € L(E), le déterminant
de f, noté det(f) est défini par

det(f) = det(Mats(f))

Ce scalaire est indépendant de la base B de E.

Exemple(s) :

Si F et G sont deux espaces supplémentaires de F, espace vectoriel de dimension finie, et s la
symétrie par rapport & F' parallelement a G alors det(s) = (fl)dim(c).

Attention : Le déterminant n’est défini que pour un endomorphisme en dimension finie : lapplication
linéaire P € R,[X] — (P(0),..., P(n)) € R"" n'a pas de déterminant.

Propriété [IV.4] : Soit E un espace vectoriel de dimension finie n.
1. Vf € L(E), YA € K,det(Af) = A" det(f)
2. Y(f,9) € L(E)?,det(f o g) = det(f) x det(g).

3. Vf € L(E),det(f) £ 0 & f € GL(E) ot si f € GL(E), det(f 1) = —

~ det(f)

Attention : On a en particulier det(f o g) = det(go f) si f et g sont deux endomorphismes de E ; ce
n’est pas valable pour f € L(E,F) et g € L(F, E).

2. Calculs de déterminants

Rappels :

<

Un déterminant est nul si et seulement si ses lignes (ou colonnes) sont liées.
Si on échange deux lignes (ou deux colonnes) d’un déterminant, on le multiplie par —1.

On ne change pas la valeur d'un déterminant en ajoutant a une ligne (resp. une colonne) une
combinaison linéaire des autres lignes (resp. colonnes).

¢ Si on mulitplie une ligne (ou une colonne) d’un déterminant par A € K, on multiplie le
déterminant par .

Propriété [IV.5] : Soient A = (ai;),¢; i<, € Mn(K) et (h k) €[1,n] 2. Pour (p,q) €[1,n]?, on note A, ,, le
déterminant de la matrice extraite de A en supprimant la p®™° ligne et la ¢*™° colonne :

Ap g =det(aij) 1<ij<n
i#p et j#q

n
1. (Développement suivant la h°™° ligne) : det(A) = Z(fl)hﬂah,jAh’j
j=1

2. (Développement suivant la k°™° colonne) : det(A) = Z(_l)i—‘rkai}kAi)k;

=1

Conséquence [IV.6] : Si A = (aik),, j<, € Mn(K) est triangulaire alors det(A) = H Qg
i=1

Propriété [IV.7] : (Déterminant de Vandermonde)

Soit (z1,...,z,) € K". On a
j—1 _ R
det (:cl )1<m‘<n = <H (zj — x)
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Propriété [IV.8] : (Interpolation de Lagrange)
Soient n + 1 scalaires 2 & 2 distincts, ag, ..., a,. Alors

1. L’application ¢ : P(X) € K,[X] — (P(ag), ..., P(ay)) est un isomorphisme de K, [X] sur K"
2. Si (yo,...,yn) € K™ alors il existe un unique polynéme P € K, [X] tel que Vi € [0,n + 1], P(a;) = yi.

3. Si on définit Li(X) = H a]’ pour k € [0,n], la famille By, = (Lo,...,Ly) est une base de K,[X]
- G — Gy
7=0
Ak
appelée famille des polyndmes interpolateurs de Lagrange aux points ag,...,aG,.
1 sii=k
De plus Ly(a;) = 6, = { 0 sinon

4. Pour tout P € K, [X], on a

P(X) =Y Pla) Li(X)

n
k=0

ie les coordonnées de P dans la base By, sont (P(ag),...,P(ay))

5. On a en particulier 1 = Z Li(X)
k=0

6. L’unique polynéme de K, [X] tel que Vi € [0,n], P(a;) = y; est P(X) = Zyle(X)
i=0

Remarque(s) :

Lien entre l'interpolation de Lagrange et les déterminants de Vandermonde : si ag,. .., a, sont
n + 1 scalaires deux & deux distincts, le déterminant du systéme Vi € [0,n] P(o;) = y; ou les
inconnues sont les n + 1 coeflicients du polynome P € K, [X] est un déterminant de Vandermonde

Exemple(s) :

Soient aq, . .., a, des réels et P, = (X + ax)". Montrer que (Py,...,P,) est une base de R,,[X] si
et seulement si les a; sont deux & deux distincts.

Propriété [IV.9] : (Matrices triangulaires par blocs)
Soient A € M,(K) (carrée), C € M,,_,(K) (carrée) et B € M,, ,_i(K). Alors on a

det (‘3 g) — det(A) x det(C)

Remarque(s) :

IV.4) On aussi det <§ g) = det(A) x det(C) si A et C sont carrées.
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