Correction TD7 : Algebre linéaire

Exercice 5 (Mines-Ponts PST 2022)

11 1
Soit M € M3(R),M=[0 1 1
00 1

1. Calculer M™ pour n > 1.
indiction : écrire M = Is + N et vérifier N nilpotente

2. Déterminer une base de F' = Vect{M",n > 1}.
3. Montrer que le commutant de M est exactement F'.

1. On pourrait calculer M™ & partir d’un polynéme annulateur de M, en commencant par vérifier que (M — I3)% = 0
(donc 1 est racine triple de (X — 1)) mais on peut suivre I'idée de I'indication : si on pose N = M — I3, on a
N3 =0 donc N est nilpotente. On utilise alors la formule du bindéme puisque N et I commutent ; pour n > 3
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puisque N* = 0 pour k > 3.

2. Une des difficultés vient du fait que n > 1 dans la description de F' donc, & priori, F' # R[M] car I3 ¢ F. En
fait ca ne change rien car (M — I3)® = 0 donc I3 = M® — 3M? + 3M donc on a bien I3 € F et F = R[M].
En effectuant la division euclidienne de X™ par (X —1)%, on a X" = (X — 1)3Q + aX? + bX + ¢ donc M" =
(M —I3)3Q(M) +aM? +bM + cI3 = aM? +bM + cl3 € Vect{I3, M, M?}. On a donc F' C Vect{I3, M, M?} et on a
déja justifié la réciproque donc F' = Vect{I3, M, M?}. Reste a vérifier que (I3, M, M?) est libre (facile), ce qui signifie

qu’il n’existe pas de polynéme annulateur de M de degré < 2, et on en déduit que ‘ (I3, M, M?) est une base de F ‘

On pouvait aussi trouver une autre base, grace a la premiére question puisqu’on a prouvé que F' C Vect{I3, N, N 2}.
Il reste & vérifier que I3, N, N? sont libres mais surtout appartiennent & F : I3 a été fait, N = M — I3 est bien
dans F et N2 = M? — I3 — 2N est aussi dans F.
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3. On cherche A = | d e f | telle que MA = AM < a=e=1 , apres résolution du systéme. On en
g h i b=f
a b c
déduit A=10 a b | =alz3+bN N et N? sont dans F. On a donc

C(M) C F et la réciproque est évidente.

Exercice 6 (Mines-Télécom PSI 2019)
Soient u € L(E,F) et v € L(F,E). On suppose uovou=uet vouov =uv

1. Montrer que E = ker(u) @ Im(v)

2. Montrer que si E et F sont de dimension finies alors rg(u) = rg(v)

1. Comme on n’est pas en dimension finie pour cette question, on raisonne par analyse et synthese :
— Soit « € E, on suppose = a + b avec u(a) =0 et b = v(c); on a donc u(z) = u(a) + u(b) = 0+ u(v(c)) puis

U(U(m)) = pvouo v(c) — U(C) — b. On a donc { b=wv ou(x)

a=x—vou(x)
donc la somme est directe.
b=wvou(zx)
a=1z—vou(r)

La décomposition est unique si elle existe

— Pour z € E, on pose et on vérifie

e x=a+b
e u(a) =u(x) —uovou(r) =0 donc a € ker(u)
o b=uv(u(z)) € Im(v)

donc la décomposition existe et on conclut ‘E = ker(u) @ Im(v) ‘

2. On peut utiliser la premiére question : dim(E) = dim(ker(u)) +rg(v) et avec le théoréme du rang appliqué a u, on
a dim(ker(u)) = dim(E) — rg(u), ce qui donne le résultat.
On pouvait aussi le faire directement avec les propriétés du rang et de la composition : rg(u) = rg(uowvou) <

min{rg(u), rg(v),rg(u)} < rg(v) et rg(v) = rg(v o uov) < min{rg(v), rg(u),rg(v)} < rg(u) donc rg(u) = rg(v) par
double inégalité.



