TD9 : Suites et séries de fonctions

Exercice 1 (CCINP PSI 2019)
nx
On pose T) = -
pose fn() 1+nx 1+ nx?

1. Montrer que (f,,) converge uniformément sur R vers f & déterminer.

3
sixz <0.

six>0et fr(x)

2. Montrer que (f,) converge simplement sur R mais ne converge pas uniformément sur [—1, 1].

Exercice 2 (CCP PSI 2016)
efx
Soit fi,(x) = a"—- pour z > 0.
n!
1. Montrer la convergence simple puis uniforme de la suite (f,,) sur R*.

2. Etudier la série Z fn-

Exercice 3 (Mines-Ponts PST 2019)
1. Convergence simple puis uniforme sur [0, 1] de la suite f,,(z) =n%z(1 —z)"

2. Convergence simple puis uniforme de la série Z fn-
n>1
indication : commencer la CVN ; lorsqu’il n’y a pas CVN, montrer qu’il n’y a pas CVU en commencant par calculer
le reste dans le cas limite.

Exercice 4 (CCINP PSI 2022)

t n
Soit n € N* et g,, définie sur [0, 1] par g, (t) = €’ (1 - 7> .
n
) , et . t\"|  te
1. Montrer que pour tout réel ¢ € [0,1], |g,,(t)] < — puisque [l —e" (1 ——) | < —.
n n n

. xX t n
2. Etudier la convergence uniforme sur [0, 1] de la suite de fonctions I,,(z) = / el (1 - 7> dt.
0 n

indication : on peut prouver directement la CVU (sans faire la CVS avant) si on pense connaitre la limite & trouver.

Exercice 5 (CCINP PSI 2021)

Soit f(z) = Z %

n>1
Déterminer le domaine de définition D de f.
Montrer que f est continue sur R™*

Etudier la continuité de f en 0.

Bow b=

Déterminer la limite de f(z) — z en 4oo0.

Exercice 6 (Centrale PSI 2022)

+oo
On pose : Vn € N*, Vz € |-1,1], up(z) = (—1)”1 —n On pose : f(x) = Zun(a:).
n=1

1. Montrer que f est définie et continue sur |—1, 1.
2. On pose, pour n € N* et z € [0, 1], v, (2) = (1 — z)u,(x). Montrer que Z vn(x) converge uniformément sur [0, 1]

n>1
et en déduire un équivalent de f en 17.

Exercice 7 (CCINP PSI 2021)
In(z)

On pose, pour n > 2 et > 0, u,(z) = m

1. Déterminer le domaine de convergence de Zun(m)

2. Montrer que Z u, ne converge pas normalement sur ce domaine.
+o00o
3. On pose R, (z) = Z ug(z) ; montrer que |Ry(z)| <

k=n-+1
continue sur son domaine de convergence.

———— puis montrer que la somme de la série est
m(n 1) pui qu i Zun



