Suites et séries de fonctions

I Etude de suites de fonctions

Exercice 1 |/ W

Etudier la convergence simple, uniforme, uniforme sur tout segment des suites de fonctions :
x
1. f.(x) = arctan (7), n =1, sur R.
n

nsin (£) —1

™
2 )= L0 T e
fn(x) nosin (2) + 1 sur |0 5| ol a€
Exercice 2 (CCP MP 2012) |[/Solution
sin(nx)

On pose f,(z) = To n2a? Montrer que (f,) converge simplement sur R*. Etudier la convergence uniforme sur [a, +o0],
n2x

avec a > 0, puis sur RT*.
Exercice 3 (Mines-Ponts PSI 2012) |/Solution/
on2x? —nr—1 9 T . 1
— 5 sin“— size€ {—,1}
On pose fn(z) = nfz+1 r n Etudier les convergences simple et uniforme de (f,) sur [0, 1].
0 six € |:O, E |:

Exercice 4 (CCP PSI 20186) |[/Solution
1
Soit f,(x) = cos Kl + 7) m}
n
1. Etudier la convergence simple de la suite (fy,).

2. Y a-t-il convergence uniforme sur tout segment de R? Sur R?

Exercice 5 (CCINP PSI 2021) |/Solution|
nx? nx
On pose f, = s 0 et — siz <0.
np fn(z) 1+ na iz > falz) = 1+ na2 S1T

1. Montrer que (f,) converge uniformément sur R vers f a déterminer.

2. Montrer que (f},) converge simplement sur R mais ne converge pas uniformément sur [—1, 1].
Exercice 6 (CCINP PSI 2022) |/Solution/

t n

Soit n € N* et g, définie sur [0, 1] par g, (t) = €' (1 - 7) .

n
e’ t\"| _ te

1. Montrer que pour tout réel t € [0,1], |g,,(t)| < — puis que |1 —¢ <1 - —) < —.
n n n

2. Etudier la convergence uniforme sur [0, 1] de la suite de fonctions I,,( / < - f)

Exercice 7 (Mines-Ponts PSI 2014) |/Solution|
Pour ¢ € [0,1], on pose fo(t) =0 et fny1(t) = fn(t) + i(t — fau(t)?). Etudier les convergences simples et uniformes de (f,)
sur [0, 1].

Exercice 8 (Centrale PSI 2022) |/Solution W

Soit f € C?([0,1],R). On pose B, ( Zf( ) ( )xk(l — )" et Sp.(x Z <n> — )"k (k — na)",

k=0
pour z € [0, 1].
1. Citer la formule de Taylor avec reste intégral
2. Montrer que S, o(z) =1 et S, 1(x) =0
On admet S, 2(x) = nz(1 — z)
Max(1 —
3. Montrer qu’il existe M > 0 tel que |B,(f)(z) — f(x)| < Mz(l =) pour x € [0, 1].

En déduire que (B, (f))nen+ converge uniformément sur [0, 1]



II Modes de convergence des séries de fonctions

Exercice 9 [/Solution

Etudier la convergence simple puis la convergence normale des séries de terme général
1. u,(x) = 2%(1 — )" n® sur [0,1] on (a,b,c) € (R+*)3.
2. up(z) = nz®e™™" sur R** olt o € R.

Exercice 10 (Mines-Ponts PSI 2019) |/Solution/
1. Convergence simple puis uniforme sur [0, 1] de la suite f,,(z) =n%z(1 —z)"

2. Convergence simple puis uniforme de la série E fn-
n>1

Exercice 11 (CCINP PSI 2019) [/Solution
1. Trouver les x tels que la suite (fy,), fn(z) = ze™V "zl converge ; calculer I fnllco, que peut-on en déduire ?

2. Déterminer le domaine de convergence D de Z fn- La convergence est-elle absolue sur D ? Normale ? Que dire de
la convergence sur R\] — a, a[, avec a > 07

Exercice 12 (IMT PSI 2019) [/Solution

Pour n € N*, on pose g, (z) = sin(z) cos™ (z) et fn(x) = xg,(x) avec z € [0, g]

1. Etudier les variations de g,.

2. Etudier la suite (f,,) puis la série Z f-
n>=0

Exercice 13 (Mines-Ponts MP 2010) |/Solution/

. . . ™
1. Si @ > 0, on pose u,(x) = sin® z cos™ x ; montrer que g U, converge simplement sur {0, 5} et calculer sa somme.
n=0

2. A quelle condition sur « y a-t-il convergence normale ? uniforme ?
Exercice 14 (CCP PSI 2016) |/Solution|
6*(2
Soit fi,(x) = z" —- pour z > 0.
n!

1. Montrer la convergence simple puis uniforme de la suite (f,,) sur R*.
2. Etudier la série Z fn-

Exercice 15 (CCINP PSI 2019) [/Solution

11
7}7 |In(1+¢t) —t| < 2t

1. Montrer que, pour t € {—57 5

, —-1)"
2. Etudier la convergence simple et uniforme de E In (1 + M) sur R.
n x
n>1

Exercice 16 |/Solution|

on pose, pour n € N* et z € R™, f,(x) =

(="

rlnn '

1. Etudier la convergence simple de Z fn-
2. Etudier la convergence normale de Z fn-

3. Etudier la convergence uniforme de Z fn sur [a, +00[C]1, +00[. Qu’en déduire pour la somme f de cette série ?

4. Calculer lim
n—-+o0o

1
fn (1 + 5) ‘ Que dire de la convergence uniforme de Z S sur ]1,400[?

indication : que dire de || fnl|loo S Z fn converge uniformément ¢



IIT Continuité, limites, équivalents de sommes de séries

Exercice 17 (Mines-Télécom PSI 2018) |/Solution
1

1. Montrer que pour z € I =] — 1,400[, S(z) = Z (f -
st n n+x

> existe.

2. Montrer que S est continue sur I.

1
3. Montrer que S(z+1) — S(x) = 1 et en déduire un équivalent de S et —17.
x

4. La série converge-t-elle normalement sur I 7

Exercice 18 (CCINP PSI 2021) |/Solution
. x
Soit f(x) = Z W

n>=1

Déterminer le domaine de définition D de f.
Montrer que f est continue sur R™*

Etudier la continuité de f en 0.

R

Déterminer la limite de f(z) — z en +o0.

Exercice 19 (CCINP PSI 2021) |/Solution

In(z)

(0] >2etxz>0 = —".
n pose, pour n et x , U () T ()

1. Déterminer le domaine de convergence de Zun(x)

2. Montrer que g u, ne converge pas normalement sur ce domaine.

+oo
1
3. On pose R, (r) = k;rl ug(x) ; montrer que |R, ()| < OS] puis montrer que la somme de la série Z“" est

continue sur son domaine de convergence.

Exercice 20 (Mines-Ponts PSI 2017) |/Solution/

, e
1. Etudier les convergences simple et uniforme de E
n>=0 L+mn

—nx

sur RT*.

indication : utiliser Ry(1/n).
2. On note f la somme de la série précédente ; est-elle continue ? dérivable ?

3. Donner ses limites en 0 et +oo.

Exercice 21 (Centrale PSI 2014) |/Solution|
1. Existence et continuité sur RT* de f(x) = Z 22" pour « € [0, 2].
n>1

2. Trouver une CNS pour que la série converge normalement sur R*.

3. Si a =1, y a-t-il convergence uniforme ?

Exercice 22 |/Solution)
0 sitellk]

Pour tout k € N*, on définit uy, : [1, +o00[— R par u(t) = (1 k)t sk
- = si

1. Montrer que Zuk converge normalement sur [1, 400
n—1

n
2. En dédui li — | . (indication : =n-
n déduire N ; <n> (indication : commencer poser p=n — k)

Exercice 23 |/Solution|
“+o0

Soit f(x) = Z sh(#nm)

n=1
1. Quel est ’ensemble de définition de f?
2. Montrer que f(x) o 2e7".

1
3. Mémes questions pour Z ——

et (nz) '



Exercice 24 (CCINP PSI 2022) W

Pour z # 0, on pose f,(x) =

1
sh(nz et f(z Z fn(x) lorsque la série converge.

1. Déterminer le domaine de deﬁnltlon D de f .
2. Montrer que f est continue sur D
3. Etudier les variations de f

e—(n—l)a:

shz
Exercice 25 (CCP PSI 2013) |/Solution|

1
4. Montrer que, si > 0, f,(z) < et en déduire f(z) fodie
oo sha

too n
1. Ensemble de définition de S(z) = Z i , en fonction de a ?
r+n
n=0

2. On suppose |a| < 1 jusqu’a la fin de Pexercice, montrer que S est continue sur R™*.

3. Déterminer une relation entre S(z + 1) et S(z) et en déduire un équivalent de S en 0.

4. Montrer que zS(z) tend vers 1 quand z tend vers +oo.
—a

Exercice 26 (CCP PSI 2018) [[Solution]
On note f,(z) =e ™" et f(x) =Y fu(x)

nz1
1. Donner 'ensemble de définition D de f.
2. Pour a > 0, montrer la convergence normale sur [a, +o0o[ puis étudier la convergence normale sur D.
3. f est-elle continue sur D ? Déterminer sa limite en +o0.
n+1

4. Montrer que / -3
z—=0 T

n

eVt e VR g / e~V dt et en déduire que f(z) ~

n—1
Exercice 27 (Mines-Ponts PSI 2022) |/Solution|
On donne f(x Z e~n’e?

1. Domaine de deﬁmtlon et continuité de f.
2. Donner la limite de f(z) quand z — +o0.
3. Donner un équivalent de f(x) quand x — 0.

Exercice 28 (ENSAM PSI 2018) |/Solution)
+oo
(_1)7l

Soit f(x)zz e

n=0
1. Montrer que f est définie sur RT*.
2. Montrer que f est C' sur R et étudier ses variations.

3. Calculer f(z)+ f(x + 1) et en déduire des équivalents de f en 0" et +oo.
indication : pour l'équivalent en 400, encadrer f(x) avec la valeur de f(x)+ f(x + 1) et la monotonie de f.

Exercice 29 (ENSAM PSI 2018) |/Solution)

+oo n
T
Soit f(x) = lorsque la série converge.
f(=) g;l_xn q g
1. Montrer que f est définie, continue et C' sur ] — 1, 1[.

t

b
i f e Mountrer que /a o (t)dt =

En déduire la limite et un équivalent de f en 1~

In(1 — 2%) — In(1 — 2°)

Inx

2. Pour z € [0, 1], on pose ¢, (t) =

Exercice 30 (Centrale PSI 2022) |/Solution

On pose : Vn € N*, Vz € |-1,1], un(x):(fl)”li . On pose : f(z Zun

1. Montrer que f est définie et de classe C! sur |—1,1[.

2. On pose, pour n € N* et x € [0, 1], v,(z) = (1 — 2)u,(x). Montrer que Z vp(2) converge uniformément sur [0, 1]
n>1
et en déduire un équivalent de f en 1~



Exercice 31 (Centrale PSI 2019) |/Solution

1. Enoncer le théoréme d’intégration par parties sur un intervalle [a,b[, a < b

2. Trouver une primitive de ¢t — eVt

“+o0
3. a) Trouver le domaine de définition et la valeur de I(x) = / Vi dt
1

b) Trouver le domaine de définition et un équivalent en 1 de S(z) = Z v
n>1

Exercice 32 (Mines-Ponts PSI 2017) [/Solution|
"1 " In(t) =
On note H,, = kz_l i un(t) = T, et S(t) = nz::lun(t)

1. Déterminer le domaine de définition de S et montrer que la série converge normalement sur tout |0, a] C]0, 1[.
En est-il de méme sur ]0,1[?

2. Montrer que S est continue sur |0, 1]. Est-elle dérivable sur ce méme intervalle ?

—tIn(t
indication : montrer que |R,(t)| < (151}(1) puis montrer qu’elle n’est pas dérivable en 1 (avec le tauzr d’ac-
t;}ﬂ
) t tilisant —In(1 — t) = — st < 1.
croissement) en utilisant — In( ) ; 8 [t]

Exercice 33 (Mines-Ponts PSI 2018) |/Solution/
On pose f(z) = Z In(1 +e™"%).

n>1
1. Déterminer ’ensemble de définition D de f.
2. Montrer que f est continue et strictement décroissante sur D.

3. Montrer que f admet une limite finie en +o0o et la déterminer.
N (—1)+ g2
4. Déterminer un équivalent de f en 0™ ; on donne — = —
4 ! 2 12
n>1
indication : trouver l’équivalent en 0 en fonction d’une intégrale, poser y = e~ ™', qui se calculera en utilisant la
tn
somme donnée et In(1+1¢) = Z(—l)”“— site[0,1].
n
n>1

Exercice 34 (Centrale PSI 2019) |/Solution|

1
Pour z € [1,400[, on pose up(z) = z et upt+1(x) = up(x) +

un(z)

1. Montrer que (u,(z)) est bien définie. La suite (u,(x)) admet-elle une limite ?

1)
2. On pose fp(z) = u ; montrer que Z fn converge simplement sur [1, +oo].
x

un () n>0
“+oo
3. Montrer que f : z Z fn(x) est continue sur [1, +oo[ mais que Z fn ne converge pas normalement sur [1, +00[.
n=0

Exercice 35 (CCINP PSI 2022) [/Solution

Soient I = [—a, a] et ¢ continue sur I pour laquelle il existe ¢ > 0 tel que Vx € I, |¢(z)| < Clz|. On chercher les fonctions
x
f, définies sur I, continues en 0 et telles que { fla) - f (5) =¢l(z) powrzel
f(0)=0
x 7 . .
1. Montrer que S : z +— Z %) (2—n> est définie et continue sur I.

n=0
2. Montrer que S est solution du probleme posé
3. Montrer que la différence de 2 solutions du probleme est nulle ; que peut on en déduire sur I’ensemble des solutions ?

4. On suppose ¢ de classe C' sur I, montrer que f est aussi C* sur 1.

Exercice 36 (Centrale PC 2015) |/Solution/

Trouver les fonctions f, continues en 0 telles que Va € R, f(2x) — f(x) = In(1 + z?).

indication : justifier que f(x) — f(0) = Z(f(?‘”x) — 2™ lorsque f est continue en 0.
n>=0



IV Dérivabilité des séries de fonctions

Exercice 37 (CCINP PSI 2018) |/Solution

1 1
1. Déterminer le domaine de définition de f(x) = Z <7 - )
1 n n+x

2. Montrer que f est C' sur RT.
3. Calculer f(1) et trouver un équivalent de f(p), p € N*, lorsque p tend vers +oo.

Exercice 38 (IMT PSI 2019) |/Solution|
1. Donner le domaine de définition de f(z) = Z

n>=1

arctan(nz)

n2

2. Etudier la continuité puis le caractere C! de f.

Exercice 39 (CCINP PSI 2022) [/Solution
+0o0
cos(nx)

Vz € R, f(a:):zn3+$2

n=1

1. Montrer que f est définie sur R.
2. Montrer que f est C* sur R.

Exercice 40 (CCINP PSI 2022) |/Solution
x

Soient =" ¢t f, -

oient f(x) 5z ¢ fn(2) o

1. f est-elle prolongeable par continuité en 0. Montrer que f est bornée sur R

+o00
2. Montrer que Z fn CVS sur R*; on pose S(z) = Z fn(x).
n=1

n>1
3. Montrer que S est C* sur R**
4. Exprimer f,, a laide de f et en déduire un équivalent simple de S en 0
5. Montrer que f est C* sur R.

Exercice 41 (Mines-Télécom PSI 2021) |/Solution|

+oo
Soit f(x) = Z(—l)" [Vn+ 2 —+/n] pour z > 0.
n=0

1. Montrer que f est bien définie
2. Montrer que f est continue sur R" et C* sur R™ ; étudier ses variations.
3. Montrer que lim f = 4o0.

—+o00

indication : raisonner par l'absurde et commencer par vérifier que f(x) = Sant+1(x) avant de séparer les termes
pairs/impairs.

Exercice 42 (CCINP PSI 2022) |/Solution
In(1 2,.2
_In(+n m)) et S(z) = g Up ().

Soient Unp, (.T) = m
n>1

. Trouver le domaine de définition D de S.
. Montrer que S est continue sur D.

1
2
3. A l'aide d’une comparaison série-intégrale, montrer que Z ul, (z) converge uniformément sur D.
4

. Montrer que S est C! sur D.

Exercice 43 (Mines-Télécom PSI 2021) |/Solution

1
1. Déterminer le domaine de convergence de la série de fonctions Z U, avee Uy () = -
n“r +n
n>1
2. Montrer que sa somme S est C sur RT*.
3. M 0 S L < ! dédui équivalent de S
. Montrer que, pour > 0, on a |S(z) — Z 2| S Z 33 et en déduire un équivalent de S en +oo.

n>=1 n>1



Exercice 44 |/Solution|
+oo —

Onnotef:xn—>z ¢
n=0

nr
1+n?
Déterminer I’ensemble de définition de f.

f est-elle continue sur son ensemble de définition ?

Déterminer lim f.
400

Montrer que f est de classe C' sur R**.

EANE o A

Montrer que f n’est pas dérivable en 0.

Exercice 45 (Mines-Ponts PSI 2018) |/Solution/

1. Déterminer le domaine de définition de f(x) =
n>=2

xe*ﬂl’

Inn

2. Montrer que f est C* sur RT*

3. f est-elle dérivable en 07 Continue en 07

Exercice 46 (CCINP PSI 2021) [/Solution

nx
Pour > 0 et n > 1, on pose u,(x) = (—1)”6

et S(x) = Z un, ()

n>1
1. Montrer que Z un () converge pour x > 0.
n>1
2. S est-elle continue sur R* ?
3. Montrer que S est C! sur RT*.
4. Calculer S(z) pour z > 0.

Exercice 47 (CCP PSI 2012) |[Solution
t©  _nax

1. Montrer que le domaine de définition de f(z) = Z ¢

n=1

est RT.
n2

Montrer que f est continue sur RT et de classe C? sur R*.
Calculer f”(x) puis f'(z) pour z > 0.

Montrer que f est non dérivable en 0.

AN S O

Montrer que pour tout # € R, on a f(x) = f(0) + [ In(1—e7) ar
0

Exercice 48 (Mines-Ponts PSI 2013) |/Solution/
—+o0
1. Donner le domaine de de définition D de f: z — Z In(1+z")

n=1
2. Montrer que f est continue et dérivable sur D.
En déduire un équivalent de f en 0.

3. Montrer que, pour = € [0,1[, ¢ : t — In (1 + a?t) est intégrable sur R et en déduire un équivalent de f en 1.

Exercice 49 (Centrale PSI 2014) |/Solution
1. Déterminer I'ensemble de définition de f(z) = Z

n>

1
n+n2z’
2. Montrer que f est C* sur RT*.
3. Mountrer que f(x) ~o T Inx et déterminer un équivalent de f en +ooc.
r—r

Exercice 50 (Mines-Ponts PSI 2016) |/Solution/

X

Soit f(x) = ; n+ne?)

1. Déterminer le domaine de définition de f; étudier sa continuité et sa dérivabilité.

2. Donner un équivalent de f en +oo.

Exercice 51 (Mines-Ponts PSI 2018) |/Solution/
1 0_1 n+1
P > 1’ S = — et = -_
our x on pose ((z) E e n(x) E

n>1 n>1



. Montrer que ¢ et 7 sont définies sur |1, +o0].

2. Montrer que n(z) = (1 — 2'7%)¢(x) pour z > 1.

1
. Montrer que ¢(x) ShToT

1 n2 71
. Montrer que ((z) Rl +y4o0(xz—1)oty= HQ 771152)

indication : montrer que n est C' sur R™ puis utiliser Taylor-Young et vérifier que n(1) = In(2).

1
. Montrer que vy = Br_‘r_l (Z T ln(n)>.

n
Ink 1
indication : il s’agit de trouver une expression de n'(1) : poser u, = Z HT, montrer que (Un - §(ln n)2> CV et

k=1
n

relier n' (1) avec u, et Hy, = Z z en séparant les termes pairs et impairs.
k=1

Exercice 52 (ICNA PSI 2017) [/Solution|

—+oo
1
1. Déterminer ’ensemble de définition de ((z) = —.
n
n=1
2. Etudier la continuité et la dérivabilité de (.
+o0 too 1
3. Mont —1)dx = —_
ontrer que/ (¢(z) —1)dx Z 72 Tn(n)
2 n=2
Exercice 53 (Mines-Ponts PSI 2018) |/Solution/
T 1\
1. Déterminer le domaine de définition D de f(z) = Z 1(+ ) et montrer que f est continue sur D.
nx
n=0
2. Montrer que f est C' sur R™* et donner f’(z) sous forme d’une somme.
3.

Calculer | = HI_P f(z) puis déterminer un équivalent de f(z) — [ en +o0.
Tr—r—+00

Exercice 54 (AADN PSI 2009) |/Solution

1.

n

Domaine de définition et limite en 0 d =y (-1 ———.
omaine de définition et limite en 0 de f(z) Z( ) a2

n>1

indication : étudier f(x) — £(0).

. Montrer que f est C*.

indication : décomposer en éléments simples sur C.

Exercice 55 (Centrale PSI 2009) |/Solution|

1.

2.

2n—1

na
1—g2n’

“+o0
Déterminer I'ensemble de définition D de f(z) = Z
n=1

f est-elle de classe C* sur D ? Etudier ses variations.

Exercice 56 (ENSEA-ENSIIE PC 2014) |/Solution
( P ) [Solution]

On pose ug =1 et up11(x) = u, (t — ) dt

1.

2.

0

xn

Montrer que Vo 2 1,Vz € [0,1],0 S un(z) < —
n!

Montrer que Zun converge sur [0, 1] vers une fonction u dérivable telle que u'(x) = u(x — x?).

Exercice 57 (ENSAM PSI 2014) |/Solution)
Soit f continue de R dans R et a > 0.

1.

2.

Montrer que (f,) définie par fo = f et froi1(z) = / fn(t)dt est bien définie.

Montrer que f,, est de classe C" sur R, calculer ses dérivées successives et leur valeur en a. En déduire une expression
de f, a l'aide d’une intégrale de f.

“+ o0
. Montrer I'existence de g(x) = Z fn(z) et donner une expression de g en fonction de f. (indication : x est fixé)
n=1

. Montrer que g est solution d’une équation différentielle du premier ordre & coefficients constants et en donner les

solutions.



V Intégration par convergence uniforme

Exercice 58 |/Solution|

f . o L net 412
Etudier la convergence de la suite (uy,),>1 définie par u,, = ———
0

n-+t

Exercice 59 (Mines-Ponts PSI 2013) |/Solution|

1
On cherche r = % avec (a,b) € (N*)° tel que ¢” = g avec (p,q) € (N*)%. On pose P, = EX"(bX —a)".

1. Montrer que P{¥)(0) et P (r) sont des entiers pour (n, k) € (N*)°.

s
2. Montrer que g / P, (t)e" dt est un entier et que lirf P,(t)e' dt = 0. Conclure.
0 n— oo

Exercice 60 (ENSIIE PSI 2009) |/Solution|
1. Montrer que, pour tout n € N*| f,, définie par f1 =0 et Yn € N*, f,11(z) = / \/ fu(t)? +t2dt est C! sur R.
0

J,‘"+1

2. Montrer que Vo € R0 < foi1(z) — fu(z) < ;- En déduire que la suite (f,) admet une limite simple f

(n+1)!
puis que f est continue sur R.

3. Montrer que f est solution de I'équation différentielle y' = /y? + 2 avec y(0) = 0.

Exercice 61 (Mines-Télécom PSI 2019) |/Solution|

Soient (a,) telle que Z o, est absolument convergente, w,, # 0 et u, () = a;, cos(2rw,x)

“+oo
1. Montrer que f : x — Z un(x) est définie et continue sur [0, 1].

n=1

1
2. Calculer/ f@t)dte.
0

N
1 k
3. Justifier que N 221 f <N) converge quand N tend vers +oc0.

Exercice 62 (Mines-Ponts PSI 2018) [/Solution|

Pour z € R et y > 0, on pose f(z,y) = / =t dt.
0

1. Justifier Vexistence de f(z,y).

1 o
2. On pose fu(t) = E(mty Int)" sit€]0,1]
0 sit=0

Montrer que Z fn converge normalement sur [0, 1].

1
_1 n+1
3. En déduire/ thdt = Z L.

nn
0 n>1

Exercice 63 (CCINP PSI 2022) [/Solution

C
Soit ¢ : R — R continue. On suppose qu'il existe C' € R tel que : Vo € R, |p(z)| < +——. On pose Vz € R, f(z) =

. 1+
p(x) + > _lp(z+n) + @ —n)].
n=1

1. Montrer que f est définie et continue sur R.

2. Montrer que f est 1-périodique.
+oo
3. Soit g une fonction 1-périodique continue de R dans R. Montrer que g est intégrable sur R et que : / o(z)g(z)de =

— 00

/0 ' f(a)g(z) dr.



VI Intégration terme a terme
Exercice 64 (ENSAM PSI 2011) |/Solution)
1
1. Convergence de la série de terme général (—1)"a, ou a, = / V1 —1t2t"dt et calcul de sa somme.
0

2. Etablir une relation entre a,, et a,y2.

3. Convergence de la série de terme général a,, et calcul de la somme.

Exercice 65 (Mines-Ponts PSI 2010) |/Solution
+oo

Justifier la convergence de / e dx et expression sous forme d’une série.

Exercice 66 (CCP PSI 2015) W

1. Montrer que Z — et [ = / 2 dx existent.
a1 0

1
2. Pour (n,p) € N%, on pose f, ,(t) = t*(Int)". Calculer / fnp(t)dt
0

—+00 (71),”4’,1
3. Montrer que I = Z o
n=1

Exercice 67 (Mines-Ponts PSI 2021) |/Solution/

1 “+o0
. « (=)™
Soit > 0; on pose f(x) = / t*" dt. Montrer que f(z) = —_—
pose f(z) ; que f(x) nEZO (on + 1)+

Exercice 68 (Mines-Ponts PSI 2007) |/Solution

too 1)71 1 tb_l
Pour a > 0 et b > 0, montrer que Z / dt
0

an+b 1+¢e

Exercice 69 (ENTPE—EIVP PC 2015) |/Solution

—1)»
Calculer ,;J / 2*"(1 — x) dz de deux fagons différentes et en déduire la valeur de 7,Z>0 @n +(1) ()2 I

Exercice 70 (CCP PSI 2006) W

1 n
10,1 et & > 0. En déduire ZM

Exercice 71 (CCINP PSI 2022) |/Solution W

—+oo
Soit I = vt dt. On donne / et dt =

t
0 C 0

1. Montrer que I existe

oI

“+ o0
LS
2. Montrer que I = 5 Z —

Exercice 72 (CCINP PSI 2018) |/Solution
+oo 2
x
Montrer que J = /
0

. 2
1 dx existe et vaut Z 3
n>1

617

Exercice 73 (CCINP PSI 2022) |/Solution

+oo x
1. Montrer 'existence de I = / —dx
0

shz
400 2
2. Montrer que 1= nEZO m

Exercice 74 (CCP PSI 2018) |/Solution|
+o0
1

+0oo :
sin(t)
Mont dt=2» —F—0.
ontrer que /0 (D) ; ORI

indication : utiliser |sin(t)| < t pour appliquer le TITT




Exercice 75 (Mines-Ponts PSI 2018) |/Solution/
n(1 — £2) In(t)

1. Montrer 'existence de I = / 2 dt.
0
—+o0
2. Montrer que I = Z ————5 et en déduire la valeur de I a 'aide de constantes usuelles.
“—n(2n—1)
+o0 u”
indication : —In(l —u) = — st ju| <1
indication n(l —u) ; — s |

Exercice 76 (Centrale PSI 2019) |/Solution|

1
1. Soient (u,) € (R**)N et a € R tels que ntl _1_% 10 (—2> On pose b, = In(n*uy,) et a, = byy1 — by.
Up n n

Montrer que Z an, converge et en déduire qu’il existe A > 0 tel que u,, ~ —.
n

14 _ _f\z
2. Pour z €] — 1,0[, on pose f(z) = / #
0

dt.

a) Justifier que f est bien définie.

+
8

(- ez —1)...(x —n+1)

b) A laide de 1, montrer que fx) =

(]

— n x nl
+oo
o e Zrx—1) ... (z—n+1), .
indication : (1 —1t)* = Z%(—l) . t" st < 1
Exercice 77 (ENSAM PSI 2015) |/Solution)
+oo _:
1. Pour a € R, justifier 'existence de I(a) = / s;n leU
o ¢~

2. Montrer que I(a) = E l)—!i% avec (a,b) € R%.
n
n>1

3. En déduire un équivalent de I(a) quand « tend vers +oo.

Exercice 78 (CCINP PSI 2018) [/Solution

Soit (ay) une suite complexe telle que Z |a,| converge.

™ _ ,
1. Montrer que f(z) = E an—re” " est continue sur R*.
n!
n=0

+oo
2. Montrer que f est intégrable sur R™ et calculer / ft)dte.
0

Exercice 79 (CCINP PSI 2019) |/Solution

+oo
t
1. Montrer que I = / cos(t) dt existe.
o l+et
400 n
2. Mont I=Y (-)"——s
ontrer que n:1( ) T2

Exercice 80 (Mines-Ponts PSI 20121) [/Solution

, 2 1
1. Etudier la convergence et la convergence absolue de n%o(l)n(%z—i—nl;;—l—m?
+oo +o0o —t
2n+1
2. Montrer que nEZO(—l)"m = /0 Tre cos(xt) dt

Exercice 81 (ENSEA PSI 2018) |/Solution)

w/2
Nature et somme de la série Z Uy, AVEC Uy = (—1)"/ cos™(x) dx.
n=0 0

Exercice 82 (Mines-Ponts PSI 2018) |/Solution/

1 2 +00 2
Int Int
1. Montrerque/ (n?) dt:/ (n?) dt
o 1+1¢2 1 142




20 (In )2 ~— (-1"
2. Montrer que /o 112 dt =4 Z (2n +1)3

n=0

Exercice 83 (Mines-Ponts PSI 2015) |/Solution/

1. Déterminer le domaine de convergence de f(x) = Z
n>1

(=D"

n2 + 22’

2. Montrer que f est intégrable sur R et calculer cette intégrale.
indication : pour le calcul de ’intégrale, on a calculé la somme de la série dans le chapitre sur les séries.

Exercice 84 (AADN PSI 2012) [[Solution

1. Montrer que la série de fonctions définies sur [0,1] par f,(t) = t"sin(wt) converge simplement et déterminer la
somme de Z fn notée F. Y a-t-il convergence uniforme ?

n>0
1 S
2. Montrer que Z/ fu(t)dt :/ ST .
n>070 o <

Exercice 85 (CCP PSI 2018) |[Solution
1
Soit u, = / x" sin(mx) dz.
0

1. Montrer que Zun converge.

1
indication : montrer que u, = O (—2) soit par IPP, soit en vérifiant que sin(mz) < (1 — z)
n

= Tsint
2. Montrer que Z Uy = / —dt.
- o t
n=0
Exercice 86 (TPE-EIVP PSI 2018) |/Solution|

Exist t val d/llntdt hant iol m?
1Stence e aleur de —_— sachan ue —_— = .
* v o t—1 d —mn* 6

Exercice 87 (Mines-Ponts PSI 2022) |/Solution/

1
Soit f € €°([0,1],RT). On pose u, = / f(®)t" dt pour tout n € Net I = {Lt)t dt.
0 o -

Montrer que I et E Uy, sont de méme nature . Lien entre les deux en cas de convergence 7



Solutions

n—-+oo

Exercice 1 1. (fn) CS vers 0 sur R, uniformément sur [—a,a] car || fnlloo,[—a,a] = fn(a) ——— 0 mais pas
sur RT car f,(n) = %

1 siz>0

1 siz—=0 donc pas de CU sur I (f,, est continue et pas f); par contre

2. Sia>1, (fn)CSsurIversf:xH{

Ifr = oo, a,0] = m donc CU sur [, /2] si o > 0.
- —1
Sia=1alors (f,) CSvers f:z+— iﬁ puis |fn(z) — i+1‘ ém—nsin% <g—nsin% mOdonc CuU
sur I. -
Sia <1 alors (f,) CS vers —1 et | f,(z) + 1] < 2n%sin(x/n) < 2n® Sin2— P 0 donc CU sur 1.
n n—+oo
1

Exercice 2 |[sujet/| (fn) CS vers 0; si > a alors |f,(x)] <

tend pas vers 0 donc pas CU sur R™.

s > 0 done CU sur [a, +0] et (f,(1/n)) ne

2n2z? 1
Exercice 3 |[sujet/| Siz > 0 alors f,,(z) = % sin? g a partir d’'un certain rang donc T(EI-POO g“n (x) |: x sin® g
1 7r 1 1 n+1l)z+1 ™
t fn(0) = 0. Si 0,—{, () — =zsin® = <z < — et si {—,1}, n(r) — =5 ——sin’ = <
et f,(0) ize |0~ |frn(z) — f(z)| = xsin —Se<oetsize |~ | fr(z) — f(2)] a1 S
1 1 etude fct ] 1
% < - donc || fr — flloo < - donc CVU sur [0, 1]
Exercice 4 |/sujet/| 1. (fn) CS vers cos sur R
1 2
2. si ¢ € [—a,a] alors |f,(x) — cos(z)| = 2 ‘sinxsin (2 + 7) x| < = P 0 donc CU sur [—a,a]; par contre
n n n n—+oo
| f(nm) — cos(nm)| = 2 donc pas de CU sur R.
1
Exercice 5 |[sujet/| 1. f(z) = z puis, pour = > 0, |fa(z) — 2| = 1 —’_x < — alors que si ¢ < 0, |fp(z) — 2| =
nr o on
— 1
1—6—779’;:2 < NG (étude de fct) donc CVU sur R.
2 %(3 2
2.six >0, fl(z) = nz(2z + nw) 1, f(0) =0 et pour z <0, f, (z) = na”(3 + na”) 1; pas de CVU

(1 + ’ILSC)2 n—-+o00 (1 + nx2)2 n—s—4o00
sur [—1,1] car les f/, sont continues en 0 et pas la limite simple de f,

t tet

t n—1 t
Exercice 6 [[sujet] 1. |g,(t)] = —¢ (1 - f) < % puis par IAF, |g(t) — g(0)] < —
n n

n
In(x)—/ 1dt‘ < /
0 0

f:ac»—>/ dt = .
0

t\" I e
2. On a el (1— 7) - 1' dt < f/ te' dt < 5/ te' dt donc (f,) CU sur [0,1] vers
0 0

n n

Exercice17 Si (fn(z)) converge vers f(z) alors f(z) = /z (car f,(z) > 0) puis |fnt1(z) — V| = |fn(;€1) —
Vx| (1 - 5(\/5—1— fn(x))> < <1 - g) |fn(z) — V| ce qui donne par récurrence |f,(z) — x| < vV (1 - @)

2
(V) étudie gy, (t) ——t<1— 7t> trouver ||gnllco = <42 ) <
g x); on étudie g, our trouver ||g, g <
" ’ 2 P o "\n+1 n+1

donc || fn = {/lloo < llgnlloo e

donc (f,,) CU sur [0,1] vers la fonction racine carrée.

Exercice 8 1. cours
. . n n—1 " (n—-1 e i=k—1
2. Spo facile; si k > 1, k(k) = n(k_ 1) donc S, 1(x) = nZ:: (k— 1>xk(1 )k naSn o) i=k na(z +

k=1
1—2)" ' —nz=0

Y 2
3.onal|f (%) — f(x) — (S - x) f’(x)’ <= (ﬁ - a:) avec M = r[rcl)al)f |f”] (th des bornes atteintes) ; en sommant

2 \n
Ba(f) = Su0(@)f (@) ~ ~ 50 (2)1'(2)

z(l—z) < i donc || Bn(f) = flleo < 8Mn donc (B, (f)) CVU sur [0,1] vers f.

et avec I'inég triangulaire, on obtient < Sh,2(x) qui donne le résultat.

= 9p2




1
Exercice 9 |/sujet/| 1. Onauy(z) = o (—2> pour z € [0, 1] fixé donc Zun CS sur [0,1]. De plus |[un|lcc =
n

n—-+oo

a 1
n ( a ) ~ (E) e ® donc CN sur [0, 1] si et seulement si a — ¢ > 1.
a-+nb/ n—+too \b ne—¢

1 = . .
2. up(z) = o (—2) donc CS sur R™. Puis v, (x) = n(a — 2mc2)x“_le_m2 on discute sur le signe de « :
n—-+oo n
— Si a < 0 alors u, n’est pas bornée sur R** donc la CN n’a méme pas de sens.

— Sia=0alors |[uy|lec = limoun(x) = n donc pas de CN.
rT—r

Si @ > 0 alors [l = (,/O‘)—(O‘)a/zx L jone ON si et seulement si a/2 — 1> 1
1« alors |[[Unp|loo = Un m = B) na/Q*I onc S1 et seulement S1 «

a—1

Exercice 10 1. (fn) CVS vers 0 sur [0,1] pour tout o € R; || fulloo = fn ( n 1) donc (f,) CVU

sur [0,1] si et seulement si o < 1

1 s s .
2. fu(x) = =0 (ﬁ) donc an CVS sur [0,1] pour tout o € R; d’apreés la premiére question, Z fn CVN sur
k 1 1 2n ne
o 1)t tement s <0515 0ot 1, (1) 3% 00 (12 1) 5wl (12 1)
[0,1] si et seulement si « ia>0alors Z nx(n+1) - - 2
qui ne tend pas vers 0 donc pas de CVU sur [0, 1]
. _ 4 4e—4
Exercice 11 |[sujet] 1. (fn) CVSsur Rvers 0; ||fulloo = fu | — ) =
n
1
2. fn(x) =0 (—2> siz #0et f,(0) =0 donc ACV sur R; pas de CVN sur R avec la premiére question mais
n——+00 n

CVN sur E =R\| — a,a[ car || fn|lco.5 = fn(a) pour n grand et la CVS en a donne la CVN sur E.

)= () (2
1/ n+1 n+1

Exercice 12 1. g/, (z) = cos" z[(n+1) cos(z)—n] donc ||gn | co0 = gn (arccos "
n

2
2. || fulloo < g||gn||oc < g 1- <n:L_1) P 0 donc (f,) CVU sur {0, g] vers 0.

zsin(x)

S fu CVS sur [07 5] S0 = T o)

[0, g] Il y a par contre CVN sur tout segment de }0, g} car || fullso,[a,p) < bcos™(a) (car cos décroit sur [O, g})
et |cos(a)| < 1.

si z # 0 donc lim S(z) = 2 alors que S(0) = 0 donc pas de CVU sur

Exercice 13 1. si |cos(z)| < 1 alors Zun ) CV et u,(0) = 0 donc Zun ) CV aussi. Puis f(z) =

n®zx
E Up (T 7six>Oetf(O)=0.
1 — cos(x)
n=0
/ Vv N 1
2. [lunlloc = un (arctan E) = a/n < ) ~ a*?e=*—_ donc CN sur [0, 7/2] si et seulement
n 1+a/n 14+a/n/ no+oo ne/2
sia > 2.

IO
sin® x _ . :
~ 22%72 donc f n’est pas continue en 0; comme les u, sont continue en 0, la
1 —cos(xz) =—0

convergence n’est pas uniforme non plus.

Si a < 2 alors

n 1 1
Exercice 14 |[sujet] 1. (fn) CS vers 0 sur R et || fu]loo = fn(n) = (ﬂ) -~ Wor R 0 done (f,) CVU
e n. ™ T e o]

vers 0 sur RT.

2. Z fn converge simplement sur R vers 1 et la convergence ne peut pas étre uniforme sur R* car lim f,(z) =0

5400
donc mgr}rloo nz::l fulz Z zgl}rloo fulx
On a par contre CN sur tout segment puisque || fr[|oo,0,q] < %7;
Exercice 15 1. Etudier 2 fonctions
2. On vérifie LigixQ — donc 1+ ((1:_)%:) > 0 puis In (1 + n((;?’;a;)) = n((I%zr;a;) +0 (%) donc la série CVS

sur R.



(=) x x? x 1 1 (=) "z
O nll) — <2 <—<=.0 déduit || f,(t) — ——
ma ) = ST n2(1 + 22)2 (1—}—332) o S g Onen déduit || fu(t) = 2= .
1 1 -1
2@ = 5.2 de plus E n((l );2 = 1—1—372 E CVU sur R (la somme est une constante). Comme

+
i fu(®) = " ﬂ + i fi(t) — ﬂ somme d’'une série CVU et d’'une série CVN sur R, on en
k - ( .132) k k‘(l n 332) ) )

déduit Y fi CVU sur R.

_1)»
Exercice 16 1. fo(x) = (nln)z donc an CS sur |1, +o0|

2. La convergence absolue n’étant vérifiée que sur Je?, +-00], il ne peut pas y avoir CN sur |1, 4-o0l.

1 1
. n < ~
3. Par CSSA, on a |R, ()| EE A praa i~

continues sur |1, 4+o00[, on en déduit que la somme est aussi continue sur |1, +oo].

0 donc CU sur [a,+oo[ si @ > 1; comme les f,, sont

1 1 1
4. |fn (1 + )’ = exp {—ln(n) <f +o (7>)} —— 1 donc ||fn]lee = 1. Si on avait CU sur ]1,+o0o[, on aurait
n n n n—+o00

I fnlloo = |Rn—1 — Rulloo < |Rn-1lloc + [|Rnlloc —— 0, ce qui n’est pas le cas.
n—+00

1 1 1
E ice 17 jet 1. folz)=—— =0 (7)
xercice [sujet] fn(2) n ot 3

2. || fullso,ja,p) = fn(b) donc CN sur tout segment

1 1 1 1 -
3. S(x+1)—S(x) = ;(nqL:c - n+x+1) = 135 P télescopage; on a S(z) = 132 + S(z+1) =
1 =
112 + 5(0) 4 o(1) par continuité de S en 0.

1
4. ||fn]loo = — donc non
n
Exercice 18 |[/sujet] 1. D=R".
b
2. CVNTS avec | fn(z)| < e et 14+a>0.

“+oo
3. f(z) > fl(x)—i—/ tlaj_r dt =z + 1 donc f ne tend pas vers f(0) =0en 0
1

ﬁ,—koo {

4. Em f —id = 0 par double limite avec CVN sur [1,+oo[ car f,, décroit sur {

1
Exercice 19 1. Si z > 1 alors u,(z) =0 ((5) > donc Zun ) CV, u,(1) =0et siz <1, Zun(x)
DVG. Ainsi, Dy = [1,+o0][.

1 1

2. 0 e = S DV (Bertrand

na ||ty wIn(n) e wIn(n) (Bertrand)

+oo

, In(x) 1 In(x)/z"H! 1 In(x) 1 ,
3.8 1 n < E = < < érifi

iz > 1, ()] Wo zkin(n+1) In(n+1) 1-1/x In(n+1)z—1 " In(n+1) car on VERAe que

1
In(z) < z — 1. L’inégalité finale reste aussi valable si x = 1 donc || Ry ||c < 0 donc la série CU

In(n+1) n—too
sur [1,+oo] et comme les u,, sont continues sur ce domaine, on en déduit que la somme de cette série est elle aussi
continue sur [1, 4o0].

3 3 1 . 2n — B 2n 1
Exercice 20 [[sujet] 1. On a u,(x) =0 (ﬁ) done CS sur R*™; R, (1/n) > Z ) Z s
k= "+1 k=n+1
n
—2 T ne tend pas vers 0 donc || R, ||c non plus.
2. On a Junlloo o] < un(a) donc CN sur tout segment de R™ puis f est continue. De méme [y, (2) ] 00, [ap] <

ne—na

1
= o0 ( ) donc Zu CN sur tout segment de R d’on la classe C' sur RT*.
14+n notoo \n2

3. En +00 : [[tn|loo,[1,400[ = Un(1) donc CN sur [1, +o0[, le théoréme de double limite s’applique et limf =1.

En 0 : f est décroissante donc admet une limite | € R™ N {400} ; si | # +oo alors | > Z un(z) pour



N
tout N € N; en faisant tendre x vers 0 dans 'inégalité (somme finie), on aurait [ > Z

1 ce qui est absurde

puisque cette somme partielle de SATP DV vers +o00. On a donc | = +00. "
Exercice 21 1. On a || folloojap < 0> % ™ o © (le) donc CN sur tout segment de R™* et la f est
continue sur RT*.
2. || falloo = un (Q—Ta> =(2—a)?er? n21*a donc CN sur R** si et seulement si a < 1.
re ¥ =
3. Sia=1alors f(x) = o= donc il—% f(z) =1 et comme Z ilgb fn(x) =0, le théoréme de double limite assure

qu’il n’y a pas CU sur RT*.

k k
Exercice 22 [/sujet] 1. Comme In (1 - ?) < -7 (si k < t) donc |Jug|lee < e * donc CN sur [1,+o0].

2. Z < ) "Zl (1 - 7) Z up(n) = ; on calcule alors la limite de f en +o0o par le théoreme de double
p=1
limite : hm ug(t) = e~ ¥ donc hm f= Z e h = L
—00 -1
Exercice 23 1. Siz >0, fo(x) et 2e7"* donc CS sur R* par imparité
Z gn(x) avec |gn(z)| < % siz > 1 donc Zgn CN sur [1, +o0o[ et le théoréme de double limite

nz1
permet de conclure

3. fu(z)? et 472" donc CS sur R* aussi. On trouve de méme Z fo(@)? ~ de

r—r+o0
n=1

Exercice 24 |/sujet] 1. f, est impaire et, si x > 0, f,,(x) ~ 2¢7™ et 0 <e ¥ <1donc D=R"
r—+00

2. CVNTS de R™ avec |f,,(z)| < fu(a) si z € [a,b] C RT*

3. f, décroit sur R™* donc f aussi

4 0T e 12 e g aal 0< fla)— — Zf i‘) S
. =e ———<e .Onaalors0 < f(z) — — = n( e =
shnz 1—e2nz shz sh2x — sh2:1: —
1 6721
= T) ot —— ~ 2%
sh2x+1—e_l' +o0 (6 )e shx +o ¢

n

Exercice 25 |[sujet] 1. Si|a| < 1 alors a
x
a=1ou|a| > 1 la série DV
2. |up(z)| < a"sin >1 donc Zun CN sur R™*

n>1

o(a™) donc CS sur R\ Z™, idem pour a = —1 par CSSA ; pour

n n—>_+oo

1 1 1 1
3. aS(z+1)=S5(x) — - donc S()=aS(x+1)+—- ~ —car S(zx+1) — S(1) par continuité (donc o (5))
z—

r z—0 x

am n " .
4. z5(z) 1ia—z (x+n 1>:_nz>01+x/np '1+x/n < a” donc la série CN sur [1,400[ et le
théoreme de double hmlte donne la réponse.
1
Exercice 26 |[sujet] 1. siz >0, fo(z) =0 (—2) donc CS sur R™ et DVG si z < 0.
n—4o0 n

2. siz > a alors |f,(x)| < fn(a) donc ON sur [a, +00[ mais || f, |l = 1 donc pas sur RT*.

3. f est continue par CN sur tout segment et Em f =0 par CN sur [1,+o0o[ et théoréme de double limite.
o0
+oo
4. Comparaison série intégrale et changement de variable u = zv/t dans / e oViqg,
0

Exercice 27 1. Dy =R* et f est paire. f est continue par CVNTS de R™ avec || fnlloo,a,0) = fn(a)
2. Par double limite, Emf = 1 par CVN sur [1, +oo[ avec || fn oo, [1,400] = fn(1)



. Y, oo —x2¢? oo —x2¢2 +ee —x2¢2 u= xt 1 Hoo —u?
3. Par comparaison série intégrale, e dt < fx) < 14 e dtet Trode e " du
0 T Jo

0 0
, L[+t e
ce qui donne f(z) ~ f/ e " du.
z—0t T 0
5.
Exercice 28 |/sujet] 1. CSSA
1 n+1
2. |fl(2)] < 2 sin > 1 donc Z f! CN sur R** (et fo est aussi C') Z 5 vérifie le CSSA donc
n>1 n}O
f'(z) est du signe de f}(z) <0
1 1
3. Par télescopage f(x)+ f(x+1) = —; par continuité de f en 1, f(x) = ff( )+o(x) ~ — et avec la décroissance
x -0z x
1 1
— < < — ~
de f,on a 5y S flx) < =1 donc f(x) fodi
Exercice 29 1. Si x €] —1,1] alors f,(z) = 1 * _ndersetn — +o0o ~ z" donc an(x) est ACV; si
n—1
r € [—a,a] C] — 1, 1], |fi(z)] < (lniian)z ~na""! donc foll CN sur tout segment de | — 1, 1]

+o0 too
2. Calcul de l'intégrale facile. Par décroissance de ¢,, on a / w(t)dt < f(z) < fi(z) + / ez (t)dt donc
1 1
In(1—-= In(1—-=
fa) ~ m1=2) o)

z—1 Inx r—1

x?’l

Exercice 30 1. Siz €]—1,1[alors f,(x) = ~ z" donc an(x) est ACV;siz € [—a,a] C]—-1,1],

1 —2" notoo

n—1
Ifl ()] < ﬁT)Q ~na™"! donc Z /1, CN sur tout segment de | — 1, 1]
2. vp(z) = L donc Zv x) vérifie le CSSA ; on a donc |R, ()] < |vpt1(2)] < |vn1(1)] = ! car
n 1 + L n ’ n X [Un+ X |[Un+ n+1
|v| est une fonctlon crmssante sur [0, 1].
—-1H" —In2
On en déduit, par double limite, (1 — z)f(z Z vp( =t = —In2donc f(z) ~ I
Py n z—=1- 11—z
n>1 n>1
Exercice 31 1. Cours
v _ VE
2. / eViqr Yt 2/ ue” “du; on trouve ensuite ¢ — —26_‘/{(\/%—&— 1)
0 0
: VtIn(z) 1 \f u=t(Inz)? 1 +oo —Vu
3.a) Siz€]0,1],e = o alors que six > > ldonc Dy =]0,1[puis I(z) = e du
t—+oo 2 (ln (E)2 (Inz)?
z(1 —1Inz)
donc I(Z‘) = QW

b) S est définie sur ]0,1[ (mémes arguments que pour I) et par comparaison série/intégrale, on trouve I(x) <
S(z) <1+ I(z) donc S(z)

231 (Inz)? - (1—x)?
Exercice 32 1. up(t) = o(t"™) donc CS sur [0,1[; u,(1) =0 et DVG sit > 1 car H, < n. La fonction w,
n—-+0oo
est décroissante (et négative) sur ]0,e™ /"] donc si n est assez grand (dépendant de a), 1%nlloc,10,a) = —n(a) donc

CN sur ]0,a] ; par contre |[ty||oo = tn (e /™) = ¢
nH,

donc avec H,, ~ In(n), pas de CN sur ]0, 1[ (Bertrand).

+o0 k n+1
i t*| In(t)] —In(t)t —In(¢)t ) —In(t)t
2. Sit€|0,1], |[R,(t)] < = < ; la fonction ¢ — est prolongeable par
10, 1], [Rn(2)] k;ﬂ:ﬂ oy Hon( =0 SHon( =1 T3 prolong p

continuité au segment [0, 1] donc bornée; | R, (t)| <

— 0 (valable si ¢t = 1) aussi donc CU sur ]0, 1] et
Hn+1 n——+o0o

S est continue sur 10, 1]

S(t) . : In(t) . S(t) §
>
t—l E T et11ex1steK>0te1que51t€[1/271[7t_l/Kpuls KE H

S() - S(1)

t—1 t—1

—KlIn(1l —t) car H, < n; on a donc +o00 donc S n’est pas dérivable en 1.



Exercice 33 |[sujet] 1. Siz >0 f,(z) ~ e ™ donclasérie CV car e *| < 1 puis DVG pour < 0 et D = R™™.

7b++&3
2. || fulloo,ja,p) = fn(a) donne la continuité ; toutes les f,, sont strictement décroissantes donc f aussi.

3. Emf = 0 par double limite avec || fy,||oo,[1,400] = fn(1).

400 “+ o0 400 —e
4. Pour z > 0, on trouve / In(1+e ™) dt < f(z) < / In(1 + e *")dt; on trouve / In(1+e %) dt'"=
1 0 0

n+1

1 ['In(1 1 ~1 1 !

7/ Il +y) dy = - Z %, par CVU sur [0, 1] car | R, (2)] < , et comme / In(1+e ") dt| <In2,
2

on trouve le méme équivalent pour le terme de gauche et f(x) ~ > 17;
x

Exercice 34 [[sujet] 1. On prouve par récurrence que u,(x) = 1 donc (u,(x)) est définie. uy,11(x) — u,(x) = 0 donc

(un(z)) croit; si elle CV vers £ alors on a £ = £ + 7 qui n’a pas de solution donc lim u, (z) = +oc.
2. Z fn(x) CV par CSSA avec la question 1

up(z)? -1
U ()2
récurrence. La CVS de (f,) en 1 donne la CVU de Z fn sur [1, +oo[ puis la continuité de f (les f, sont continues

par récurrence).

Par contre || fulloo = |fn(1)] = tn+1(1) — un(1) done Z fn(1) DV (série télescopique)

3. Par CSSA, [|Ry|lc < [[frtilloc = fat1(1) car u, est croissante sur [1, 400 : uy, () = uj, () > 0 par

. - a
Exercice 35 |[sujet] ’gp (2n)’ < C’Z—n donc CVN sur [
2. facile
3. si f et g sont solutions et u = f — g, on a u(z) = u (f) = (;) et, comme u est continue en 0, en faisant

tendre n vers 400, on trouve u(z) = u(0) = 0 donc u est nulle. Il y a donc une unique solution (qui est .S)

1
4. siup(z) = ¢ (2%) alors |ul,(z)] < 27”90/”00 car ¢ est continue donc bornée sur le segment I. Zu; CVN sur [
donc S est C*.

Exercice 36 Si f est solution alors hm f(27"z) = f(0) par continuité en 0 de f donc f(x) = f(0) +

n—> o0
2
Z(f(?‘”x) — f(2_("+1)””)) par télescopage puis f(z) = f(0) + Zln (1 + %) Réciproquement, toute fonction
n=0 n=>0
2
de cette forme est solution car continue sur R par CN sur tout segment : || f||oo,[=q,a] < ;ﬁ'

Exercice 37 1. fo(z) ~

n%+m7ﬂ

(siz#0)donc Dy =R\Z™"

1
2. [ frlloor+ < — done > £, CVN sur R

p

1
3. f(1) =1 par télescopage et f(p) = — n(p).
ot n p—>+oo
Exercice 38 |/sujet] - [[falloo = —5 donc f est définie et continue sur R.
1
—+x*
2. fl(x) = o+ 772 donc an CVN sur tout segment de R** car || f} || ja 5] = fn(@) Lo a2 donc f est
C' sur R* (f est impaire) mais f n’est pas C' sur R : si on suppose f’ continue en 0, on a, pour z > 0 et tout
1
N e N*, f'(x) Z m puis en faisant tendre x vers 0 (somme finie et on a supposé hrn = £'(0)), on
k=1
1
it tout N € N* i est absurd 1
aurait f'(0 ; 7> bour tou € N*, ce qui est absurde car _1)15_1002 y =

. - 1
Exercice 39 [[sujet] 1. |fo(2)| < 3

n|sinnz| 2|z cosnz| 1 2a

n3 + 22 (n3 4 22)? Sp2 b

2. Zf; CVNTS [—a,a] de R car, si |z| < a, |f(2)] <



Exercice 40 [[sujet] 1. lignf = 1 et par convexité de sh sur R*, on a sh(z) >z > 0 donc 0 < f(z) < 1 sur RT donc

sur R par parité.

1
2 fal®) 5.0 (E)
3. On applique le théoréme de dérivation avec |f (x)| =

2n ch 1
nch(na) _ (f) i [a,b] C R
sh®na n—+oo n

2n ch(nx)

X qui décroit (redériver) donc [|f|loo,fap] =
sh” nx

f(na)? 1 X f(na)? N S () LR | flna)?| _ 1
4. fo(x) = 2 donc S(z) = P; 3 et par double limite, ilﬂ%; R nz::l g car | < s
donc CVN sur 10, 1]
1 h
5. o) = 2% st € car DSE sur R (utiliser le DSE de sh) et ne s’annule pas car f(0) =1 donc f est C* sur R
x x

T
Exercice 41 |/sujet 1. Par CSSA avec Vn+ o — yn = ———+
v = e
2. CVUTS sur RT avec CSSA et |R,(z)| < |foi1(@)| < VRn+1+b—n e 0 donc C° sur R™.
n oo

+oo
-1H" 2
fl(x) = 25/# donc CVUTS par CSSA avec k;ﬂ fr(@)| < Jnta m 0. (pas sur R car fy n’est pas
dérivable en 0). Puis f'(z Z > 0 tjs par CSSA

\/n—i—w

3. Si f ne tend pas vers 400 en +oo alors f CV vers ¢ (croissante) et f(x) < £. Comme R,(x) est du signe de
fn41(@), Ropga(z) 2 0 done £ > f(z) = Sapta(z) + Ronta(z) = Sonta(z) = Zf2p($) — fapt1(z). Comme

lim fop(x) — fop+1(x) = /2p+1 — /2p, en faisant tend x vers x vers +oco (somme finie), on aurait ¢ >

ac—>+o<>

Z \/2p 4+ 1 — +/2p, pour tout n; ce qui est absurde puisque c’est la somme partielle d’'une SATP DV

p=0

2 .
Lo 2 et u,(0) =0 donc D =R (et S est paire.

Exercice 42 1. Six # 0 alors uy(x)

2. [[tnlloo,(=a,a] = Un(a) donc CN sur tout segment de R.

2r " 2x
3. P 0,0 < u(z) = < dt d ) CSet0< Ry(x) <
our @ > 0,0 < un®) = {A T nEa) /n (1 o ) & dome D ua(x) S e (=)
too 2 1 oo g 2 t=-+o0 T
dt < ——— dt = tan (zt < ———— donc CVU
/n In(1+¢)(1 + t222) In(1+n) / 1+ 222 In(1+n) [arc an(z )] t=n In(1+n) one

sur RT puis sur R par imparité.
4. Facile

1 1
Exercice 43 |[sujet] 1. fn(0) = = et fu(z) ~ — (signe fixe) donc Dg =R\ {~1/n,n € N}
n

n—+oo TN

- 1
2. f = —d 7| lasb] — d E / NTS de RT*
fn(‘r) ’I’L(?’LZ‘+ 1)2 once ||anoo ’I’L(’I’LCL+ 1)2 2 onc fn Cv S de
1 1 1 1 1 1 1
31562 o :nzm\xzz done S(@), 507 2 o) = P

1
Exercice 44 1. Si z <0 alors DVG et sur RT, || fu[loc < —— donc CS et CN sur R**

1+n
2. oui: cf 1.
3. Par double limite et CN sur R™, Emf =1

—na 1
4. Si[a,b] C R, || fulloo,jab) = % e O <ﬁ) donc Z f/ CN sur tout segment de R™*

n
5 —f'(z) = Z Zile’m est décroissante donc admet une limite [ € RN +o00 en 0; si [ # +o0o alors pour tout IV,
n=0 n®+
N N
onal > ———e " puis quand z — 0 (somme finie), [ > ce qui est absurde puisque la somme
;n2+1 puis q ( ) /§n2+1 q puisq



partielle de cette SATP DV vers +o00; on a donc 1i(I)n f' = —o0 et comme f est continue sur R, par le TAF, on

F =0y o

obtient que lign

1
Exercice 45 |[sujet] 1. fu(z) =0 <—2) siz >0, f,(0) =0et DVG si z >0 donc Dy = R™.
n— o0 n
e~ "%(1 4+ nb)

Inn

2. Si[a,b] C R, ||flloo,ap) < donc Z f7 CVN sur tout segment de R**

—nx

3. g(z) = M = Z el est une fonction décroissante donc tend vers I € RU {+oo} en 0; comme la série
nn

r n>=2
N e*ﬂ(lj
est & termes positifs, on a g(z) > Z I pour tout N > 2; si on suppose [ finie, quand x — 0, on obtient
nn
n=2
Y
> Z o, pour tout N ce qui est absurde (somme partielle d’'une SATP DV). On en déduit | = 400 donc f
nn
=2
n’est pas dérivable en 0.
1 1
On prouve la CVU de an sur RY (car il n’y a pas CVN) : |R,(z)] < ] kglxe_’” = ) X
—(n+1)z 1 —z C —z
= < e < car T — est bornée sur RT*.
1—e® Inn+1)1—e* " In(n+1) 1—e®
Exercice 46 1. CSSA (indispensable pour = = 0)
1
2. CVU sur RT car, par CSSA, |R,,(z)| < |upi1(2)] < 1
n
3. CVNTS de Zu; car |u),(z)| < e™™ pour z € [a,b] C RT*
400 =7
4. On a aussi §'(x) = Z(—l)"“e‘m = T3 donc S(x) = —In(1 —e™®) + C pour z > 0. On trouve ensuite
e x
n=1
C=0car C= liIJIrl S(x) = 0 par double limite (et CVU sur RT) et on étend & = = 0 par continuité de S en 0
—+00
(donc S(0) = —1n(2))
1
Exercice 47 |[sujet] 1. Sur RT, || fulleo = ) donc CN sur R" et DVG si z < 0.
2. Continue sur RT par CN sur R™. Puis u, (z) = —c = o(e™"™*) donc Zf,’l CS sur R™™ et si [a,b] C RT*,
n n——+oo

|t |l oo,fap) = €~ donc Zui{ CN sur tout segment de R**

3. f"(z) = ¢’ puis f/(z) = C +In(l — e ™) avec C = lim f = 0 car ||f}|| - o(e™™) donc
) 1—e® +o0 niloo,[1,+oof n  n—+oo

Z /), CN sur [1,+00] et le théoréme de double limite donne la limite de f’ en +oo.

4. On a li(r)n f' = —oo et f est continue sur R donc le TAF donne f non dérivable en 0.

T
5. t — In(1 — e~ ") est continue et intégrable sur R** (car Koot In(t)) donc z / In(1 — e~*)dt est la primitive de
- 0

J' qui tend vers 0 en 0, c’est donc f — f(0).

Exercice 48 |[sujet] 1. Si|z| < lalors up(x) ~ 2™ donc la série est ACV, siz > 1, DVG et si & < —1 les termes

n——+oo
n’existent pas
n—1

2. [Jtnlloo,[—a,q] < " donc CN sur tout segment de ] — 1, 1[ puis continuité sur | — 1, 1[; [|u, [0, (—a,a] < 1@ =
0 n—+oo

1
0 <—2) donc Zu’n CN sur tout segment de | — 1,1[. On a alors f'(0) = 1 et par Taylor-Young, f'(z) ~ .
n

z—0

3. ¢ est continue par morceaux sur R" et ¢(t) e ) gvec In(z) < 0 donc ¢ est intégrable sur R*. Par comparaison
o0

t—+

+oo we=etn@  —1 n(1
a une intégrale, f est équivalente en 1 & / o(t)ydt = / n{1+u) dt
0 In(z) Jo u

1
Exercice 49 |[sujet] 1. Six # 0 alors f(z) ~ sz (signe fixe) donc Dy =R\ Z~
n—+oo

1
2. Si [a, 0] C R, || f1]lo,fap] < 22 donc ZfT’L CN sur tout segment de R™*



+oo
dt
3. Par comparaison avec une intégrale, f est équivalente a / P en 0 puis calculer cette intégrale.
1 Jj
1 1 1
En +oo, zf(z) = Z ———— qui CN sur R™* par 5 < — et le théoréeme de double limite donnera
=in +n/x n?+n/x n?
+o0
1 1
f(z) JHNH)O;ZE-
n=1
1
Exercice 50 [/sujet] 1. Siz #£0, fo(z) — et f,(0) = 0 donc CS sur R (et impaire). De plus, si [a,b] C

n—>+oo xn2

b
donc CN sur tout segment de R™* et continuité sur R**; de méme

n(1 + na?) n—too an?

1+ nb? b2
m oo w22 donc Z f! CN sur tout segment de R™ et f est C* sur R**.

R fallos,fap) <
1 frlloo ) <
T zdt caleul
Pour la continuité en 0 : si > 0, par comparaison a une intégrale, f est équivalente en 0 & / — T~
1 t(l+tx?) =0
f(x)

r x—0 - ln(ac)

—2x1In(z) donc f est bien continue en 0 mais pas dérivable car le méme calcul donne

1 1 1
2. zf(z) = n§>:1 (0T 1729 et n(n+1/22) < — donc CN sur [1, +oof et me théoréme de double limite donne
121

Exercice 51 M 1. Fait en cours
2. Fait en cours (séparer les termes pairs et impairs dans n(x))
3. Fait en cours

4. nest C' sur RT* fait en cours puis () (n(1) 4+ (z — 1)n'(1) + o(x — 1)) donne le résultat en

;cil 1 — e(@—1)In2
utilisant 7(1) = In2 (fait en cours, soit avec le développement asymptotique de H,, soit a partir du DSE de
In(1 + 2) qui CU sur [0,1] grace au CSSA)

1
5. Poser v, = u, — i(ln n)?, montrer que Z(’Un+1 — v,) CV (par DL) donc (v,) CV vers un réel [. En séparant
I (~1)F Ik (Inn)?

les termes pairs et impairs, on trouve Z ’ (In2)H,, + u, — uz, et comme u,, = 5 +1+0(1), on
k=1
obtient le résultat annoncé.
Exercice 52 |[sujet] 1.z>1
2. cours
2% v 1
3.2%(¢—-1) = — CN 3 — 1 < t le théoréme de double limite d -1 ~ —=
¢-1) ; e sur [3, +oo[ car R et le théoréme de double limite donne ¢ 53
In(a ol 1 1
e~ donc ¢ — 1 est intégrable sur [2, +00[. On termine par TITT avec / —|dt=—5—+~ = o (—)
9 n¥ n2ln(n) n—too n2

Exercice 53 1. Six ¢ {0} U{—-1/n,n € N*} alors an(x) CV par CSSA (vérifié a partir d’'un certain
0, si [a,b] C

rang donc D = R*\ {—1/n,n € N*}. Si [a,b] C R"*, on a, par CSSA, ||Ryloc,fa ] < o =

}—%,—N;H { alors le CSSA est vérifié pour n > N + 1 donc on a || Ry ||oo,[a,5] < ﬁ et si [a,b] C] — o0, —1],
le CSSA donne || Ry, || [a,5] < 1 —|—1nb donc CVU sur tout segment de D.
2. Sur RT, Zﬂt(x) vérifie le CSSA donc si [a,b] C RT*, k_zl;rn fr(z) < a —l—nna)2 = 0 donc Zﬂt
CVU sur tout segment de RT*. e
_— . . =X (—nm
3. Par CVU de Z fn sur [1,+o00o[ (par CSSA et majoration du reste), on a Egolf = 1puis f(z)—1= 2 1% ol

fz car (w)flfz(_ g%Z%

n.
n>1 n>=1 n>1



Exercice 54 |/sujet/ 1. La série CV toujours par CSSA (vérifié & partir d’un certain rang mais qui dépend de z!). On
2 2

(—1)n-t n T . . T
— X = — e — = < <
a f() nE>1 - nE>1( 1) WO 27 vérifie le CSSA dés n = 1 donc |Ry,(z)| < EFCEDETER

n+1m0doncCUsueru1shmf £(0)

2. fo(z) = (=" ( L - ) donc f(F) = (=" <( (—1)"ik! — (=1)"ik! ) ce qui donne la CN sur

2 r+in x—in 2 x +in)ktl  (z —in)ktl
k! k!
k k
R de Y f{ par [f{P(z)] < (@2 1 n2)erl S AR

avec k > 1 (la CS pour k = 0 suffit et a déja été prouvée).

1 —n
. T . 2n—1 _ . s ~
Exercice 55 [[sujet] 1. Si|z| < 1, alors fy,(z) W oo © (nQ) et si x| > 1 alors f,(z) Wl donc
DVG
m — 1)a2n72 + a4n72 ( 1 )
g < ( _ 1y B B / ,
2. |fu(@)] <n 1= a2)? ne Ol ) stz € [—a,a] C] —1,1] donc E fr, CN sur tout segment de
(2n _ 1)1.277,72 + 1.47172
|-L1[; f(z)=) n > 0.
’ ; (1— 22)2
. - , . " o _ M1 =)™
Exercice 56 [/sujet] 1. Par récurrence sur n en remarquant que si un(t) < — alors un(t — 7)) < ———— < —

1 T
2. [|unlloc < — donc E u,, CN sur [0, 1] vers ¢ telle que (intégration sur un segment avec CN) u(z) = / u(t—1%)dt;
n! 0
comme t + u(t — t?) est continue, u est C' et u/(t) = u(t — t?).

Exercice 57 |/sujet] 1. f, est continue par récurrence
2. Par récurrence sur n : f, est C", f,(lk)(a) =0sik<n—1et f,g”) = f. Avec Taylor, on en déduit f,(x) =

3. [[falloo,jaa) < ||f‘|oo,[a,x](x;7/7!a)n donc CN sur le segment [a, z] (ou [z, a]) et g(x / £() T/n—_t)ln)!l qt —
’ (t)e"tdt
4. g(z)=€" ' (t)e ™t dt est donc C' et solution de 3/ (z) — y(z) = f(x)
Exercice 58 On pose fult) = " E (1) S sur [0,1] vers £ 5 ¢ e et [£a(t) —e~!] < 2 done (£)

n+t .
CU sur [0, 1] vers f; par intégration lim u,, = / e tdt=1—e"!
0

Exercice 59 1. Ona PP(0) = 0si k < mnouk > 2n et, si k € [n,2n], par la formule de Leibniz,

P (0) = n(n —1)...(2n — k4 1)bp" " (—a)*"* est entier. Puis P,(r — X) = P,(X) donne les dérivées en
r par symétrie.

N
2. u, =q / P, (t)e' dt est un entier par IPP successives avec la question précédente et le fait que ge” € Z. On a
0

1
|1Py exp ||oo < —'r"(br)”er donc (P, exp) CU sur [0,7] vers 0 et par intégration (u,) tend vers 0. Or (u,) est une
n

suite d’entiers, elle est donc nulle & partir d’un certain rang et comme P, exp est continue et positive sur [0, 7], on
en déduit P, exp = 0 sur [0, 7] ce qui est absurde. On vient donc de prouver par 'absurde que si r € Q alors e” est
irrationnel donc en particulier (avec r = 1), e est irrationnel.

Exercice 60 [/sujet] 1. Par récurrence : si f, est C'(R) alors t — /f.(t)2 + 2 est continue sur R donc f, 41 est
C'(R).

2. for1(z) — fo(z) = /Om(fn(t) — fal1(1) Jn(t) + fn1(t)

VI A+ fa(t)? + /12 4 fua(t)?

dt donne le résultat par récurrence sur n

VT RO +¢t2+fn 1(t)?
n+1
On en déduit ||frr1 — fulloo,[—a,a) < h donc Z(an — fn) CN sur tout segment de R ce qui donne la CS

e (fn) et la continuité de f = Z( fn+t1 — fn) par télescopage.
n>1



3. Pour z € R fixé, on vérifie la CU de (g,,) sur [0, z] (ou [z,0]) avec g, (t) = /12 + fn(t)? car |gn(t) —\/t2 + f(£)?] =

50~ 10 T

/ V12 + f(t)?2dt puis f(z / \/12 4+ f(t)2dt ce qui prouve que f est C' par continuité de f et, en dérivant,

fl(@) = y/a® + f(z)?.

< |Ifn = flloo,j0,s] donc par intégration, on obtient lim fri1(x) =

Exercice 61 [[sujet] . |lun|l < || done CVN sur [0, 1]
(2w,
2ParCVN/f £ dt = Z/un £ dt = HM
2mwn,
n>1 n>1
0
3. fest C” sur [0,1] donc LHEOO N Z f ( / f(t)dt (somme de Riemann).

Exercice 62 [[sujel 1. ¢ = el ¢ 0.
xercice e g Ocary>

2. fallo = 2 (21)°

3. Les f,, sont continues sur [0, 1] donc on peut intervertir Z / / sur le segment [0, 1] par CN : Z fu(t) =t par
n>=0

nIPP (—1)n+t

n’l’L

DSE de exp et/ fa(t)dt

Exercice 63 |/sujet] 1. Si # € [~a,a) alors pour n > a, on a (z +n)*> > (a +n)? et (x —n)? > (n — a)? donc

[ frlloc,i~a.a) < nta)? + n—a) donc CVNTS de R.

2. Les deux séries CV donc, avec des changements d’indices, f(z+1) = p(z+1)+ Z olz+k)+ Z plx—h) = f(z)

Cllglls
1422’

3. g est continue sur R et 1-périodique donc bornée et |p(x)g(z)| < intégrable sur R.

1 1 +oo 1
| fnglloo,0,1] < l9llooll frlloc,0,1] donc la série CVN sur [0, 1] et on a/ f(@)g(z)dx = / o(x)g(x) dx—i—Z/ o(x+
0 0 0

1 1
dz+ [ ¢(z—n)g(z) dz. Par changements de variables et avec la 1-périodicité de g, on a / o(z+n)g(z)de =
0 0

) ()
/”H w(u)g(u)du et /1 ol —n)g(x)dx = /n+1 o(u)g(u)du ce qui donne, avec Chasles /1 f(x)g(x)dx =
n+oo 0 —-n , ’ 0
| e,

— 00

n)g(x

Exercice 64 Proche des intégrales de Wallis
1
1. CSSA avec 0 < a,, < / " dt = —
0

2 1
2. Gpyo Hipg( +1)/ (1 —2)%2dt = 3(n+1)( — Gpyo)
0

W

n
3. On prouve Z Gy = ———— dt en utilisant le TCD appliqué & S, (t) = Z(—l)k\/ 1 — t2t* car le TITT est plus
k=0

n>=0 1 +i
1 — (=1)nt1gntl 21 — 2
difficile & appliquer (la CVA de Z an n'est pas évidente) : on a |S, ()] = /1 — ¢2 ( 1 l " < 11
ce qui permettra de conclure
T = oo 1
Exercice 65 |[sujet/| Siz >0, on a (@) = 2;(—1)7L$C6_(2”+1)x puis TITT avec /O ’xe—(2n+1)x dz = a1

. - —-n 1 . . z In(z
Exercice 66 [/sujet] 1. n " < 2 sin>2et ll(r)ne (=) —1

n!

2. IPP successives €} f,,(t)dt = (—1)"W



n 1 n
3. TITT avec ¢* ") = 3 " (Inz)"

n!
n>=0
t* Int)" Lt Int|n Lt nt)n

Exercice 67 [[sujet] ' = Z% et on applique le TITT avec / #dt = (—1)"/ %dt 1P

n>0 0 0

1 ! 1 1
i - r(n) " 1dt= o= — -
(=1) (n1)!(m+1)/0 (Int) (zn + 1)n+l
—~ b1 ok poy 1 — (=1)ntit(ndDa gpb—1

Exercice 68 [[sujet/]| Par TCD avec S,,(t) = Zt TH=D)RR et |S,(8)] =t g < T

k=0

1 1 1
Exercice 69 W / "1 —2a)de = mrl T2 = Gnt DEn+2) et par TITT la somme de la série vaut

1
1
aussi /O ?;11:2 dx = % — 5 ln(2)

tafl 1 to— 1
Exercice 70 [/sujet] 157 S0 e puis i Z )"t si t €]0, 2] et on applique le TITT (z < 1 fixé) avec

z potn 1 1
/ |(—1)"t°‘+"_1| dt = e La derniére somme s’obtient avec o = 3 etz = 3 (poser u = t1/3 pour calculer l'intégrale)
0 a+n

Exercice 71 1. f(t) = et\/—il ¥ % et f(t) =0 (%2)

t) = Z Vite™™ puis TITT (chgt de variable pour le calcul des intégrales)

2 2 1 2 ,
Exercice 72 |/sujet] ili% . sr:i 1= 0 et ea:m, T oo © (ﬁ) donc J existe. Pour x > 0, efi 1= ;3326_% puis on
+oo 2 g
applique le TITT avec f,(z) = 2%¢™™ > 0 et / fn(x)dz = — par deux IPP.
0 n
Exercice 73 [swjet] 1. —— — 1 et — 2—’0—(1)
xercice suje C g o Lot g o 2ee =0l
— +oo +o00
x 2ze™™ >0 _ . PP 2
=272 @ntbz q TITT (H4 / W(2)|de = ———
R DY o puis TITT (1) [ @)l de ™ 2

n=0

t oo e
Exercice 74 Sit >0, smt Z 2sin(t)e~ "D puis TITT avec/ |sin(t)e” @Dt dt < / te~(@ntDt gy 1EP
">0 0 0
1

(2n + 1)2

In(1 —t2)In(¢)

0 donc I existe.

Exercice 75 1. 2 Koot —1In(t) et 2 .
In(1 — 2) In(¢ X -2 (¢ ! 1
2. On applique le TITT avec w = — le::l %U pour t 6]0, 1[ et /0 t2n721 ( )dt IPP m
1 1 2 2 " 1
Pour le calcul, comme m = o + @n - 1)2, on trouve Zm = 2H,, — 2H,,, +

n

2n
! ! 7r2 a1
2(}6_1]{;2_%(2]{)2) mi_2ln(2) en utilisant Hn:]n( )+fy+0 etZkQ :7.

Exercice 76 1. On vérifie a, = O < ) donc Zan CV, (b,) CV vers | donc n® ——— A =¢' > 0.
n?

n—-+o0o

2. a) limﬂ:xetl_(l_t) ~ -1
t—0 t t t—1 (1 —¢)~=



+oo +oo

b) Pourt €]0, 1], (1—t)* = Z(—n”x(”” — . n,(”” ~"+ D done ﬁ = Z(—1)”+1x(”” — . nf”ﬂ —nt e
n=0 ' n=1 ’

1
—z)(l—2z)...n—ax—1 2
puis on applique le TITT avec u,, = / |fn(®)|dt = (co)l=2).. (n-z—-1) done 2L g _ Tt +
0 n X n! Up
1 A
O<n2) donc u,, ~ s etz +2>1.
. . sin ax 1 sin ax
Exercice 77 |[/sujet] 1. T ateo © <?) et %_}0 pramn ks
. o) +o0 +oo
2. s;n a:i = E sinaze " si > 0 puis TITT avec / |sin ame*m| dx < / la|wze™ da = BJ et enfin on
n=1

+oo +o0 ] o
calcule / sin aze ™ dz = Im (/ e~ (nia)z dac) = —
0 0 ne + o

+oo
d
3. Par comparaison a une intégrale I équivaut a / 37 quand « tend vers 400 puis lim I(«a) = il
0 a? 4 t2 a—+oo 2
b’ﬂ
Exercice 78 1. |[fo(2)] < |an|—'e*“ = o(|a,|) donc CN sur tout segment de R™
n! n—+o0o
too IPP Hoo =
2. Par TITT avec/ |[fn(@®)|dt "= |ay|, on trouve/ ft)dt = Zan
0 0 -
1
Exercice 79 1. CM° sur RT et o (t—2) en 400
2. Le TITT ne s’applique pas car la série a trouver n’est pas ACV. f(t) = liIJrrl Z(fl)kcos(t)e*(kﬂ)t puis
n—-+oo
k=0
oo k 1 (1 = (=1 n+1_—(n+1)t
/ cos(t)e” kDt qp = _ k£l et on termine avec le TCD : |S,(t)| = cos(t)(1 = (=1)"" e <
o 1+ (k+1)2 1+et
2| cos(t)|
14 et
Exercice 80 1. CV par CSSA mais pas ACV 2nt1 !
xercice suje . ar mais pas car ——————  ~  —
: P P (2n +1)2 4+ 22 n—+oc 2n
n ) 1—(—1 n+1l,—(2n+2)t
2. On applique le TCD & S,(t) = Z(—l)ke_(2k+1)t cos(wt) = e * (=1 eZt cos(xt) donc |S,(t)] <
= 14e™
2e" oo 2k +1
1 +e intégrable sur RT. On termine avec /0 e~ D cog(at) dt = m
/2 n /2 d+
Exercice 81 [[sujet] Zuk / V¥ cos®(t) dt P . Ttcost par TCD en utilisant la majoration
1— (-1 it 1)t 2 Tt 172
|Sn(t)] = (=1) cos(n + 1)t < . On trouve S :/ — {tan } =1
1+ cost 1+ cost o 2cos?t/2 21,
Exercice 82 [[sujet] , (nt” (1)d Pintégrale d he CV et vaut celle de droit !
xercice suje . —— = o| —= ) donc l'intégrale de gauche et vaut celle de droite par u = —.
j T2 50\ g g p :
. (nt)> X ) o) 1, IPP 2
2. Sit €]0,1] alors i T;J( 1)™(Int)?t*™ puis TITT avec } "(Int)**"| dt Gt
1
Exercice 83 [[sujet] - [[fnllc € —5 donc CN sur R donc f est continue sur R
2. Par CSSA |f(x)] < o2 donc (avec la continuité précédente), f est intégrable sur R. On applique le TCD
A _ oy Lt A ! L 4 li dt =
a Ry(t) = Z P P CSSA, on a |R,(t)] < CESVEEE < 15 g2 done niglm R,(t)dt = 0 ce

k=n-+1

qui donne par linéarité de l'intégrale sur la somme partielle de la série (donc une somme finie) / f(t)de

+o00o +oo n
S f - S Ly

n=1 n=1




sin(7t)
1-1¢

t" 1 sin(nt)

Exercice 84 1. F(t) = T3

(IIRx]lo0) ne tend pas vers 0

; pas de CU car R, (t) = donc R, (1 —1/n) P me~ ! donc
n—-+0o0

1 1 2 IPP 1 1 ) 3
2. TITT avec / | fn(®)|dt = / t"sin(rt)dt < @ —— (2 +/ t"sin(rt)dt | < ———————; on
0 (n+1)(n+2) 0 (n+1)(n+2)

L t)z=m(1-1) T o3
en déduit Z/ fn(t) / sin(rt) d :/ sin(2) dx.
0

n=0

1 1
Exercice 85 [[sujet 1. 0< "(1- = ( - )
xercice / v)de = n+1 n+2
<

2. Par TITT avec/ |z" sin(7x)| da

puis changement de variable u = wx.
0 (n+1)(n+2) 1)(” +2)

1
Exercice 86 [sujet] / —dt T Z/ —t"In(t)dt = Z( 1) %

n=0

somme ﬁme - tn+l 1- thrl f(t)
Exercice 87 [[sujet] =~ — Si I CV alors Zuk f ﬁdt et comme f > 0, f(t) T3 < T—1

k=0

donc Z ug < I donce la série CV (SATP dont les somme partielles sont majorées)

x +oo

— Si Zun CV alors / f ; dt = / Z f(@)t" dt que l'on peut intégrer terme & terme sur le segment [0, x] si

n f n
|x| < 1 par CVN car |f(£)t"] < || f]loox™. Onadonc/ —tdt Z f 3 de < T;Jun car f > 0) donc I

CV (intégrale d’une fonction positive dont une primitive est maJoree)
+oo

En casde CV,ona I = Z u, par TITT (et H4 est la CV de Zun car f > 0).
n=0
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