Intégrales a parametres

I Convergence dominée

Exercice 1 |[Solution|

Déterminer la limite quand n tend vers +oo de :

o0 cos L +o0 “n n n 1 1
/ s dt / (1 + E) g wdr / (1 + E) e 2dx / L R
o 1+ 0 n 0 n o (L—a?)l/s

Exercice 2 (CCP MP 2014) |/Solution|
+oo

d
Calculer lim —x.
n—+oo Jq 1+ a2+ ane®

Exercice 3 (CCP PSI 2010) |[Solution/

Soit o € R.

arctant

1. Etudier Vintégrabilité sur R de f: ¢ — =7

arctant
— dt et limite quand n tend vers +oo.

“+oo
2. Exist de I, = ———
Xistence de /0 t3/2+t

Exercice 4 (CCINP PSI 2018)

1. Montrer que |sinz| < |z| pour tout z € R
sin(t/n)
t(1+t?)
3. Montrer que lim I, =0 et en trouver un équivalent.

n—+oo

+oo
2. Montrer 'existence de I,, = / dt
0

Exercice 5 (CCINP PSI 2021)
Soit I,, = /+°° de pour n > 1.
o l+ntzs
1. Justifier 'existence de I,,.
+oo pl/3gin (#) &

1
2. Montrer que I,, = an avec Jp, = /0 143

+oo
t
3. Montrer que lim J,, = K = / —dt
+o00 0 1+

+oo
1
4. Montrer, par changement de variable que K = / — dt.
0 1+1¢
“+o0
1+4+1¢ 4
5. En déduire 2K — / R
o 1413 3v3
21

6. Conclure I,, ~ ————
onclure I, WERETE

Exercice 6 (Mines-Ponts PSI 2019) |/Solution/

“+o0
arctan(nt)
our n , Ol pOSe In /0 (1 ¥ n4t2)2

1. Justifier I'existence de I,

2. Limite et équivalent de I,, 7

Exercice 7 (Mines-Ponts PSI 2019) |/Solution|
1 n
1. Montrer que I,, = / x72 dx est définie.
o 1+xz+ux

2. Trouver la limite et un équivalent de I,, quand n tend vers +oo.
Exercice 8 (Mines-Ponts PSI 2018) |/Solution/
1
Soit I, = / In(z)In(1 — 2™) dz, pour n > 1.
0

1. Justifier I’existence de I,,.

2. Déterminer lim I,,.
n—-+o0o



3. Déterminer un équivalent de I,

Exercice 9 (CCP PSI 2018) |[Solution/

1. Résoudre I’équation sh(z) = 1.

2. On pose a =In(1 +v/2) et I,, = / (sht)™ dt. Déterminer lim I,,.
0

n—+oo
3. Montrer que nl, + (n —1)I,,_o = V2 pour n > 2.

4. Déterminer un équivalent de I,,.

Exercice 10 (CCINP PSI 2019) |/Solution

P eR I ( ) = / 715
our T on pose x
b p n 0 C] 7lt

1. Montrer que I,(x) existe pour n € N
2. Etudier la convergence simple et la convergence uniforme de (I,,)

3. Trouver une relation entre I,, et I, 4o

In2 Sth
4. En déduire la valeur de I = / 5 dt
0 ch” ¢
Exercice 11 (CCP PSI 2013) |/Solution|
sin(nx)
Pour n >0 et > 0, on pose f,(z) = ——%
nr+x

1. Montrer que les f,, sont prolongeables par continuité en 0 et intégrables sur [0, +oo].

—+oo
2. Montrer que la suite de terme général u,, = / fn(x)dz converge et déterminer sa limite.
0

Exercice 12 (CCP PSI 2017) |/Solution|
t n—1
On pose f,(t) = (1 — E) In(t) sit €]0,n] et fr(t) =0sit>n.

1. Montrer que (f,,) converge simplement sur R™* et déterminer sa limite.

n—-+oo

+o0 n
2. Montrer que / In(t)e *dt = lim / fn(t)dt.
0 0

n 400
1
3. Sachant que Z = In(n) + v + o(1), montrer que / In(t)e " dt = —v. On pourra faire le changement de
k=1 0
variable t = nu puis une IPP.

Exercice 13 (CCP PSI 2018) |[Solution

TN\ .
Pour n > 1 et x € R", on pose f,(x) = (1 B E) sin(z) stz € [0,7]

sinon

1. Etudier la convergence simple de (f,).
. +OO
2. Etudier la convergence de (vp,)n>1, Ol v, = / fn(t)dt.
0

3.a) Etudier les variations de x + In(1 + z) — .

b) En déduire que (f,) converge uniformément.
indication : montrer que |fn(z) — f(x)] < 1— e/t mnin(@-nTY g ¢ [O,n1/4] et |fu(x) — f(x)] < 277 si

x> nl/4
Exercice 14 (Centrale PSI 2011) |/Solution
—+o0
4
1. Pour quels entiers n, I,, = / —— dt est-elle définie ?
0 sint +t"
2. Donner la limite I de (I,,) sous forme d’une intégrale.
3. Calculer lirf n(I, — I) (on pourra faire un changement de variable).
n—-+0o0

Exercice 15 (Centrale PSI 2007) |/Solution

cours : changement de variable.

1
Application : équivalent en +o0o0 de u, = / t"f(t)dt ot f € CO([0,1]) et f(1) # 0.
0



Exercice 16 (CCP PSI 2013) |/Solution|
1
Déterminer la limite de n/ t" f(t)dt ou f est continue sur [0, 1].
0

Exercice 17 (Mines-Ponts MP 2011) |/Solution|

n 1
Calculer  lim i da.
n—+too Jo ane® + 224+ x+1

Exercice 18 (ENTPE-EIVP PC 2014) |/Solution

+oo "

Calculer 'n,ll}g»loo . m dx

Exercice 19 (Mines-Ponts PSI 2013) |/Solution/

+o00
Etudier la convergence de la suite de terme général u,, = / exp(—z™) dz, puis la convergence de la série de terme
1

général u,,.

Exercice 20 (Centrale PSI 2022) |/Solution|

T ] —cos" x
Pour n > 1, on pose u,, = ———dz
0 x

1. Justifier 'existence de u, pour n > 1

+oo 1 — cos™ (w/ﬁ)
n
2. Montrer que u, = Lvn avec v, = / SR S )
0

2V2 tV/t
3. Montrer qu'il existe a > 0 tel que si ¢ € [0, ] alors In(cost) > —2t2

—T

e

%dx:ﬁ.

+oo
4. Déterminer un équivalent de u,, quand n tend vers +oo; on donne /
0

Exercice 21 (ENSEA PSI 2016) |/Solution)

1. Enoncer le théoreme de convergence dominée.

2. Soient (a,) et (b,) deux suites réelles bornées telles qu'il existe ¢ < d pour lesquels Vo € [c,d], (a, cos(nz) +
by, sin(nz)) tend vers 0.

Montrer qu’il existe @, tel que a, cos(nx) + by, sin(nx) = /a2 + b2 cos(nz + @,,).
(a5 +b3)(d = )

d
3. Calculer I, = / (an cos(nx)+by, sin(nr))? dz et montrer qu’a partir d’un certain rang on a I,, > 4
(&

4. Conclure que (ay,) et (b,) tendent vers 0.

II Intégration terme a terme

Exercice 22 (ENSAM PSI 2011) |/Solution)
1
1. Convergence de la série de terme général (—1)"a,, ou a, = / V1 —12¢"dt et calcul de sa somme.
0

2. Etablir une relation entre a,, et a,s.

3. Convergence de la série de terme général a,, et calcul de la somme.

Exercice 23 (Mines-Ponts PSI 2010) [/Solution|

+oo
Justifier la convergence de / s dz et expression sous forme d’une série.
0 chz

Exercice 24 (CCP PSI 2015) |/Solution|

1 1
1. Montrer que E — et I = x* dzx existent.
n>1 nt 0

1
2. Pour (n,p) € N%, on pose f, ,(t) = t*(Int)". Calculer / fnp(t)dt
0

—+00 (71),”4’,1
3. Montrer que I = Z o
n=1

Exercice 25 (Mines-Ponts PSI 2021) |/Solution/

1 +oo
= -1
Soit > 0; on pose = t" dt. Montre e = 7(
2> 0 on pose f(z) = | ntrer que (@) = 3 7o e



Exercice 26 (Mines-Ponts PSI 2007) |/Solution

+oo (_1)n 1 tb_l
Pour a > 0 et b > 0, montrer que E = / —dt
“—an+b o 1+t

Exercice 27 (ENTPE-EIVP PC 2015) |/Solution

1
_1)»
Calculer T;)(l)"/o :1:2"(1 — ) dz de deux fagons différentes et en déduire la valeur de 7;) on +(1)()2n o

Exercice 28 (CCP PSI 2006) |[Solution

1 i 1 = -1)"
Montrer que fa/o ; dt existe pour x €]0, 1] et o > 0. En déduire ,LZ:O 23”((1+)3n)

te-
1+
Exercice 29 (CCINP PSI 2022) |/Solution
+oo 53
t
Soit I = Vi d¢. On donne / et dt = g

0 et —1 0
1. Montrer que I existe

+oo
1
2. Montrer que I = g Z T
— ny/n

Exercice 30 (CCINP PSI 2018) |/Solution

+oo 2 )
Montrer que J = / dz existe et vaut Z —
0 n>1 n

et —1

Exercice 31 (CCINP PSI 2022) |/Solution

—+oo
1. Montrer 'existence de I = / 2 dz
o shz

+o0 2

2. Montrer que I = nzz:o m

Exercice 32 (CCP PSI 2018) |/Solution|

Mot /+°° sin(t) . _ 2*2"’ 1
ontrer que o Sh(t) = 2 (2TL T 1)2 T 1

indication : utiliser |sin(t)| < t pour appliquer le TITT

Exercice 33 (Mines-Ponts PSI 2018) |/Solution/

1 2
In(1 — %) In(¢t
1. Montrer I'existence de I = / w dt.
0
“+o0
2. Montrer que I = E ————5 et en déduire la valeur de I a 'aide de constantes usuelles.
“—n(2n—1)
400 u”
mdication : —In(1 —u) = — s <1
indication n(l —u) 321 — s |u

Exercice 34 (Centrale PSI 2019) |/Solution

n 1
1. Soient (u,) € (R+*)N et a € R tels que Untr _ 4 _ 2 +0 (—2> On pose b, = In(n%uy,) et a, = byy1 — by.
n n

n
A

Montrer que Z an converge et en déduire qu'il existe A > 0 tel que u,, ~ —.
n

1-t)*

1
1—
2. Pour z €] — 1,0[, on pose f(z) = / (f
0

dt.

a) Justifier que f est bien définie.

+oo
A D)tz —1)... (z —
b) A l'aide de 1, montrer que f(z) = Z (1) lz(z—1)...(x —n+1)

— n x n!
+oo
—-1)...(z— 1
indication : (1 —1t)* = Z(—l)”x(x ) '(x nt )t” sift] <1
n!
n=0

Exercice 35 (ENSAM PSI 2015) |/Solution)



+oo
1. Pour a € R, justifier 'existence de I(a) = /
0

2. Montrer que I(a) = ; bJﬁLn? avec (a,b) € R%.

3. En déduire un équivalent de I(a) quand « tend vers +oo.

Exercice 36 (CCINP PSI 2018) [/Solution

Soit (ay) une suite complexe telle que Z |an| converge.

" _ )
1. Montrer que f(z) = E an—re” " est continue sur RT.
n!
n>0

—+oo
2. Montrer que f est intégrable sur R™ et calculer / ft)dte.
0

Exercice 37 (Mines-Ponts PSI 2018) |/Solution/

1 2 +00 2
Int Int
1. Montrerque/ (n?) dt:/ (In?) dt
o 1+1¢2 1 14

+o0 (1

2. Montrer que /

nt)? = (="
:4 S EE———
0 1+t2dt nz::o(

2n+1)3

Exercice 38 (Mines-Ponts PSI 2022) |/Solution
1. Soit a,b > 0. Montrer que : V(z,y) € (R*+)2,/

x

Yy ,—at _ ,—bt bz —t by —t
idt:/ e—dt—/ ¢ at.
t w1 Wt

x y

+o0 e—at —bt

2. En déduire la valeur de / — dt
0

1—et

3. Pour tout n € N, on pose : f,(t) = e~ ()t <1 — ) pour ¢ > 0. Etudier la convergence simple de Z fn-

+oo +o0  rtoo +oo
4. Calculer / fn(t) dt pour tout n € N et montrer que Z / fn = / f ou f est la somme de la série de
0 0’0 0

fonctions E fn-

Exercice 39 (CCINP PSI 2019) |/Solution

+0 cos(t)
1. Montrer que I = / dt existe.
o l+et
400 n
2. Mont I= ) I —
ontrer que nEﬂ( ) T2

Exercice 40 (Mines-Ponts PSI 20121) |/Solution

- . 2n+1
1. Etudier la convergence et la convergence absolue de Z(—l)"@nﬂw
n>=0
= o2n+1 oo gt
2. Montrer que -t = — - cos(zt)dt
d T;)( ) (2n +1)2 + a2 / 1+e 2 (xt)
Exercice 41 (ENSEA PSI 2018) |/Solution)
w/2
Nature et somme de la série Z Up, avec u, = (—1)" / cos™(x) dx.
n>0 0
Exercice 42 (Mines-Télécom PSI 2022) |/Solution
Soit (An)nen une suite de réels positifs croissante qui tend vers +oco.
+oo
1. Montrer que S(x) = Z(—l)"e_)‘"”’ est continue et intégrable sur R**
n=0
2. Montrer que / S(x)dz = Z
0 n=0 )\n

Exercice 43 (Mines-Ponts PSI 2015) |/Solution/



(=D"

n2 + 22’

1. Déterminer le domaine de convergence de f(x) = Z
n>1

2. Montrer que f est intégrable sur R et calculer cette intégrale.
indication : pour le calcul de ’intégrale, on a calculé la somme de la série dans le chapitre sur les séries.

Exercice 44 (AADN PSI 2012) [/Solution

1. Montrer que la série de fonctions définies sur [0,1] par f,(t) = t"sin(wt) converge simplement et déterminer la
somme de Z fn notée F. Y a-t-il convergence uniforme ?

n>0
1 S
2. Montrer que Z/ fn(t)dt 2/ e 19
n>070 o <

Exercice 45 (CCP PSI 2018) |/Solution|
1
Soit u, = / x" sin(mx) dz.
0
1. Montrer que Zun converge.

1
indication : montrer que u, = O ( ) soit par IPP, soit en vérifiant que sin(nz) < 7(1 — x)

n?
= T sint
2. Montrer que E Uy, = / — dt.
— o 1
n=0
Exercice 46 (TPE-EIVP PSI 2018) |/Solution|
1 +o0 2
Int ™
Existence et valeur de —— dt sachant que — = —.
x v /0 t—1 4 7; n? 6

Exercice 47 (Mines-Ponts PSI 2022) |/Solution/

1
Soit f € €°([0,1],RT). On pose u, = / f(®)t" dt pour tout n € Net I = / /()
0 0

1—t
Montrer que I et Z Uy, sont de méme nature . Lien entre les deux en cas de convergence ?

dt.

IIT Continuité

Exercice 48 (CCP PSI 2018) |[Solution
—+oo

dt
1. Mont = P S
ontrer que f(x) /0 T
1 a n bt +c
1+83 14+t 1—t+t

3. Déterminer la limite de f en 4o0.

Exercice 49 (CCP PSI 2021) |/Solution|
+oo

Soit f(x) :/ t*le7tdt.
0

1. Vérifier que le domaine de définition de f est R™* et que f est continue.

est définie et continue sur RT.

2. Trouver (a,b, c) tel que 5 et déterminer f(0).

n _1 n
2. Soit v, = / In(f(u)) du; Etudier la nature de Z %

1 n
T

Indication donnée : poser ¢(x) = / In(f(w)) du.

r—1
Exercice 50 (CCINP PSI 2022) |/Solution

+o0 d
Soit f(x) :/0 m

Déterminer le domaine de définition D de f.
Montrer que f est continue sur D.
Montrer que si z € D alors 1 —x € D et f(x) = f(1 — x)

Déterminer la limite de f aux bornes de D.

Wb



Exercice 51 (CCP PSI 2022) |/Solution|

+oo te—ta:
Soit f:x eR |—>/ dt

1. Donner le domame de deﬁnltion de f.
2. Déterminer la limite de f en +o0.

3. Pour tout = > 0, calculer f(z —1) — f(x).
En déduire une expression de f sous la forme d’une série de fonctions.

4. Proposer une autre méthode pour décomposer f(x) en somme de série; obtient-on la méme série ?

Exercice 52 (Mines-Ponts PC 2015) [/Solution

1
dt
Déterminer le domaine de définition et la limite en +oo de f(z) = / A=
, (1—

Exercice 53 (Mines-Ponts PC 2006) |/Solution

Montrer que pour z > 0, f(z) = / e " arctantdt est définie. Montrer que f est continue sur R™* et trouver un
0

équivalent de f en 0.

Exercice 54 (Mines-Ponts PSI 2021) W
+o0 —t2
e
Soit f(x) :/

o L4222
1. Montrer que f est définie et continue sur R.
1
2. Montrer que si u > 0, 0 < <l—u+u?— \u3
14w

3. Montrer que f admet un DL5(0)

Exercice 55 (Mines-Ponts PSI 2010) |/Solution/

e—t

+oo
Ensemble de définition, continuité, monotonie et équivalent en +o0o de f définie par f(z) = / m dt?
0 x

indication : poser u = xt pour l’étude en +oo.

Exercice 56 (Centrale PSI 2016) |/Solution
v dt

1. Montrer la convergence, pour z > 0 de f(x) = o)
+ e —

2. Déterminer la limite de f en +oo.
indication : pour toute la suite de ’exercice, poser t = xu ; pour la limite, TCD.

3. Justifier que f est prolongeable par continuité en 0

Exercice 57 (Mines-Ponts PC 2009) |/Solution
f(w)

On note FE 'ensemble des fonctions continues sur |0, +oo telles que Vs > 0, n est intégrable sur R™*.
u+s

1. Comparer E & Iensemble L des fonctions intégrables sur RT™ du point de vue de I'inclusion.

2. Pour quelles valeurs de a, f, définie par fo(u) = u®"! est-elle dans E ?

S

400
3. Mont F(s) =
ontrer que fu(s) /0 T u

du est proportionnelle & f,(s).

4. Montrer que f 1S / T) du est continue sur R™*, si f € E, et donner sa limite en +oo0.
0 s+u

IV Classe C! et plus
Exercice 58 (CCP PSI 2017) |[Solution
1
In(1 t)
1. Montrer que le domaine de définition de g(z / al + ° dt contient | — 1, 1[.
0

2. Montrer que g est C' sur ] — 1,1[ et calculer ¢/(z) de deux facons différente.
indication : u = xt pour une des deuxr méthodes.

Exercice 59 |/Solution

+oo et
Calculer (en dérivant) : / ——dt
0



Exercice 60 (Mines-Télécom PSI 2022) |/Solution

+oo e—t _ =2t

Soit f(x) = /0 fe cos(zt) dt

1. Déterminer le domaine de définition D de f et montrer que f est C' sur D
2. Calculer f/ puis f.

indication : Pour trouver la constante d’intégration, on peut faire une IPP (en primitivant cos(xt))

Exercice 61 (CCINP PSI 2022) |/Solution

+oo _—uxt ht
Soit g(x) = / L
O t

1. Déterminer I’ensemble de définition de g.

2. Montrer que g est de classe C! et calculer ¢’ (x).
3. Déterminer la limite de la suite (g(n))n>0
4

. En déduire la valeur de g(z)

Exercice 62 (CCINP PSI 2022) |/Solution
+oo —t
Soit p(z) = / eT sin(at) dt
0
1. Montrer que ¢ est définie sur R

2. Montrer que @ est continue et dérivable sur R

3. Calculer ¢’ puis ¢ & 'aide de fonctions usuelles.

Exercice 63 (CCP PSI 2013) |[Solution

+oo 1— e—th
Apreés avoir démontré son existence, calculer F(z) = /
0

12
montrer que F' est dérivable).

Exercice 64 (Mines-Télécom PSI 2017) |/Solution|

1
t—1

Soit = t*——dt
oit g(x) /0 7

1. Montrer que g est définie sur D =] — 1, +o0][.

2. Montrer que g est de classe C! sur D et en trouver une expression simple.

Exercice 65 (Mines-Ponts PSI 2019) |/Solution/

+o0 eimt —1
Existence et calcul de T'(z) = / ; e tdt.
0

Exercice 66 (Mines-Télécom PSI 2022) |/Solution

oo dt
On considere f : z +— / _
o x+cht

1. Montrer que f définie sur | — 1, +o0|.
2. Montrer que f est de classe C*.

3. Montrer 'existence et déterminer la valeur de la limite de f en +o00

Exercice 67 (Mines-Ponts PC 2015) |/Solution

1
Etudier le domaine de définition, la continuité et la dérivabilité de ¢(x) = / t"In(1 — t) dt.
0

Exercice 68 (ENSAM PSI 2018) |/Solution)

On pose )= [
n pose fnp(x) = | 1o

1. Déterminer I’ensemble de définition de f, et calculer f;.

pour n > 1.

2. Montrer que f, est C' sur R™ et trouver une relation entre f,, 1 et f..

3. Déterminer f,.

Exercice 69 (CCP PSI 2013) |[Solution

—+o00
1. Justifier la convergence de I = / e~ dt.
0

1 o—a?(144%)

2. Soient F(z) = /

o 1+t

+o0 2
dt, sachant que / eV dt =
0

x
s— dt et G(x) = / e~'* dt. Montrer que F' + G? est constante.
0

i

(on pourra



3. Déterminer la limite de F' en +o0o et en déduire la valeur de I.

Exercice 70 (ENSAM PSI 2015) |/Solution/
—z2(1+t2)
e

—+o0
1. Continuité et dérivabilité de f : x — / ——— dt?
0 141

xr
2. Exprimer f en fonction de g(z) = / e dt.
0
+o0 R
3. Déterminer Em f et en déduire la valeur de / e~V dt.
o0
0

Exercice 71 (CCINP PSI 2022) |/Solution

—+o0
arctan(zt)
Soit = —=dt
oit () /O t(1+ %)
1. Montrer que g est définie sur R et impaire

2. Montrer que g est dérivable sur R™

1 1 1 x?
3. Veérifier, 1, - ( -
frifier, powr # 2 1, G ) T T2 T2 1102

) et en déduire la valeur de ¢'(z) pour x > 0.

4. Montrer que g(z) = gln(l + ) pour = > 0.

“+o0 2
5. Calculer / (M) at.
0

Exercice 72 (Centrale PC 2015) |/Solution

+o00
t t
1. Montrer que f(z) :/ arctan(z/t)
0

e dt est C sur RT™.

T Int b ont
2. En déduire que, pour = € [0, 1], f(z) = / t2n 1 dt; calculer / 1;171
0 - o " —

Exercice 73 (CCINP PSI 2021) |/Solution
, e dt
Soit F(z) =
0

14t
1. Trouver le domaine de définition D de F.
2. Montrer que F' est continue sur D.
O In(t)t” ( T

e
/

3. Montrer que F est C' sur un domaine & préciser et, a I'aide d’un changement de variable, que F’(z) = / 2

1 (1+41t%)2
En déduire les variations de F'.

4. Déterminer les limites de F' en +oo et en 1.

Exercice 74 (Mines-Ponts PSI 2014) [/Solution|

+o0o e—xt _ e—yt
Soit F(m):/ fdt pour y >0
0

1. Montrer que F est de classe C* sur R™* et déterminer F’.
2. En déduire la valeur de F.

Exercice 75 (Mines-Ponts PSI 2016) |/Solution/

+oo e—at _ e—bt
Soient a,b > 0 distincts et F'(z) = /
0

" cos(zt) dt

1. Montrer que F est définie et C! sur R.

1. z22+44d?

2. Montrer que F(z) = 3 In PO +C
1 +o00 e—at _ e—bt

3. Montrer que F(x) = —f/ B'(t) sin(zt) dt ou h(t) = — et en déduire la valeur de C.
Z Jo

Exercice 76 (ICNA PSI 2010) [/Solution

1 e~ arctan(zt)
1. Montrer que f(z) z/
0

Ry dt est définie pour tout = > 0.

2. Montrer que 0 < f(z) < % et calculer f(0).

3. Montrer que f est de classe C! et décroissante sur RT.



4. Montrer que Iéquation f(z) = 2 admet une unique solution.
Exercice 77 (Mines-Ponts PSI 2022) |/Solution/
1
t
Soient z € RT et f(x) :/ cos( T ) dt
0 T+t

1. Montrer que f est continue sur R et C! sur R™*
2. Calculer f(0) et Emf

xm
3. En utilisant les deux changements de variable u = x + ¢t puis v = —, montrer que f est dérivable en 0.
u

indication : c’est sur f'(z) qu’il faut faire ces chgt de variable

Exercice 78 (Centrale PSI 2013) |/Solution|

1. Déterminer I’ensemble de définition et les variations de f(z) = /

——dt
0 V1+td
2. Montrer que f est de classe C sur son ensemble de définition et déterminer la limite de f en 0.
3. f est-elle intégrable sur |0, 1] et [1,4o00[?
Exercice 79 (Mines-Ponts PSI 2013) |/Solution/

“+o0
1-— t
1. Montrer que F' définie par F'(z) = / %()
0

+oo tSe—xt

et dt est définie et continue sur RY.

2. Donner sa limite en +oo.
3. Montrer que F est de classe C? sur R**, calculer F” puis F (0).

Exercice 80 (Mines-Ponts PSI 2017) |/Solution/

+oo —ta?

1. Montrer que f(z) = dt est définie et C* sur RT*.

0 Vt+t3

2. Calculer la limite et déterminer un équivalent de f en 4occ.

Exercice 81 (Centrale PC 2015) |/Solution|
+o0 itx
1. Montrer que f(z) = /OO (117#)2 dt est C? sur R.
+oo itx

2. Montrer que g(z) = / 117152 dt est C' sur R*.

— 00

indication : relier g a f.

Exercice 82 (AADN PSI 2009) |/Solution|

+oo
1-— t
Montrer que f(z) = / %(x)e_t dt est de classe C2. Calculer f” puis f.
0

Exercice 83 (Centrale PSI 2016) |/Solution|
1

+oo 1— e—aﬁt
1. Montrer que f, définie pour & > 0 par f(z) = 7/
0

2
3 dt est C*.

T 1+t

2. Trouver un équivalent de f en +oo, puis en 0.

indication : poser g(x) = zf(x), la limite de g en +00 se calcule avec le TCD. Pour ’équivalent en O :

que g (x) + = converge en 0 puis que g'(z) + In(x) converge en 0 avant de revenir a g(z).
x

Exercice 84 (ENSAM PSI 2007) |/Solution)

—+oo
arctan(tx)
Montrer que f(x) :/ _—
0 141¢2

Exercice 85 (Mines-Ponts PSI 2019) |/Solution/

1

t* In(t

1. Montrer que f(x) :/ ” n(®)
o t—

dt existe pour z € D =] — 1, +o0].

2. Montrer que f est C* sur D.

Exercice 86 (Mines-Télécom PSI 2018) |/Solution|

e
cos2t + xsin?t

montrer

dt est C° sur R et C' sur R™. Calculer f(0), f(z) et la limite de f en +oo.

/2 dt /2 sin? ¢
Calculer, pour > 0, I(x) = / ——— et J(x) = / ( dt; on pourra poser u = tan(t)
0 0

cos? t + xsin? )2
pour calculer I(z).



Exercice 87 (CCINP PSI 2021) |/Solution
—+o0
Soit F(x) = / cos(zt?)e ! dt.
0

1. Montrer que F est définie sur R.

2. Montrer que F est C* sur R.

3. Calculer F"™(0). F est-elle DSE ?
Exercice 88 (CCP PSI 2010) |[Solution

1 1/ 1
Soit f continue sur [0,1], & valeurs dans R**; on pose F(z) = (/ (f(®)* dt) et G(x) = / (f(¢))* dt. Calculer
0 0

1
;(ln G(z) —In G(0)) et en déduire que F admet une limite en 0 & déterminer.

V Equations différentielles

Exercice 89 (Mines-Télécom PSI 2019) |/Solution

1. Enoncer le théoréme de dérivation des intégrales & parameétres
+oo
2. Montrer que f : x / ch(zt)e™ dt est C* sur R.
0

3. Trouver une équation différentielle vérifiée par f est la valeur de f(x) en fonction de f(0).

Exercice 90 (CCINP PSI 2021) |/Solution
—+oo
Soit f(x) = / cos(:zct)e*t2 dt
0
1. Montrer que f est définie et continue sur R.

2. Montrer que f est dérivable et vérifie une équation différentielle du premier ordre sur R.

1
3. Résoudre cette équation et en déduire une expression simple de f; on donne f(0) = 5\/E

Exercice 91 (CCP PSI 2018) |[Solution
“+oo

Soit f(t) :/ (:os(2xt)e*“”2 dz.
0

1. Montrer que f est définie sur R.

N

. Montrer que f est C' sur R et exprimer f’(t).

. Déterminer f(t) sachant f(0) = g

. Montrer que f est C* sur R et déterminer f(™ (t).

Exercice 92 (CCP MP 2015) [/Solution

+oo e—mt
Soit = dt.
oit f(x) /0 i1

1. Montrer que f vérifie sur R** une équation différentielle d’ordre 1.

w

N

2. Déterminer un équivalent de f en +o0.

Exercice 93 (Centrale PSI 2019) |/Solution|

2

+oo
1. Montrer que f(z) = / exp <—t2 — %) dt est définie et continue sur R.
0

2. Montrer que f est dérivable sur R*.

+oo
3. En déduire la valeur de f; on donne / eV dt = g
0

Exercice 94 (CCP PC 2015) |/Solution/

+oo efzct
Soit F(x) = / dt
0 T+t

1. Montrer que F(x) n’existe que pour x > 0 et déterminer la limite de F' en +oc.

2
2. Montrer que F est C' sur R™ et que 22F(x) — F'(z) = =.

x
En déduire que F est C* sur RT*,




+oo —t2

3. Montrer que F(x) = 2™ / — dt et en déduire que F(x) ~ —2In(x).

z x—0

Exercice 95 (ENSAM PSI 2013) |/Solution)
+oo —xt
1. Montrer que g(z) = / 12_7# dt est de classe C? sur ]0, +o0[.
0

2. Trouver une équation différentielle d’ordre 2 vérifiée par g et en déduire que, pour = > 0, on a :
T gint . T cost
g(z) = cos(x) / — dt — sin(x) / 4 dt.
x

x

Exercice 96 (Mines-Télécom PSI 2022) |/Solution|

+oo e—xt

1. Montrer que f est définie et de classe C? sur ]0, +oo].

1
2. Montrer que f est solution sur R™ de 3/ +y = —
x

3. Montrer que f est 'unique solution sur RT* de cette équation différentielle, telle que Emy =0
oo

Exercice 97 (CCP PSI 2010 partiel) |[/Solution
( 31 2010 partiel) [[Solution]

Montrer que f(z) = / cos(z cost)dt est C* et calculer zf”(x) + f'(z) + x f(z).
0

Exercice 98 (CCP PSI 2009) |[Solution
“+oo
1. Montrer que f définie par f(x) = / In(t)e™ " dt est de classe C' (sur?).
0

c—Inx

2. Montrer qu’il existe une constante ¢ telle que f(z) = . (on pourra étudier f(z) + zf'(x))

Exercice 99 (CCP PSI 2011) |/Solution|

+o00
1—
1. Trouver ’ensemble de définition D de f(x) = /
0

cos(xt)
t2 (14 t?)

2. Montrer que f est continue sur D puis qu’elle est de classe CZ.

dt.

3. Montrer qu'il existe (a,b) € R? tels que, pour = > 0, f(x) — f”(x) = ax + b (on ne cherchera pas & calculer a) puis
calculer f.

Exercice 100 (ENSEA-ENSIIE PSI 2014) |/Solution|

+o00o eftw2
Soit F(t) = ——d
oit F(t) /0 ol

1. Montrer que F est continue sur R et C! sur R**.
¢ 2 oo 2 ﬁ
2. Exprimer F(t) en fonction de 6(t) = / e " dv;on donne/ e ¥ do = 5 (trouver une équation différentielle
0 0

d’ordre 1 vérifiée par F.)

Exercice 101 (Mines-Ponts PSI 2018) [/Solution

+oo e—teitx
Soit f(x :/ dt.
f(x) ; 7

1. Montrer que f est définie et C! sur R.

2. Montrer que lim f(z)=0.
r——+00

1 1 to et
indication : commencer par montrer que pour € > 0, |f(z)] < 2v/e + + / ——=dt avec une
g

evVl+a?  2V1+ a2 tVt
IPP.
3. Déterminer f a l'aide de fonctions usuelles (et de f(0)).

Exercice 102 (Mines-Ponts PSI 2019) |/Solution

—+oo
1. Montrer que Fy(x) = / ek sin (met) dt est définie et continue sur R pour k € N*.
0

2. Montrer que pour k > 2, F}; est solution de zy’ — ky = — sin(x).



VI Autres
Exercice 103 (Mines-Ponts PSI 2019) |/Solution

/4
1. Etudier et représenter f(z) = / e~ ®tan(®) qp
0

2. Etudier (u,) définie par ug € R et w1 = f(uy).
3. f est-elle intégrable sur R~ 7 et sur R* ?



Exercice 1 |[sujet/| TCD & chaque fois

Solutions
cos% d limit /+°° dt o«
e STre onc limite ; x2 "2
2
o~ (1+3) " sie=1
2. ‘(1+) r| < 2
n -

+oo
si n > 2 donc limite / e Fdr=1.
7z si z €]0,1] 0

+oo
3. On prolonge par 0 sur |n, +oo[ puis | f,(z)| < e™* donc limite / e fdt=1.
0
4. |on Inz

[1n x|
(1—22)1/4

1
Lo Inz
< - x2)1/4 donc limite /0 0
1
Exercice 2 |/sujet] ‘1 T
x

+ x'lle—il)

1— 22)i/4 dw

1 1 a
< donc limite / oc
14 22 0

Exercice 3 |/sujet/

o
1+22 4
1 ™ e s 4k . .
1. f(t) o faT et f(t) D g donc f, est intégrable sur R™ si et seulement si « €]1, 2].
U arctant
2. [fu(t)] < f3/2 donc limite/0 Wdt
Exercice 4 |/sujet] 1. Etude de fct
sin(t/n)

1 sin(t/n)
— — et
t(1+1t%) t=0 n

t(1+ £2) ttoo (
1 [t at
3. |I| < f/ @
n 142

(qui existe) par Q1 donc lim I, = 0. Puis par TCD, nl, ——
nsin(t/n) < 1

t3) donc I,, existe.

< 1
M | STre @

“+oo

dt
Exercice 5 [[sujet]

= — car
n—+oo  Jq 14 ¢2 2
1. sin(nx) _ 0 (i)
1+ ntz3 s—+4o0 3
2. Poser t = zn?/?
3. Par TCD avec | f,,(t)| <

T (sl < ul)

dt
5. facile

: . e teo 2
4. Ajouter les 2 valeurs de K puis 2K = > == - - -
o 1-tHP 30 g

t t
Exercice 6 |/sujet] 1. ¢ an(nt)

V3
T

(1 4+ n*t2)? t—+o0o0 2n8t*

. arctan(nt)

2. lim1, = 0 par TCD avec (15 22
+o0

/0 m du =1 par TCD avec

< /2 ouis I, u=n?t 1 o0 arctan(u/n)
(1+41t2)2 n? Jo (1+u?)?
arctan(u/n)
(14 u?)?

Exercice 7 |[sujet]

1. fct continue sur [0, 1]
1
2.0<In</a:"dx
0

/1 ul/m
0

—— donc lim I, = 0 (ou par TCD en dominant par 1); on pose u
1
du
1+ ul/n 4 2/n du n—+o00

/2
(1 +u?)?

du donc limn3I,

- xn
u /L
- = = [)a] TCD
avec
EXGICICG 8 'S’LL]elf

:nl, =
1+u1/n +u2/n
1. In(z)In(1 —2™) =

o(Inz) et In(z)In(1 — 2™) ~ (z—1)In(1—2") —0
T—
2. |In(z)In(1 — z2™)| = |Inz| x (—In(1l — 2")) < |Inz| X (—In(l — z)) donc lim I,, = 0.
1 —
3.1, = iz Inuln(l - u) u)ul/"du puis
n? Jo u

Inuln(l —w)
~ Inu et — 0) donc I, ~
—0 u—1

x—1
u

W/ < Inuln(l —w)
u
1 p—
%avecC:/ Inuln(l —w)
n
0

du > 0.
U

qui est intégrable sur 0, 1[ (car
u



Exercice 9 1.she=1"E X2 2X-1=0&X=1+V2car X =¢® >0
2. lim [, = 0 par TCD car |sh™¢| < 1 sur [0, o]
3. IPP
4. (I,,) est décroissante donc (2n — 1)1, < nl, + (n — 1)I,_2 < (2n — 1)1, puis I,, ~ %ﬂ

Exercice 10 1. F est CM" sur [0, 2] (ou [z, 0])

1 o dt
2. Par TCD (sur [0, z]), ngmool () =0 car ch"t‘ < 1;la CV est uniforme car |1, |00 = /0 P i 0 par
TCD avec gl S oy powrn >1
T ch?+ —sh?t IPP —1 * 1
3. I, 412(x) = ——————dt = I,(x) — [sht — I, (x
#27) /0 ch"?¢ (@) (n+41)ch"*¢ n+1 ()

4. I = I1(In2) — I5(In2) puis I; se calcule en posant u = e*

. - : — — 1
Exercice 11 1. 31615)% fa(z) =1et fu(x) i 0 (P)

1 . “+oo
2. |fulz)| < { 22 sie>1 car |sin(nx)| < nz donc limun:/ 0dt =0.
0

1 siz€0,1]
Exercice 12 . (fu) CS vers e 'In(t) (forme exponentielle et DL)
2. |fu(®)] < |1n( )|€ (0w < Y n(t)]e ™ sin > 2

3. /0 fn(t)dt:nln(n)/o (1—u)"~ du+n/0 (1—1u)"_ In(u) du puis nln(n)/o (1—w)" " du=In(n) etn/o (1—
1 PP O =1 N o de e
w)" " n(u)du = /0 ” du = Ig)/o (1—w)"du=—H,.

Exercice 13 [[sujet] 1. (fn) CS sur RT vers z — e “sin(x)

: 1 "
2. limv, = / e “sin(x)dx = = par TCD avec |f,(z)| < e *|sinz| < e™®
0

2
3.a) z—In(l+x)—x croit sur ] ] et décroit sur R
b) Size [O,Tl], |fn(1‘) *f( )| <e enln(lfa:/n) < 176m+nln(17m/n) donce |fn(x) *f($)| < 176n1/4+n1n(17n—3/4)

sur [0,n'/4]. Si z > n'/* alors |f,(z) — f(z)] < 2¢7% < 2¢"" . En regroupant les deux, on a ||fn, — f|loo <

o 1/4 1/4 . —3/4
%2¢~ M -‘1-(1—6" +nln(l—n )) B
n—-+oo

Exercice 14 |/sujet] 1. fo nest pas CM? sur R™ car lim fo(t) = +oo; fult) ~ ——

tos 3 t—+oo tn—1

[1,4+00[ que pour n > 3 (et 'intégrale DV si f,, n’est pas intégrable car f, > 0 au voisinage de +o00). Enfin
li(r)nfnzlsin23.

n’est intégrable sur

t
1oy VER—] sit>1
2. 1= [ avprinol<d Upt
o sin(t) , si t €]0,1]
sin(t)
+oo 2/n—1 1 1/n 2/n—1 2/3-1
u=t u u u

3. (I, — 1) "= Y qu-— du pui < ,

g ) /1 u + sin(ul/n) “ /0 sin(ul/™)(u + sin(ul/™)) 4 pws pat Ty sin(ul/™) u—1) ona

+o00 u2/n71 +o00 du 1 ul/n 1 du
I M qu-= Wy du =
nrtoo Jy utsin(ut/m) /1 w(u+sin(l)) © noteo Jy sin(ul/m)(u + sin(wt/m)) /0 sin(1)(u + sin(1))
ut/m 1 . . .
par S (ul/™) (u T sin(ui /™) < Sin (a1 /%) (u 1 sin (w1 79)) puisque sin est croissante sur [0, 1].

1 1
Exercice 15 On pose u =t" : nu, = / ut/" f (™) duy —— 1f(1)du = f(1) par TCD et continuité de
0

n—-+oo 0

fen 1 avec ’ul/”f(ul/”)‘ < |Iflloo car f est continue sur le segment [0, 1] donc bornée.

Exercice 16 n/ t"f = / ul/m f dU~—~—>/ f@ = f(1) car [u/" f (/™) < || ]l
0

n—-+o0o



" 1 ! 1
Exercice 17 |[sujet/]| On compléte par 0 sur |n,+oo[ puis lim Tt de = / de car
0

n—+oo Jo ane® + 22+ +1 2+ x+1
1
@< PArr
——— siz>1
e?+ax2+ax+1
+o00  .m 1 +00 4 0 1 size€]0,1]
Exercice 18 |[sujet/| On a ngrfoo/o mdx :/0 dx—|—/1 poll CU"*?-i-l‘ < _ siz>1
x
=" 1 Foo +oo e v
Exercice 19 [[sujet] limu,, = 0 car |exp(—z")| < e " puisu, "= — / e %u!/"=1 du donc nu, P —du =
nJq n—+oo  Jg U
C
C >0 car ’e*“ul/"*ll < e " donc u, ~ — (positif) et Zun DV.
n
E ice 20 [fsujel] 1 1—cos"x n tl—cos”x_O(l)
xercice suge . o 5 3 ° = = 2):
2t
2. on pose T = \/ —
n
3. lim In(cost) _ 1
0 12 2
1 — cos™ (\/%) 1 et
4. on trouve la limite de (v,) par TCD :si f,(t) = ————=—=,ona lim f,(t) = ———. Reste la domination :
n——+o0o tﬁ
2
sit > 1 alors |f,(t)] < 7; sit < 1 alors \/ € {0 \/>} | si n > ng (nog ne dépend pas de t) et
2t /2t 2t 1—e ¥
cos ( n) exp{nncos( n) exp n— e n a donc | f,(t)| = fu(t) i sur 0, 1] si
n = ngo.
+o0 -z +oo —x
1-— 2 z=t2 2 vV
On a donc lim vn:/ A H;Pf/ S P —\/m. Au final, unwﬂ
n——+oo 0 ;U\/E 3 Jo \/5 3 3\/5

Exercice 21 |[/sujet] 1. cours

by
et sin(yy)

an B
a2 + b2 a2

2. il suffit que cos(p,) = donc ¢, est un argument du complexe a,, — ib, (qui

est non nul)

(d —c)(az +b7)
2

. d
2 2
sin(2nz + (,Dn):| ce qui donnera la minoration

4n
a partir d’un certain rang (1/2 > 1/4!)

d—
3. OnaIn:(ai—i—b%)( 2C—|—{ )donclim]n:

C

4. Si (a,) ou (b,) ne tend pas vers 0, la minoration précédente prouve que (I,,) ne tend pas vers 0, ce qui est absurde
car |ay, cos(nx) + by, sin(nz)| < K (car (a,) et (by,) sont bornée) donc le TCD donne lim I,, = 0.

Exercice 22 Proche des intégrales de Wallis

1
1
1. CSSA avecOgang/ tdt = —
0 n

2 ! 2
2. 4y X S+ 1)/ (1= £2)%2dt = Z(n -+ 1)(an — ana)
0
3. On prouve Z Gy = / dt en utilisant le TCD appliqué a S,,(t) = Z(—l)k\/ 1 — #2t* car le TITT est plus
n>0 k=0
1—(—1 n+1tn+1 2v1 — 2
difficile & appliquer (la CVA de Z ap, n'est pas évidente) : on a S, ()| = V1 — 2 ( 1 l " < 11
ce qui permettra de conclure
T = + 1
Exercice 23 Siz>0,0na (@) = 2;;0( 1)"ze” 7% puis TITT avec /0 ’ —@nibel gy = Gt 1e
1
Exercice 24 [[sujet] 1.n"< s 2 et li(r)n ern(x) _
n
n!

2. IPP successives €5 f, p(t)dt = (—=1)" ———



n 1 n
3. TITT avec ¢* ") = 3 " (Inz)"

n!
n>=0
t* Int)" Lt Int|n Lt nt)n

Exercice 25 [[sujet] t* = Z% et on applique le TITT avec / #dt = (—1)"/ %dt 1P

n>0 0 0

1 ! 1 1
_1n+ 2 nt) " tdt = ... =
(=1) m1ﬂ@n+1yé (Int) (zn + 1)n+l
Exercice 26 Par TCD avee S () antb—l( 1Y o |8, (1)] = ot Lm (G 2
xercice r w(t) = - n(t)| = <
sujet]| Pa avec e T T

k=0

1 1 1
Exercice 27 W / "1 —2a)de = mrl T2 = Gnt DEn+2) et par TITT la somme de la série vaut

1
1
aussi /O ?;11:2 dx = % — 5 ln(2)

tafl 1 to— 1
Exercice 28 |/sujet] 157 S0 e puis i Z )"t si t €]0, 2] et on applique le TITT (z < 1 fixé) avec
—

z potn 1 1
/ |(—1)"t°‘+"_1| dt = e La derniére somme s’obtient avec o = 3 etz = 3 (poser u = t1/3 pour calculer l'intégrale)
0 a+n

Exercice 29 1. f(t) = et\/—il ¥ % et f(t) =0 (%2)

t) = Z Vite™™ puis TITT (chgt de variable pour le calcul des intégrales)

2 2 1 2 ,
Exercice 30 |/sujet] ili% . sr:i 1= 0 et ea:m, T oo © (ﬁ) donc J existe. Pour x > 0, efi 1= ;3326_% puis on
+oo 2 g
applique le TITT avec f,(z) = 2%¢™™ > 0 et / fn(x)dz = — par deux IPP.
0 n
Exercice 31 1.2 slet -2 ~ 2e =0 (i)
shz z—0 shz +oo x?
_ “+oo +00
x 2ze™™ >0 _ . PP 2
=272 @ntbz q TITT (H4 / W(2)|de = ———
R DY o puis TITT (1) [ @)l de ™ 2

n=0

t oo e
Exercice 32 Sit >0, smt Z 2sin(t)e~ "D puis TITT avec/ |sin(t)e” @Dt dt < / te~(@ntDt gy 1EP
">0 0 0
1

(2n + 1)2

In(1 —t2)In(¢)

0 donc I existe.

Exercice 33 1. 2 Kot In(t) et 2 .
In(1 — 2) In(¢ X -2 (¢ ! 1
2. On applique le TITT avec w = — le::l %U pour t 6]0, 1[ et /0 t2n721 ( )dt IPP m
1 1 2 2 " 1
Pour le calcul, comme m = o + @n - 1)2, on trouve Zm = 2H,, — 2H,,, +

n

2n
! ! 7r2 a1
2(}6_1]{;2_%(2]{)2) mi_2ln(2) en utilisant Hn:]n( )+fy+0 etZkQ :7.

Exercice 34 1. On vérifie a, = O < ) donc Zan CV, (b,) CV vers | donc n® ——— A =¢' > 0.
n?

n—-+o0o

2. a) limﬂ:xetl_(l_t) ~ -1
t—0 t t t—1 (1 —¢)~=



+o0o T +oo
b) Pourt €]0, 1], (1—t)* = Z(—n”x(”” — . n,(”” ~"+ D done ﬁ = Z(—1)”+1x(”” — . nf”ﬂ —nt e

n=0 n=1
1
—z)(l—z)...(n—xz—1 2
puis on applique le TITT avec u,, = / |fn(®)|dt = (co)l=2).. (n-z—-1) done 2L g _ Tt +
0 n X n! Up
1 A
O<n2) donc u,, ~ s etz +2>1.
sin ax 1 sin ax
E i j 1. = — lim =
xercice 35 |/sujet] e (mQ) et Im > =a
. o) +o0o +oo
g, MHAT _ Zsinaxe*m si > 0 puis TITT avec / |sin ame*m| dx < / la|ze™ da = lef et enfin on
et —1 0 0 n?
+o0 +oo
calcule / sin aze”™ " dz = Im / em(nTiT gy | = %
0 0 n® + o

adt

“+oo
3. Par comparaison a une intégrale I équivaut a / — 5 quand « tend vers +o00 puis lim [ () =
O Oé

24t a——+oo

n

b
Exercice 36 |[sujet] 1. |fn(2)| < |an|—'e*“ = o(|a,]) donc CN sur tout segment de RT
n! oo

n—-+

oo IPP oo =
2. Par TITT avec / | fn(t)| dt |an|, on trouve / ft)ydt = Z an,
0 0

In¢)? 1 1
Exercice 37 |[sujet] 1. % =0 © (—) donc l'intégrale de gauche CV et vaut celle de droite par u =
1+t Vit t
mt)? X 2
2. Sit 6]07 1[ alors % = nEZO( ) (ln t) t2n pulS TITT avec / } 1 t t2n| de¢ PP m

Exercice 38 |/sujet/ 1. couper en 2 par linéarité et poser u = at dans la premiére intégrale et u = bt dans la seconde

by
e~
/ a
ar

—t

e”
——F 0.
ay y—+oo

2. on suppose b > a et on a < (b—a)y

Pour la seconde : g : t — est prolongeable par continuité en 0 donc bornée sur |0, 1] et on a, pour bz < 1

bx et bx et bx dr b
/ dt < g% (b — a)z — 0 donc lim — dt = lim — = 1In —. En faisant tendre x vers 0
o t z—=0 [ - z—=0 [ > a
+oo —at efbt b
et y vers +oo (apres avoir prouvé Uexistence de l'intégrale), on trouve / — dt =1ln—.
O a/
—t\ IX 1—e"t et
3. le7f| < 1 donc an CVS sur R™ vers f: t — ( ) T;)e_(”+1)t = (1 S ) T
400 400 oo —(n+1)t _ ,—(n+2)t 1 2 1 1
4. / fn(t)dtz/ e—<"+1>tdt—/ c c dt = W —ln(l— )
0 0 0 t n+1 n+1 n+1l n+1
“+oo
1
On a donc / |fn(t)]|dt = 0O (—2) (car f,, > 0) donc le TITT s’applique
O n
1
Exercice 39 |[sujet] 1. CM° sur RT et o (t—2) en 400
2. Le TITT ne s’applique pas car la série & trouver n’est pas ACV. f(t) = lirf Z(—l)kcos(t)e*(kﬂ)t puis
n—r+00
k=0
+oo _ (_1\n+1_,—(n+1)t
k+1 t)(1 1
/ cos(t)e” kDt qp = k£ et on termine avec le TCD : |S,(t)| = cos()t = (=1)"T e <
0 14+ (k+1)2 1+et
2| cos(t)]
1+et

2n+1 1
(2n+1)2 + 22 n>4o0 2n

. _ 1= (_1)n+le—(2n+2)t
5 _ k,—(2k+1)t _ ot
2. On applique le TCD a S,(t) = kE:O(—l) e~ Gt cog(at) = e g

+oo
. 2k +1
= intégrable sur R™. On termine avec /0 e~ (D cog(2t) dt = m

Exercice 40 1. CV par CSSA mais pas ACV car

n

cos(zt) donc |S,(t)] <

2e?



/2 ’ﬂ w/2 d+
E 41 t)ydt —— S r— TCD tilisant 1 jorati
xercice [sujet]] E g / F cosk (t) o | Tieost par en utilisant la majoration
- (71)”+1 Cos(n + 1)t 2 /7r 2 at { tr/Q
Sn(t)| = < .Ont S = — t =1
[Sn(®)] ’ 1+ cost ST fcost o ome 2cos?t/2 D) o

Exercice 42 1. par CSSA, on a |R,(z)| < e ™+ ——— 0si € [a,b] € R™ donc CVUTS et S est

n—-+oo

continue. De plus |S(z)| < e et Ao > 0 donc S est intégrable sur RT*
2. On applique le TCD & S, (1) = Y (~1)*e " avee [S,(8)] = [S(8) = Ra(t)] < |S(O)] + |Ra(t)] < e7! et <
k=0
2e Mot
1
Exercice 43 1. |[fallee € —5 donc CN sur R donc f est continue sur R
n

2. Par CSSA [f(x)] < ———5 donc (avec la continuité précédente), f est intégrable sur R. On applique le TCD

1+
A R ( SOO (1" CSSA, IR, (t)] < . < d li Ru(t)dt = 0
a n ar on a I I onc 1m n = ce
e P (n+1)?+22 = 1+2? n—too Jp

k=n+1

qui donne par linéarité de Uintégrale sur la somme partielle de la série (donc une somme finie) / f)de
R

+o00 00 n
Z(—l)"/R n2d+xx2 = Z (_i) =—In(2)

n=1 n=1
. ¢ tn—i—l t
Exercice 44 |[sujet] 1. F(t) = %, pas de CU car R,(t) = %t(ﬂ) donc R, (1 —1/n) T ~! donc
— — n—-+0oo

(|| Rn]loo) ne tend pas vers 0
2 IPP 1 3

1 1 1 s
2. TITT avec/ | fn(t)] dt :/0 t"sin(nt)dt < e <2+/O t sm(mﬁ)dt) < m; on

1 (- p_—
t) z=m(1-t)
en déduit Z/ fn(t) :/ 511n(_7rt) d t:/o Smgfx) dx.

n=0
E ice 45 1. / "1 )d ( 1 1 )
xercice suje —z)de=m -
J n+l1 n+2
4 1
2. Par TITT avec " sin(mx)|de < 7 uis changement de variable u = wx.
/0 o7 (o) o < s s chang

1
1 1
Exercice 46 W / Lt dt =" Z/ —t"n(t)dt = Z ( +1)2 %

n=0

_ 4n+1
A ()
1-—t 1-—t

Jasbast ni 1 - tn+1
Exercice 47 [[sujet] =~ — Si I CV alors Zu somme fi e/ f(@) 7dt et comme f > 0, f(t)

donc Z uy, < I donc la série CV (SATP dont les somme partielles sont majorées)

x +0oo

— Si Zun CV alors 1 ; dt / Z F(@®)t" dt que lon peut intégrer terme & terme sur le segment [0, z] si
o 1—

|z| < 1 par CVN car |f(t)t"]| < || f]lcoz™. On a donc ; 1—tdt Z/ f)nde < Zun car f > 0) donc [

CV (intégrale d’une fonction positive dont une primitive est maJoree)

+o0o
En cas de CV, onaI:Zun par TITT (et H4 est la CV de Zun car f > 0).
n=0
1 1
Exercice 48 1. Par T B 18 < T intégrable sur R™.
1 1 —1/3t+2 1 1 2t-1 2 1 2
. = /3 /3t + /3: /3 _1 +3 doncf(O):—ﬂ
1+ 1+t 1—t+¢2 1+t 6t2—t+1 31+(2t7—§1) 3v3

3. Si (z,,) tend vers +oo alors par TCD (méme domination) f(z,) tend vers 0



Exercice 49 |/sujet/ 1. Fait en cours (fonction T')

2. f est continue et strictement positive sur R™ (car ¢t — t*“ e est continue positive et non nulle sur R**) donc
Inof est continue sur R™* puis ¢ est C* sur R™ et ¢/ (z) =In f(z) —In f(x —1) =z —1 >0 car f(x+1) = zf(z)
(IPP, fait en cours). On en déduit que (v, ) est une suite croissante.

Reste a vérifier que lim v,, = +00 pour conclure avec le CSSA : pour z > 2 ona ¢'(z) > 1donc (IAF) ¢(z)—p(2) >

-1
(x — 2) ce qui donne ET () = 400 donc (vy,) tend vers +oo et Z ) CV par CSSA.

1 1 1
Exercice 50 |[sujet] 1. g(z,t) = 050 o et g(z,t) e o donc D =]0,1].
2. |g(z, )| < t (11+ t) six € la,b] CD.
— sit>1
(14 0) s1t >
1
3. Poser u = —.
t
1 5@ [gnast 2ol s dem en 0 avee () = £ 2)
Cflx) = x, > —=—x 00; idem en 0 avec — ).
0 g 2 )y t*  2(1—x) 21
Exercice 51 |[[sujet] 1. Si f(x,t) = e dt, f(z,t) — 1et f(z,t) ~ te @Dt — ( 1) si x > —1 alors
) ’ 17 "0 " ttoo t—too  \ 12
que si x < —1, 1121 f(z,t) = 400 donc Dp =] — 1, +0o0].

+oo
2. On a0 < f(z,t) < e ™ donc pour z > 0, 0 < F(x) S/ e "t dt et EszO.
0 o0

+o0 too
1 1
3. Flz—1)—F(z) = /0 te "t dt = e et par télescopage, F(z) = ngzo(F(ac—i—n) —F(z+n+1)) = nio CETFSE
e 1
— w+n+1 —(z+n+1)t o
4. Par TITT avec f .r t nE>O te ( et / ‘6 ( ) |dt = m

1

Exercice 52 |/sujet/| t — g(x,t) = exp {—fln(l —t"’”)} est CM? sur [0,1] si > 0; au voisinage de t = 1, on a
x

7 =" = em<<t*1>+°<t*1>> =1+2z(t—1)4o(t—1) donc In(1 —t*) = In(z(1 —t) + o(1 — t)) = In(1 — t) + In(x) + o(1)

Inz z— /e

1 1
Si (xy,) tend vers 400, u,(t) = g(zn,,t) = exp {—x—ln(l - tm")} = exp {—tx"(l + 0(1))} e 1 pour t €]0,1[ donc

Ty n—+00

(un) CS vers 1 et, avec |u,(t)| < 1, par TCD, on a f(z,) e 1.
n—-—+0o0

Exercice 53 [[sujet] 1. Pour la définition et la continuité : si x € [a,b] C R, on a |[e~*" arctant| < arctan(t)e”*" =
—at

©(t) et o est intégrable sur RY car 0 < p(t) < T eta>o0.
e

_ 1 “+oo +oo
2. f(x) vzt f/ arctan (E) e “du et on vérifie que lim zf(x) = / Tetdt =2 par TCD : si (x,) est une
0 x€X x—0 0 2 2

x
. . U T ) uw\ _,
suite tendant vers 0 alors lim arctan | — ] = — si w > 0 puis |arctan | — | e
n ‘/L.’I’L

< e * donne la domination.

n—-+oo 2
€_t2 2
Exercice 54 |/sujet] 1. T 220 <e ' intégrable sur R.
2. Etudier u— 1 —u +u? — et ursu® —u?4+u—1+
1+u 1+u
e 2,2 444y —t2 6 +006 t? t? 2 2 —t? 4 4 —t?
3.0 g/ (I—az*t*42 )™ dt—f(z) <z / t°e™" dtdonc f(z) = / e " dt—x /t e " dt+z /t e " dt+
— 00 —o0 R R R

O(z°)
—t
Exercice 55 |[sujet]| ‘14:3(51715)2 )

1 +oo L —u/x
sur RT; on pose u = 2t (avec z > 0) : f(z) = / g du puis, si (z,,) tend vers +oco, on a z, f(z,) ——
0

x 1+ u? n—+oo
+oo

d 1
/0 Tt;z = g par TCD avec

e~ ! permet de justifier que f est continue sur R; de plus f est paire et décroissante

—u/xn

1+ u?

<
S 14w



1 1 1
Exercice 56 |/sujet 1. t— est CMY sur |—z, z[ et ~
(1412) (22 —t2) ] [ (14 2)(z% — t2) t=o /20(1 + 22)(x — t)1/2
donc est intégrable sur [0 x[ et sur | — x, 0] par parité.
1 1
/ et si (z,) tend vers +oo, on a < donc
V(I + )1 —u?) V(I + (uxn)?)(1 — u?) V1 —u?

f(zn) P 0 par TCD

1 1
VAT (@)@ < — Pour le DSE, on part du DSE
uxr — U —u
1 = @) W,
= -1)" ———z" pour |z| < letu€]—1,1] et
V(@ (uz)?) (1 — u?) 7;)( ) (27n!)2 m p || ] [

on applique le TITT : /1 (2n)! LIQH du < / ﬂ
ppliq RO ) ERV ey anl /71 ) (2"n')

général d’une série CV car |z| < 1.

3. Sous la seconde forme, f est continue en 0 par

de (14 u)'/? pour obtenir

I qui est le terme

Exercice 57 1. Ona L C E car, pour s > 0 fixé, on a | f(u)| < ‘f:_” Par contre les ensembles ne sont pas
u

1
est CMP sur RT et équivalente & — en +oc.

1 1
égaux puisque u — — ¢ L alors que u— — € F car u +— 5
U u U

o
u(u+ s)

donc f, € E si et seulement si a > 0.

2. u»—)fai() est CM? sur RT et fa( ) ~
S+ u

S+ U u—too y2—a
2 u=st 1 ! tail
3. fals) ="s%" / dt
0

14t
f) | _1fw)] o +x :
4. Pour s € [a,b] C R+, on a n < o ©(u) et @ est intégrable sur R™ car a > 0 et f € E, ce qui donne
s+u u+a
la continuité de f.
Pour la limite en +o00, on applique le TCD : si (s,) tend vers oo alors ) 0 et () < |/ (w)] =
Sp + U n—+4oo Sp+u 1+u

p(u) car x, > 1 a partir d’'un certain rang. Comme ¢ est intégrable si f € E, on en déduit (par caractérisation
séquentielle de la limite) que lim f(s) =0
s—+o00

In(1 t
Exercice 58 [[sujet] 1. Si|z| <1, t— f(z,t) = In(1 + ) est CM? sur ]0,1] et lim f(x,t) = z est finie.
t—0
0 1 1 Loa In(1
2. Siz € [-a,a] C] — 1,1 alors ai(m t)’ o S < T donne g¢'(z) = /0 Tr ot al x+x). Pour la
In(1 In(1
deuxiéme méthode, avec u = xt, g(z) = / M du donc g est la primitive nulle en 0 de h : z — M
0 u x
(car h est prolongeable par continuité en 0).
-t _ —tx
Exercice 59 |[sujet/ Si fi(x,t) = % alors t +— fi(z,t) est intégrable sur R™ si > 0 (prolongeable par

“+oo
1
continuité en 0 et o (t2) en +00) et si x € [a,b] C RT*, on a afl (z, t)’ =e " < e donne ¢ () = / e vtdt = —
x 0 x
donc g1(x) =In(x) + C et C =0 car g1(1) = 0.
Exercice 60 1. D =Rcar g(z,t) — 1 et g(z,t) = 0(1) uis @(x )| = |(e7® — e ") sin(wt)| <
] * - g ’ 50 g ’ t%:oo t2 p al' 9 - X
et 12t
+00 2
T —2ttizt _ —ttixt __ 7 L 4+
2f(x)—lm</0 e — e dt>—4+$2 1+ 2dOIle() ilnm—f‘c
e—t _ e—Qt 1 “+oo
Sip(t) = — alors ¢ est C* sur RT (car DSE par ex) puis, par IPP, |f(z)| = — / ¢’ () sin(zt) dt| <
Z 1Jo
1

+oo
7/ |’ (t)| dt (vérifier que ¢’ est intégrable sur R™) donc limf =0et C=0.
X Jo e’}

e *tsht e~ (@=1t

. - o -~ e s +x
Exercice 61 [[sujet] 1. f(z,t) = " = 1et f(x,t) e T donc t — f(z,t) est intégrable sur R

si et seulement si  —1 > 0 . Comme f > 0, on a Dy =]1,+00[



2. six € [a,b] C|]1,+o0[, 0on a

3G
2\z+1 z-1
e 2t sh(t)

3. |f(n,t)] < — sin > 2 et le TCD donne EI_P g(n) =0.

rz+1 .
1>+CetC—Ocarnll>rfoog(n)—0

t—+4oo 2

“+oo
g—f(x, t)' =e ®sh(t) <e ¥sh(t) ~ =e (@D donneg (z) = —/ e "'sh(t)dt =
x 0

4. g(z) = %111(

. - 1
Exercice 62 [[sujet] 1. f(z,t) o et f(z,t) e © (—)

12
of —t

+o0o ) 1
3. ¢'(z) =Re (/ e~ (1)t dt) =112 et ¢(0) = 0 donc ¢(z) = arctan(x)
O ./L'

1— efth

1
Exercice 63 |/sujet/ Si f(z,t) = — alors t — f(z,t) est prolongeable par continuité en 0 et |f(z,t)] < e si
x > 0 donc F est définie sur R (et pas sur R™* car f(x,t) T X si z < 0). La classe C' de F sur R™ provient de
—+00
0 +eo
8f (z, t)‘ —e ™ <e sz e [a,b] CRT™; on a F'(x) = / e dt = \\ff (en posant u = ty/z). On en déduit
x

F(z) = T2+ C, six > 0, et on trouve C' = 0 car F(0) = 0 et F est continue en 0 par |f(z,t)| < f(b,t) siz € [a,b] C RT.

t—1 -1
Exercice 64 sujet 1. Si f(x’t) =T Iy alors }E}I% f(.f,t) =1et f($7t) t:O W

est intégrable sur ]0, 1] si et seulement si —z < 1 (et f > 0)
of

—_— , t
5 & 1)

t —
etC:OcarxgrEOOg( )70:t¢—>m

donc |g(z)[< M/ t7dt =
0

(Bertrand) donc t — f(x,t)

1
r+2 z+1

T+ 2
1 <
puis g(z) = In 1

est bornée sur ]0,1[ (car prolongeable par continuité au segment [0, 1])

2. Siz € [a,b] C]—1,400] alors =" "1 <t Onag'(z) =

)+C

x+1
. 3 . . o —t e
Exercice 65 hm g(x,t) =ix et g(x,t) e © (e7") donc T est définie sur R.
+o00o
, 1
T (x) = z/ e~ (=)t qp — car )e*(lf”")t = e ', Comme T'(0) = 0, on trouve T'(x) = i arctan(x) — 5 In(1+42?).
o _

Exercice 66 |[sujet] 1. g(z,t) ~ 2e ' donct g(x,t) est intégrable sur [0, +-oo[ si z > —1

t—+oc0
dg cht cht . 4
2. ' < b ] -1, tot) ~ 2
‘63: (=, )' (x+cht)? = (a+cht)? siw € fa,b] ] ool et ¢(?) t oo £€

3. li_m f=0car |g(z,t)] < g(0,t) siz >0

Exercice 67 Si f(x,t) =t"In(1—1t), f(z,t) Kod) In(1—1t) et f(x,t) donc ¢ est définie sur | — 2, +o0].
—

530 t—(z+1)

1
i est C' sur ce domaine car ai(z’t) = |In(t)f(x,t)| < t*|In(t) In(1-¢)] = o (7) si [a,b] C]—2,+oo[ et —a/2 < 1.
Ox S0 2\ a2
1

Exercice 68 1. fn est définie sur R” (et paire) car ¢ — @ est CM® sur RT si x # 0 et e T
(et fn(0) nexiste pas); fi(z) = %
x

—2nx 2nb
’ - . s
2 ) = manafu(e) can st € o b € BT (22 + )| (a2 4 2)n 1

3. On trouve (récurrence) fy(z) = @1 = 1)) X San

1

Exercice 69 |/sujet] 1. = 0<t—2)

t——+oo



e—x2(1+t2)
1+1¢2

1
gi(x,t)' < 1donne F C' sur Ret F'(x) = —26_3”2/ e du (u = xt) pour
0

2. G est la primitive sur R nulle en 0 de t — et (continue sur R). Pour F : si f(z,t) = alors | f(z,t)] <

donc F est continue sur R et

1+1¢2
x> 0. On en déduit F + G? =C.

1
dt
3. 0< F(x) < ez2/0 ve done lim F(z)=0,C = I’ = F(0) + G(0)* = % et comme I >0,onal = g
=@ (1+1) 1 of
Exercice 70 |[sujet] 1. Sih(z,t) = T alors |h(, )| < e donne f continue sur R (et paire) et ax(x,t)‘ <

26~ 0+ i [z € [a,b] € R** donne f C' sur R**.

2 +oo 2 2 +oo 2
2. fl(z) = —2xe™" / e~ @t = —2le™™ si I = / e™™ du ce qui donne f(z) = —2Ig(z) + C pour > 0
0 0

puis & > 0 par continuité en 0.

oI

+oo
dt
3. |f(x)] < e—x2/0 I e donne a:grfoo (x) = 0 donc C' = 2I? puis f(0) = g = C donne I =

. - . 1y . ) )
Exercice 71 [[sujet] 1. }5% f(z,t) =z et f(x,t) e O (t—2> ; impaire facile

of 1 1
2. t C! sur R <7 )| = <
g esh & SRR avee \ By () (1+#2)(1 4+ 222) ~ 1+1¢2
, . 1 . . .. 9 , t=+00 ;>0
3. décomposition en éléments simples facile puis, si 2° # 1, ¢'(z) = T— 2 [arctan(t) - xarctan(xt)} =
-z t=0

1 = T
- T ==
[~ =3
4. facile avec g(0) = 0 pour la constante d’intégration

5. I =2g(1) par IPP

(1 + z) qui est aussi valable en z = 1 par continuité de ¢’

t t 2 d
Exercice 72 |[sujet] 1. Si g(a,t) = %(;/) alors |g(z,t)| < 17:{ e donne f continue sur R et ‘af(myt)' =
x
t t

si x € [a,b] C R donne g C* sur R**

~

G+ ) S 1+ 2@ +0)

1 teo t 1
2. Si z €)0,1], ¢'(z) = o 1/0 (14-7152 - m) dt = x2n_:1:1 qui est prolongeable par continuité en 0;

In(z)

] qui s’annule en 0. Comme f est continue en 1, c’est
72 —

comme f(0) = 0, f est bien la primitive de z —

f(1) P /+°° arctan(t) Q= 12
y 1+t2 8

1
Exercice 73 1.t f(z,t) est CM" sur RT et positive (pour la DV), f(z,t) ~ — donc D =]1,400]

t—+oo tT
1 sit<1
2. Avec |f(z,t)| < p(t) = { Flat) sit>1 pour z € [a,b] C D.
0 t*| In(t In(t
3. F est C' sur D avec ai(x,t)‘ = (1|+nt(w;l < | n; ) (x,t) < |In(t)|f(a,t) = 1 (t) qui reste intégrable sur R™* car
1 . 1 e P
o(t) Kodh [In(t)| et ¥(t) oo © tlﬁ) Puis poser u = n dans l'intégrale sur 0, 1]. F' est donc décroissante.

4. Em F =0 par TCD (et caract séq) avec la domination utilisée pour la continuité. Enfin, li{nF = +o0 car F(z) >
o0

/‘+OO dt >1/+oodt_ 1
L 1+t T2t 2@ 1)

Exercice 74 1. Si f(z,t) = ﬂ alors 7}i_r}(l)f(:v,t) =y—xet fz,t) e 0(%2) et gﬁ(x,t)’ =
e " <e " six € [a,b] C RT* donne F'(z) = — /+00 e "t dt = _7
2. F(z) =—In(z) + C et F(y) =0 donc F(z) = ln(y(; —In(x).
p—at _ o—bt 1
Exercice 75 1. Si f(z,t) = fcos(xt) alors }i_r}r(l)f(x,t) =b—a et f(z,t) e o(t—z) puis

d
6]0(:10,15)’ <e % 4 e~ donne F C.
x



+o0 2 2
— —bt _ ,—aty o __ = z 1 x°+a
2. F’(x)—/o (e — e ) sin(xt) dt = PN R C donc F(ac)—gln(m)—i—C
befbt — qe—at e—at _ efbt 1 1
. N _ _ i / — (g% — b2 / = —
3. Par IPP (siz > 0); A'(t) = ; 2 donc 7}1_r)r(1)h (t) 2(a b7) et h'(t) o © (t2> donc

1 [tee
h' est intégrable sur R™; on en déduit |F(x)| < — / |/ (t)] dt —— 0 donc C = 0.
0

xX r—r+00

e~ arctan(zt)

SR alors |g(z,t)| <1 (ce qui donne en fait la continuité de f)

Exercice 76 |[sujet] 1. Sig(x,t) =

1 T 1/t dt 1 (1> T
2. 0<g(x,t) < —— donne 0 < f(x) < — et f(0) == —— = —arctan| — | = ——
o(0) < T f) < T et 7(0) 2/01+(t/\/§)2 = =) =15

dg t ooy

3. | -Z(z,t)| = ————=g(z,t) <t d t Clet f/ :—/7 ,t)dt <0.
)] = T el < tdomne f et et o) =~ [ (e

4. On applique le théoréme de bijection & h(z) = f(z) — = : h est strictement décroissante sur R™, h(0) = f(0) > 0
et Emh = —oo (car f est majorée)

dg Tt . ( mt ) Tt .
—Z(z,t)| = < b C RT™
&C(x, )' EEnE sin | ——— CETE six € [a,b] C

2. f(0)=—-1et 1+1g.}f = 1 pat TCDPC (méme domination que pour C°)

Exercice 77 |[sujet] 1. |g(z,t)] <1 puis

™
3. Tous calculs faits, on trouve f'(x) = T Usin(v) dv et = Usin(v) T donc v — = Usin(v) est
z7 v v—
z+1
T
intégrable sur ]0, 7] donc lir% f(z) = / T—v sin(v) dv donc (cons. du TAF), f est C! sur R,
TrT—r 0 v
t?) —xt . n
. - . _ N —z L . .
Exercice 78 |[sujet] 1. Si g(z,t) = Ty alors g(x,t) Niede te” ™" donc ets intégrable sur R™ si et seulement si

x>0 (et g = 0); f décroit car x — g(z,t) décroit pour tout ¢.

dg . o 1 1
2. %(x,t)' = tg(x,t) < tg(a,t) si x € [a,b] C R™ et tg(a,t) e O\ 2 donne f C*; on pose u = xt :
1 +oo ude v /+OO ude U 3p—u
x) = — ———=du et x — ——— du est continue sur RT par | ———| < ue™ ce qui
fl@) = — Y w . Vairat par |~ < q

e
+oo
donne lini 22 f(x) = / ue "du=1et f(z)
0

~ T a
T— z—0 12

1 [T ulde =¥

3. Par équivalent, f n’est pas intégrable sur |0, 1] mais l'est sur [1,+o0] car |f(z)| = — ———du <
o, 1o ool car @) = 7 | s

+oo
1 u3e_“du:0<1>.

), o
Exercice 79 1. 8i S ) = 2 ators im fe,0) = L et fet), = 0(5) siaz0
xercice suje . Si f(z,t) = o alors lim f(z.8) = 5 et f(z.t) = O|5)siz>0.
1—cost 1 1 [T 1
2. onvériﬁe0<tg%<2donco<f(x)<2/o et = —siw >0,
0 1-— t 0
3. ‘af(a:,t)’ = %()e_” donc t — a—f(ac,t) est intégrable sur R** si z > 0 (mémes justifications); puis
x x

tial? "
pa”af(x,t)‘ = |1 —cos(t)|z " < 2 si x € [a,b] C R*™. On en déduit F"(z) = / (1= cos(t))e™"" dt =
0
1

Ox?
1
21 fo donc F'(z) = In(z) — 3 In(1 4 2?) + C et F(z) = zIn(z) — gln(l + 2%) — arctan(z) + Cz + D =
1
72 In (1 + —2) —arctan(z) + Cz + D ; comme l+imF =0, on trouve C =0et D = g Par continuité de F' en 0,
x o0
on trouve F(0) =D = g
Exercico 80 [ 1. 1 g(0.0) = - alors ) v et g(at), = o(5) siw 5 0: s | 2 e,)| =
xercice suje . Sigla,t) = W alors g(z,t) ~ 7 et g(z,t) = olz)siz s puis |- (x,1)| =

22+\/te— % < oby/te—te’
Vit - Ji+e2

six € [a,b] C R




1 [t e o g
2. On pose u = tz? : f(z) = - ———du puis, si (z,) tend vers +o0, , f(2x,) —— / —du =
x Jo \/u+u3/ac4 n—+oo  Jq
v C
. On en déduit f(z) ~ —.

/U+U3/ In ' T—+00 I

C' > 0 par TCD avec

itw 1 oh t
Exercice 81 sujet 1. On pose h(l’,t) = m et on a |h<l’,t)| = m et ax(l',t)’ = m puis
62h( t) r i sont toutes intégrables donc f est C* sur R
—(x = ——— qui sont toutes intégrables donc f es sur R.
oz (1+1t2)2 d &
+o0 ;
t . 1T
!/ _ s 1xt _
2. Par IPPf(.’IJ)—Z/OO m X e dt—-;g(ﬂ?)
. _ . 1 —cos(zt) _, . B x? B (1) . | 0g B
Exercice 82 |/sujet/ Si g(z,t) = — e~ " alors %g%g(:r,t) =5 et g(xz,t) e ol 2) puis %(Iﬂf) =
. ¢ 52 +oo 1
Me—t < e ! et enfin am‘(;(:r,t)‘ < et donc f”(x) — /O Cos(xt)e_tdt = iz On remonte : f’(x) =

1
arctan(z) + C, avec C = 0 car f(0) = 0, puis f(z) = warctan(z) — 3 In(14 2%)+ D avec D =0 car f(0) =0

1—e 0
Exercice 83 |[sujet] 1. Si g(z,t) = 1—1—62t2 alors |g(x,2t)| < e (donc g est continue sur R), puis a—z(z,t) =
i —xt ( 1 ) . 8 g t —at ( 1 ) . —+x
= = 7 < = = .
T2 5 l\2 siz>0et axQ(x,t) STy Sl 0\m six € [a,b] CR
2. Soit () tendant vers + i o f(e) = [ Y T TOD avee [g(en )] < — L d
- Soit (x,) tendant vers 400, ona lim x,f(wn) =  TrE 2 par avec |g(zn,t)] < {5 done
77
f(@) e too 2
g" () /+oo r e”dt/Jroo e "tdt — / donc ¢"(z )Jrl = ng(:c) I
0 11t 0 1+t2 z 2 0 2

par continuité de g en 0. Ensuite ¢'(z) = ¢'(1) + / ( (t) + ) dt — In(z) donc ¢'(z) + In(x) — g (1) —
z—

1 T
/ (g"(t) + %) dt (finie), ¢'(x) ~ —In(z) est donc intégrable sur ]0,1] et enfin g(z) = g(0) +/ g'(t)dt =
0 0

z—0

/ (¢'(t) +1In(t)) dt — / In(t)dt; t — ¢'(t) + In(t) converge en 0 donc est bornée au voisinage de 0, ce qui donne
0 0

/x(g’(t) + In(¢)) dt = O(z) alors que /I In(t)dt = zIn(z) — 2 ~ zln(x). On a donc g(z) ~ xln(z) et
0 0

T z—0 z—0
f(2) ~ In(a).

z—0
tan(? 0 t
Exercice 84 |[sujet] Sig(x,t) = %nt(?x)’ lg(z,t)| < ﬁ donne la continuité sur R et &i(x,t)' = A+ 21+ 226) <
f six € [a,b] C R la classe C* sur RT™*. Puis, pour z # 1, f'(z) = 1/+OO< bt ) dt =

1+ 2)(1 + a2t2) P 1-22 ), \1+e& 1+22) "

1 1

;1(3:)1 (qui se prolonge par continuité en 1 pour donne f'(1) = 5) f(0) = 0 donc f’ étant intégrable sur R™ on a

22 _

0= [ rwae i - [ 0 (imite fnie).

—In(t 1
Exercice 85 |/sujet] 1. g(z,t) Kool a(t) = 0( — ) et }m% g(z,t) =1
— x t— —

=
| ln(t) |k7+1ta

& (=)
. Si a7 X = ) = T—a ik>1.
2. Siz € [a,b] C D, Dk ((ﬁ,t)‘ 17 o(t); o(t) 00 e et }1_1}(1) p(t)=0sik>1
3. f(z) = f _ ar TITT avec ) _ f In(t)t*™* pour t €]0, 1[ et / |In(t)|t=tk dt = we L
' AR R -1 & P (r+k+1)2
Finfty qy T sin? ¢ sin? ¢
E ice 86 |[sujet/| I(x) = —— = ——puis I'(z) = -J <
xereiee [sujet]] I(x) /0 1+zu?2 2z puis I'(x) (x) car (cos? t + xsin®t)2 (cos?t + asin?t)2
si x € [a,b] C RT™ donc J(z) = ﬁ

Exercice 87



lg(z,t)] < e

g 2k 2 V| -t o« 42kt ( 1 )
Avec W(x,t)’ =t ‘cos (xt +k§>‘e < te L
(2k+1) (2k) b [T k - K (4R)! o
OnaF (0) =0et F*¥(0) = (—1) t*"e~tdt = (—1)"(4k)!. La série de Taylor de F est donc Z(—l) (Zk)'x
0 k>0 ’

dont le RCV est nul donc F' n’est pas DSE.

Exercice 88 On montre que G est dérivable en 0 : si g(x,t) = exp[zIn(f(¢))], t — g(z,t) est continue sur [0, 1]

et gi(m,t)‘ =1In(f(t))g(z,t) < Csix € [—a,a] C R car (z,t) — In(f(t))g(z,t) est continue sur [—a,a] x [0, 1] qui est

/ 1
fermé borné (et non vide) ; G est donc C' sur R et é(ln(G(m)) —1n(G(0))) — (InoG)'(0) = ?;'(((()))) = / In(f(¢)) dt.
T— 0
1
Comme G(0) =1, on a F(x) = exp {1 ln(G(x))} —7 exp/ In(f(¢)) dt.
Exercice 89 1. Cours
B 1 g 2 ( 1 ) _
2. On a g(z,t) oo © (?2) et ‘%(x,t)‘ < tsh(at)e O\ ) s € [~a,dal
3. Par IPP, on trouve f'(z) = gf(x) donc f(z) = f(0)6§
2 1
. - —t2 L
Exercice 90 1. g(z,t)| <e SO (t2
dg 42 ( 1 ) , too 42, IPP X
. —_ < = —_— _ — -
2 o (a:,t)' te oo\ donc f'(x) ; sin(zt) x te™" dt 5 (z)
3. fla) = 3y/me !

2
Exercice 91 [/sujet] 1. \cos(2xt)e_x2| <e ™ (intégrable sur R™)

+oo
2. Sit€[—a,a| CR, | -2z sin(2wt)e_$2| < 2ae™*" donc )= —2/ sin(2xt) x ze ™ dz 2 —2tf(¢)
0

3. f(t) = ge—ﬁ

<2"a"e " site [—a,al

i 2
2"t" cos (th + n§) e "

too ™ 2
4. fM() = / 2™t" cos (2xt + n§> e * dx car
0

—xt 1 t
Exercice 92 [/sujet] 1. Si g(x,t) = f—f—t alors, pour x > 0 g(z,t) o 0<t—2) et ‘ai(x,t)‘ = 1+t267“ <
t

1 1
v —at _ - . 4 ;. . et _ =
T 2¢ i oe (tg) si x € [a,b] C R™*. On vérifie ensuite f(x) — f'(z) -

—Uu

1+u/z

+00 Foo
2. On pose u = zt et on a xf(x) = / du qui tend vers / e “du =1 par TCD : si (z,) tend vers
0 0

—Uu

e
— | <
1+u/x, S

—Uu

+00, '

2
Exercice 93 |[sujet] 1. Si g(x,t) =exp (—t2 - %) alors |g(z,t)] < e~ donne la continuité

2b 2 1
2. f est paire donc si x € [a,b] C R, on a gi(x,t)‘ < 2 eXP (—t2 - (:—2) = p(¢), ligncp =0et p(t) =0 (t—2>
“+o0 1 2 _=z
3.siz>0, fl(z) = —296/ 72 €XP (—t2 - %) at ' = —2f(z) donc f(x) = ge_m par parité.
0

. , . e 0 N ( 1 > ,
Exercice 94 |[sujet] 1. Si g(z,t) = po alors ¢t — g(z,t) est CM" sur R™ pour x > 0 et g(z,t) i o\

(x,,) tend vers +oo, |g(z,,t)| < e ' dés que z,, > 1 donc par TCD, lirf F(z)=0.
Tr—r+00

—at

0 t ot t
2. a;Z(x,t)' =i xef‘”t + (Ie+ nE < mef’lt + CENE si z € [a,b] C RT™; 'équation différentielle s’obtient en
+oo —xt
effectuant une IPP sur le terme / ———— dt de F'(x).
o (z+1)

Comme F'(z) = 2xF(x) — =, F est C" pour tout n par récurrence.
x



t2
e
3. Les solutions de cette équation sont y(x) = ae® + 2% / —— dt (variation de la constante); la seule solution

2

“+o0
de cette forme tendant vers 0 est obtenue pour a = —2 / (toutes les autres DV en +o0 et on sait déja
1

que cette équation admet au moins une solution qui tend vers 0 en +oo puisque F' est une telle solution).
t2

+oo — 1 -2
F(z) ~ 2/ € it — (intégrale DV d’une fonction positive) donc F(x) ~ 2/ ¢ ; dt (Vautre
T x

x—0 t x—0—+ x—0

T et 1
partie est une constante donc négligeable devant ce terme qui tend vers +00). Enfin, / — dt est CV donc
0

/ dt:—an ().
:c~>0

—ot 1 ) 1 0?
Exercice 95 [[sujet] 1. Sif(z,t) = 161'_7152 alors |g(z,t)| < T 752,plllb a—i(az t) T <t2) siz > 0et Bxf (x,t)' =
t2
e et <e ™ six€fa,b] CRT

1 0 sin ¢ + cost
2. On vérifie g(z) + ¢"(z) = = On pose h(z) = cos(a:)/ — dt — sln(a:)/ 4 dt (les deux intégrales CV

o0 +oo :
sin(? sin(t
si ¢ > 0 par IPP) et on vérifie que h est aussi solution de cette équation car / ®) dt = / ®) dt —
1

t t
/ SH;( ) dt est C! de dérivée _sm(m).
1

x

x
f — h est donc solution de I’équation homogeéne 3" +y = 0 dont les solutions « cos +/3 sin sont 27-périodiques. On
0 gint 0 cost oo 1
a lim —dt lim ——dt = 0 donc hm h(z) = 0; puis 0 < g(x) < / e "'dt = = donc
z—+o0 [ z—+oo [ t 0 €T
g — h tend vers 0 en +oo et est 2wr-périodique, donc est nulle.

Exercice 96 [[sujet] 1. |g(z,t)] < L i 89( t) <1) i >0t82f( t) r Tt L et
xerci suje gz, )] € ——, puis == (x, = ol|l=)siz et |—=(z,t)| = e Le s
J R 112 P 5y t—too  \ 12 Ox? 1+ 2

x € [a,b] C RT™.
2. facile avec f”
+oo
1
3. Les solutions de (&) sont y(x) = acos(x)+Fsin(x)+ f(x). On vérifie que hm f=0car0< f(z) < / e "tdt = ~
x
(ou TCDPC) donc si y tend vers 0 alors y(z) — f(x) aussi mais y — f est perlodlque donc si elle tend vers 0, on a

(= f)z) = (y = f)@ + 2n7m) ~——= 0 donc y = f.

2

d 3}
Exercice 97 |[sujet]] On pose g(x,t) = cos(x cost); t — g(x,t) et t — == ag(x,t)’ <1
v

o
Ox
donne f C?; on trouve zf”(x) + f'(z) + xf(x) = 0 par IPP sur f'(z) = —/ cos(t) sin(x cos(t)) dt

0

x,t) sont continues sur [0, 7] et

1
. 3 _ —xt ~ — . . .
Exercice 98 |[sujet] 1. On pose g(z,t) = In(t)e™™" et on a g(z,t) o In(t) et g(z,t) oo © (7152) siz > 0; puis

g < 1 >
—Z < —at — - . 4%
‘&E (z,t)| < |tIn(t)|e ool siee [a,b] CR
1 1
2. Par IPP sur f/(x), on trouve f(x)+xf'(z) = ——; il suffit ensuite de vérifier que x — — est solution de I’équation
x x
-1
homogene et x — M est une solution de I’équation compleéte.
x
Exercice 99 [5ge]] 1. Si g(e.t) = ~— T ior lim g, 1) = © et gl O(1>d D=R
xercice suje . Sig(x,t) = ————-= alors lim g(x,t) = — et g(x = — ) donc D =
J I t2 (14 ¢2) 150 I\ g I, e 4
. 9 g sin(zt) e 1
2. On prouve directement C* : t — a—(x,t) = Wi+ 12) est intégrable sur R™ (prolongeable en 0 et O e quand
x
2 t 1
t tend vers 4o00) puis o g(x t)‘ |Cloj_(j2)| < T

2 14+t2 1+ ¢2 12 1+ ¢2 1+ ¢2

+oo +oc0

1-— t 1—

getaGDPOSan‘cu:xt(a?>0),ona/ %(x)dt:x/ ci(z)s(u)du-
0 0 u

3. f(;z:)—f"(x):/0+oo {(1_@8@)) <i_ 1 )_COS(xt)} dt:/()+°°<1cos(g:,t) 1 )dtpuis/o+oodt:



e dt
On a f"(x) = ae® + e~ et |f"(z)| < / —= = Z (borné sur R™* donc a = 0; f/(0) = 0 donne (par
0

1+¢2 2
continuité de f’ en 0) 8 = —a et f(0) = 0 (par continuité de f en 0 cette fois), 8 = —b = g On en déduit
flz) = g(x +e ® —1) pour z >0 (et f est paire)
+oo 400 _:
1 _ 3
On peut aussi en déduire / ci(;s(u) du = T Iep / sin(v) du.
0 U 2 0 U
e ta? 1 of
2
Exercice 100 1. Si f(t,x) = 12 alors | f(t,z)| < 1.2 donne F continue sur R et ‘at(t,z)‘ <e W
sit € [a,b] C R, la classe C' sur RT*
+ .%'2) -1 .2 ﬁ . .
2. F'(t) = —/ (76 " dz = F(t) — ¥~ (en posant u = x/t). Les solutions de cette équation sont
W--[ Sk 0= 3% (en ) q
V(e
y(t) = ae' — 2et/0 %du (Pintégrale CV car o 7) f(0) = 72 donc F(t) = fe — /Te'0(t) (en posant
u = v?)
efteita: eft
Exercice 101 1. g(z,t) = puis |g(z,t)] = 7 S ~ \[ et |g(z, )] e o(e™") donc f est définie sur
1
’ ‘ VieTt = o <—) donne la classe C*.
t—+o00 t2
400 5 € dt \[ +oo IPP —e+tixe
2. f(x) = / g(z,t)dt + / g(z,t)dt; / g(z,t) dt‘ < = 2/ et / g(x,t)dt —_—
0 e 0 o Vi Ve(=1+ix)
1 /+OO efteiact /+oo 1 1 /+oo eft
- dt donc z,t)dt| < + ——=dt. Pour ¢ > 0 fixé, il
2(—1 +ix) tV/t . 9(@,1) Vel +22)  2v1+4a? tVt
1 1 o e
existe xg tel que pour £ > g on ait ————— < € et 7/ ——dt < . On a donc pour € > 0 et
o e ’ e+ 22) Wita?). /i P

x> wo, |f(z)] < 2vE + 2¢.

IPP —1
AT )

nulle en +o00!)

f(x) donc f(z) = f(0)(1 + 2%)~4e 3 arctan (ce qui redonne bien plus facilement la limite

Exercice 102 1. |glz,t)| <e*et k>0

—+o0 —+oo
2. F/(z) = / e~ (=Dt cog (ze') dt car ‘e_(k_l)t cos (xet)’ <e Dt et k—1 > 0. Par IPP, 2.F}(z) = / e M x
0 0

=400 +oo
xet cos (xet) dt = [e"” sin (acet) ]t ; + / ke ¥t sin (acet) dt.
t= 0

9 /4
g(w,t)‘ <e; fl(z) = —/ tan(t)e =0 4t < 0.
Ox 0

w/4
> 14w done f(z) > % UC/ tan()dt—>+ooethmf( ) =0 par TCD car ‘e‘””tan(t)’gl
0

rT——00

Exercice 103 |[sujet]| 1. f est C' sur R car, si [~a,a] C R, '

/4
2. On a u; = f(up) € RT et comme sur R, on a |f'(z)| < / tan(t)dt = k < 1, f est k-lipschitzienne sur R™
0

donc |tny1 — Un| < k|t — tn_1| < k" Hup — uz|; comme k € [0, 1], Zk" CV donc Z(U"H — uy,) est ACV et
(un) CV.
3. ljm f = 400 donc f n’est pas intégrable sur R™.

1 T e +oo e U +oo
E t u = xtan(t t =— ——d is 0 < ——du < “tdu=e"
n posant v = x tan(t), on trouve f(x) 17/0 T (/a2 u puis /m 5 (w/a)? u /z e “du=e
e—u —Uu

+oo o)
donc z f(x) = /0 mdu—!— o(1) et, par TCD, lig.}xf(x) = /0 e “du =1 car ‘H‘EUW

—Uu
Le .

On a donc f(x) ~ — donc f n’est pas intégrable sur R™.
“+o00
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