Séries entiéres

I Rayons de convergence

Exercice 1 |[Solution|

Déterminer le rayon de convergence des séries entieres suivantes

2
. D™ L = 20— @),
St Y (1 E) e S
Exercice 2 (Mines-Ponts PSI 2017) |/Solution|

2n 4+ 1)!
Déterminer le rayon de convergence de E (<J'r>2) 2n
n!
n=0

Exercice 3 (Mines-Télécom PSI 2018) |/Solution

n!
Rayon de convergence de E —2"7

n>=1
Exercice 4 (CCP PSI 2022) |[Solution/
+oo
1
On note a,, = Z 5

k=n-+1
1. Prouver l'existence de a,,.

1
2. Montrer que a,, ~ —.
n

3. Déterminer le domaine de convergence de g anz".
n=0

Exercice 5 (Régle de Cauchy) |/Solution

Soit (ay) une suite complexe telle que 1irJIrl |an|% =1 € R" U{+co}. Quel est le rayon de convergence de Z anz"?
n—-+0oo

indication : utiliser la définition de limite avec €.

Exercice 6 (CCP PSI 20186) |[/Solution
1 2\
14+t 1
1. Soit a,, = / ( z ) dt. Montrer que Vn € N,a,, > ——.
0

n+1
indication : vérifier que 1+t > 2t.

2. Rayon de convergence et domaine de définition de E anpx™?
n=0

Exercice 7 [/Solution
n+1

n
. . 1
Soit (a,,) une suite complexe telle que le rayon de convergence de E anz" est 1. On pose S,, = ,;,O ap et T, = ] ,;,0 Sk.

Montrer que les rayons de convergence de Z Spz" et Z T,z" valent 1.
indication : montrer que 1 = R, < Rg < Rp et puis, exprimer S, et fonction de T,, puis a,, en fonction de S,,.

Exercice 8 (Centrale PSI 2009) [/Solution

On suppose Z a, 2" de rayon de convergence R > 0; donner le rayon de convergence de Z a,P(n)z", ou P € C[X].

IT Calculs de sommes

Exercice 9 (CCP PSI 2014) |[/Solution

n
Rayon de convergence et somme de E ",
n—+2
n=1
Exercice 10 (Mines-Télécom PSI 2018) |/Solution
+oo 9o
. s n®+4n—1
Domaine de définition et somme de Z _ "
- Tt 2

Exercice 11 (CCP PSI 2018) |/Solution|

_1\"
Rayon de convergence et somme de g (D" g,
n>=0



Exercice 12 |[Solution

z n +oo 3n+1
2 no . T 2nm x E(vn)
Rayon de convergence et somme de Z /0 sin” tdtx™ Z ~cos -5 Z m et Z x ?
n=0 n>1 n=0 n>0
Exercice 13 (CCINP PSI 2021) |/Solution
1
Soit f(x) = T g8 powr e €l-1-1].
) . a br +c , . o
1. Déterminer a, b, ¢ tels que f(z) = + et déterminer une primitive de f.
1+x 1—x+22
N2 (D" i
2. Calculer S(z) = ot
3n+1
n=0
3. Calcul ic (-1
. Calculer
= 3n+1

Exercice 14 (Mines-Télécom PSI 2019) |/Solution|

) —1)" "
Soit f(x) = Z %x‘l +
n=0

1. Déterminer le rayon de convergence R de cette série entiere.
2. Calculer f(x) pour |z| < R.
3. Calculer f(R).

Exercice 15 (ENSAM PSI 2007) |/Solution)
(_1)nx2n+l
2n—1)(2n+1)

comportement de f aux bornes de son intervalle de définition.

Exercice 16 (CCP PSI 2010) |/Solution|

. Exprimer la somme & 'aide de fonctions usuelles et étudier le

Calculer le rayon de convergence de Z (
>1

Calculer le rayon de convergence et la somme de 7; an,x" avec a, = m

Exercice 17 (Mines-Ponts PSI 2017)

Domaine de définition et somme de f(z) = 7; T DEn 1)

Exercice 18 (Mines-Ponts PSI 2007)

Etude de f(z) = Jf ( / ! tan™ tdt) 2". (domaine de définition et I'exprimer avec des fonctions usuelles)
n=0 \Y0

indication : calculer a, + anya.

Exercice 19 (CCINP PSI 2021) |/Solution

1
. . . . . . "
1. Définir le rayon de convergence d’une série entiére puis déterminer celui de S(z) = E Upx™ avec u, = /

——dt.
n=0 0 1 + t2

1 at+b ¢
2. T b,c tel = '
rowver a0, e WS e A1 ) 142 1-ta

3. Déterminer S(x) pour = €] — R, R[ puis la valeur de S(—1).

Exercice 20 (Mines-Ponts PC 2015) |/Solution

1\2 1
Rayon de convergence et somme de Z (ni)'x" ; (calculer / t"(1—t)" de).
= (2n + 1)! 0

Exercice 21 (Mines-Ponts PSI 2011) |/Solution/
& (e

1. Donner le rayon de convergence R de E anx™, ol a, = E 2
n>1 k=n

1 1
2. Faire ’étude en £R puis calculer la somme pour |z| < R (remarquer que = / th=1at).
0

Exercice 22 (ENSEA PC 2007) |/Solution/
n

Rayon de convergence et calcul de Z sin(n)z".



Exercice 23 (CCP PC 2009) |/Solution/ 0
1. Déterminer les valeurs propres réelles et complexes de A = | —

[T
W =

A est-elle diagonalisable sur R? sur C?
2. On pose t, = Tr(A"); exprimer t,,3 en fonction de t, 2, t,11 €t t,.

3. Déterminer le rayon de convergence et la somme de E tpx™.

Exercice 24 (Centrale PSI 2014) |/Solution|
k
x
1. Montrer que I’équation Z = 1 admet une unique solution ,, sur RT.
k=1
2. Montrer que (z,,) converge et déterminer sa limite.
indication : montrer que x,, € [0,3/4] et utiliser la convergence normale de la série entiére sur ce segment.

IIT Calculs de séries numériques

Exercice 25 (CCP PSI 2016) |[Solution

+oo 2
2 3 1
Calculer E n;ﬂ%
n=0

Exercice 26 (/Solution| W

1 n
Montrer que — Z )

n+1°

Exercice 27 (CCINP PSI 2021) |/Solution

2ta
1. Montrer, lorsque toutes les quantités existent que tan(2a) = Hin(?
—tan®a
2. Montrer que 7 =8 Z Ol (V2 — 1)+t
2n+1
3. Montrer que |7 — SZ (1) (V2 —1)2+1 < _8
— 2k +1 S 2n+3
Exercice 28 |/Solution
—+oo
. (="
S t = t by Montrer 1 t calcul by,
ofent an = 5 —7 e kzoakan k- Montrer la convergence et calculer 7;3
+oo
indication : reconnaitre f(x Z anx™ puis le DSE de f* sur [0,1[ et prendre la limite en 1 (on peut ?)
n=0

Exercice 29 (ENSAM PsI 2014) [[Solution]

1. Soit a €]0, 7. Montrer que Z sin na)x converge pour z €] — 1, 1] et expliciter sa somme f(z) (dériver).
n=1
N sin(na) Rty 1 -
2. Mont , 0,1], n— (77 )Sn S, = in(ka)x”
ontrer que, pour z € [0, 1] nz::l — nz::l n Tl ou Sy, ;sm( a)x

+oo .
3. En déduire la convergence et la valeur de Z sin(na)

n=1

m— ((Sp) est bornée indépendamment de x € [0,1])

IV Calculs de sommes par equations différentielles

Exercice 30 (ENSAM PSI 2015) |/Solution)
+oo

n!
1. Déterminer le rayon de convergence de f(z) = Z _—
Z4135...(2n+1)

x2n+1

2. Trouver une équation différentielle du premier ordre vérifiée par f et en déduire f.

Exercice 31 (ENSAM PSI 2018) |/Solution)



an(n)?
1. Déterminer les x pour lesquels E 22"+ converge.
|
= (2n+1)!

2. On note S la somme de cette série. Montrer que S est solution de (1 — z?)y'(z) — 2y(x) = 1 en fonction de S et
déterminer S.

Exercice 32 (Mines-Télécom PSI 2018) |/Solution

/2
1. Donner les variations de la suite définie par w,, = / cos” tdt.
0

. n+1
2. Calculer limw,, et montrer que w42 = Wi, -
n+2
3. Déterminer le rayon de convergence et la somme S de Z wpa™. Calculer Z(fl)”wnx".

n=0 n=0

Exercice 33 (CCINP PSI 2019) [/Solution

1 2\ "N
1+1
Soit ar, = / ( i > dt.
o\

1. Montrer que (a,) converge et déterminer sa limite.

2. Montrer que Z(—l)”an converge.

3. On note R le rayon de convergence de la série entiére E anx™ et f sa somme.
n>=0

a) Montrer que a,, > et déterminer R.

2n+1
b) Montrer que f est solution d’une équation différentielle et résoudre cette équation.

Exercice 34 (CCINP PSI 2022) |/Solution
Soient (€) : 2%(1 —x)y” —x(1+z)y’ +y = 0 et f une solution de (£) DSE sur | —r, 7| telle que f(x) = Z apx™ si|z| < r.
n>0

=

. Justifier que f est C? sur ] —r,7[ et écrire f’ et f” sous forme de séries enticres.

2. Montrer qu'il existe (by,),>1 telle que z(1 — z) " (z) — x(1 + z) f'(z) + f(x) = ao + Z bp(an — an_1)x™.
n>1

3. Déterminer ag et une relation entre a,, et a,_1.

4. En déduire une expression simple de f.

V DSE sans équations différentielles

Exercice 35 (Mines-Télécom PSI 2021) |/Solution|

S
Développer en série entiere la fonction f définie par : f (s)

=5 g
Exercice 36 |/Solution
1 1
Développer en série entiére les fonctions fq(z) = arctan (?) et fo(z) =1/ 1 R
x -z

Exercice 37 (Mines-Ponts PSI 2017) |/Solution
“In|l—¢
1. Donner le domaine de définition de f(z) = / %
0
2. f est-elle DSE au voisinage de 07 Quel est le rayon de convergence ?
3. Calculer f(1) et étudier la dérivabilité de f en 1.

Exercice 38 (ENSEA-EIVP PC 2014) |/Solution|
2
r t
DSE de f(z) = / dt.
0

dt

1413

Exercice 39 (Mines-Télécom série 2 PSI 2022) |/Solution

. 11—t

1. Montrer que F est C* sur R et calculer F'(x)

2. Exprimer F' a ’aide de fonctions usuelles



3. Déterminer le développement en série entiere de F'.

“+o0
. . (=)™
4. Justifier 'existence et calculer Z
o 2n+1)(2n+2)

Exercice 40 (Mines-Ponts MP 2011) [/Solution/

DSE de f(z) =1n (x2 —5x + 6) et rayon de convergence ?

Exercice 41 (CCP MP 2015) [/Solution

1— 22
DSE =In(l — 2 — 22° = (7>
SE de f(z) =In(1 — 2z — 22°) et g(z) = arctan 52

Exercice 42 (Centrale PC 2011) |/Solution|
Donner le DSE de f(z) =In (1 + z + 27).

Exercice 43 (Mines-Ponts PSI 2019) |/Solution/
xsh(a)

2?2 — 2z ch(a) +1
Exercice 44 (CCP PSI 2010) |[Solution

rT—1-— 1
1. Montrer que f définie par f(x) = # pour z # 0 et f(0) = 3 est de classe C* sur R.
x

en série enticre.

Développer f(x) =

1
2. Montrer que — est définie et de classe C* sur R.

f

Exercice 45 (CCP PSI 2012) |/Solution|
— 1
Soit f définie sur R par f(z) = $ siz#0et f(0) = 3
x

1. Montrer que f est continue sur R.

2. Montrer que f est de classe C* sur R et expliciter la valeur de sa dérivée d’ordre n en 0.

Exercice 46 (Mines-Ponts PSI 2011) [/Solution

Soit f:xz — ﬁ En écrivant f(x)g(x) = 1 avec g(x) =
R vérifie L <R

V2
Exercice 47 (EIVP PSI 2016) |/Solution

1. Déterminer le DSE de _r et en déduire celui de !

Via? (1—a?)32
n
2k 2 1/(2
2. Montrer que 24]“( k) = n4+ ( n)
n n

k=0

sin(x
L, montrer que f est DSE et que son rayon de convergence

VI DSE par équation différentielle

Exercice 48 |/Solution|
Soit f(z) = arcsin \/z

Vel —z)
+oo

1. Montrer que f(z) = Z anz"™ pour z €]0,1[. Déterminer a,, et le rayon de convergence R. (indication : éq diff)

n=0

2. Etudier la nature de Z(—l)"anR" et ZanR".

Exercice 49 (CCINP PSI 2021) |/Solution

Soit f(x) = arcsin(x)

V1—a?

1. Sur quel domaine f est-elle C! ? Calculer f'(z) et trouver a, b et ¢ polynémiales telles que a(z)f'(z) + b(x) f(z) =
c(x).

2. f est-elle DSE?

3. Déterminer les coefficients du DSE de f.
indication : on peut remarquer que f est impaire (pour simplifier les calculs)



Exercice 50 (Centrale PSI 2011) |/Solution/

arcsi
Montrer que f : x — sin (%n(x)) est solution d’une équation différentielle d’ordre 2 et déterminer le DSE de f.

Exercice 51 (Mines-Ponts PSI 2022) [/Solution|

. n )
Soient H,, = E %,pourn>1et f(x)zz n z"
k=1 n=1

1. Déterminer le rayon de convergence de cette série entiere

. Montrer que f'(z) — f(z) = i

N

3. En déduire une autre expression de f

too H, too (71)n+1
4. Mont — = —_—
onrernz::l n! enz::l n x n!

Exercice 52 (Centrale PSI 2015) |/Solution|
Soient A €] — 1,1[, « € R et f C' sur R telle que f'(x) = af(z) + f(\z).

1. Montrer que f est C* sur R.
2. Déterminer les solutions DSE de cette équation.

3. Montrer que f est DSE.
indication : montrer que pour x € R, il existe C' (dépendant de ) telle que |t| < |z| = |fP(t)] < C(1 + |a)?.

Exercice 53 (Centrale PSI 2022) |/Solution
Soient a € R, v € [-1,1]\ {0} et S, = {f € C*(R,R),Vz € R, f'(x) = f(yz) et f(0) = a}
1. Déterminer S, pour v =1 puis v = —1.

o0 n
x
2. Soit f(z) =« g 7”("*1)/2—‘. Vérifier que le rayon de convergence de cette série entiere est +o0o et montrer que
n!

n=0
feSa

3. Déterminer S,
indication : montrer que si f € S, alors f est DSE en trouvant la valeur de f™) en fonction de f

Exercice 54 (Mines-Télécom PSI 2016) |/Solution

Déterminer les séries entieres solutions de z°y” + 6xy’ + (6 — x2)y = —1 et déterminer leurs sommes.

VII Etudes de fonctions DSE
Exercice 55 (CCINP PSI 2019)

Soit I = [0,1]
+oo s
1. Mont Vo € 1,In(1 =) ()t —
ontrer que Vz € I,In(1 + z) nl:l( ) -

x2n+1 xn+1
2. Montrer que < — ) converge simplement sur I.
d ; m+1  2n+2 g¢ sip

3. Déterminer sa somme S.

4. Y a-t-il convergence uniforme sur I ?

Exercice 56 (CCINP PSI 2021) |/Solution

T (1 — g 2
Soient F(z) = / n(1-% dt et S(z) = Z x—z On rappelle que S(1) = %
0 n=1 n

1. Déterminer le domaine de définition de F.

2. Montrer que si « €] — 1, 1] alors F(x) = —S(x)
2

3. Montrer que si z €]0, 1], F(z) + F(1 —z) = In(z) In(1 — z) — %

Exercice 57 (CCINP PSI 2022) |/Solution
+oo

Soit f(x) = Z "
n=1

1. Donner le domaine de définition D de f



2. Montrer que f est dérivable sur D

3. Déterminer un équivalent de f(z) quand x tend vers 1; on pourra faire une comparaison série/intégrale et utiliser

—+oo
/ et dt = ﬁ
0

2
Exercice 58 (ENTPE-EIVP MP 2009) |/Solution|
—+o0
1. Domaine de définition de f(z) = Z In(n)z™?
n=1

—In(1 —2x)

T (on pourra étudier g(x) = (1 — x) f(x).)

2. Montrer qu’au voisinage de 1, on a f(z) ~

Exercice 59 (Mines-Télécom PSI 2022) |/Solution|

Soit (an)nen une suite de complexes et R le rayon de convergence de Z anz".

"1
1. Rayon de convergence de Z an(Inn)z" et Z an (Z k) z"7?

n>1 n>1 k=1
n
2. On pose v, = 7~ Inn. Montrer que la suite (,,) converge.
k=1
+oo
n In(1 — z) _ R . - s
3. Montrer que : Z(ln n)z" ~ B quand x — 17. On pensera a un produit de Cauchy de séries entieres.

n=1

Exercice 60 (Centrale PSI 2021) |/Solution|

+oo
th(t
Pour n € N*, on pose a,, = / tg ) dt
n
1. Justifier 'existence de a,. Déterminer le rayon de convergence de Z anz" et le domaine de définition de sa

n>1
somme S.

2. S est-elle continue en —1.

3. Déterminer un équivalent de S en 1.
indication : commencer par chercher un équivalent de a.,

Exercice 61 (Centrale PSI 2022) |/Solution
Soient a > 0 et (&) : 2y +ay —ay” = «

1. Montrer que (£) admet une unique solution ¢ développable en série entiere sur | — 1, 1]

1 O(lix>

2. Montrer que ¢(x) =
3. Soit f € C*([0,1],R) telle que f(1) = 0.

1
a) Montrer la convergence de / L () + <,0(t)f(t)}2 dt
0

1 1
b) En déduire a/ to7Lf(H)2dt < / tf (1) dt
0 0
Exercice 62 (ENSAM PSI 2009) |/Solution)
Soient deux séries entieres Zanx" et Z b,x™ de rayon de convergence infinis, avec by = 0 et b, > 0 pour n > 1. On
note f et g les sommes de ces séries.
1. Montrer que si a, et o(by,) alors f(x) T o(g(x)).
n

indication : si e > 0, il existe ng tel que n = ng = 0 < a, < €b,, et remarquer que, pour x > 0, g(x) = byz™.

2. Montrer que si a, ~ by alors f(z) ~ g(x). (indication : a, ~ by, ssi a, — by, = 0(by,))
n—-+oo Tr—r+00

1\" 2"
3. Montrer que le RCV de Z (1 + 7) — est +oo et déterminer un équivalent de sa somme en +oo.
n n!



VIII Permutations somme/intégrale

Exercice 63 (CCP PSI 2011) |[Solution

+oo +oo 1
Montrer que In(thz)dx = — ———— apres avoir justifié la convergence.
q /0 (tha) nz:% Gy P j g

Exercice 64 (CCP PSI 2009) |/Solution|
“+oo
1. Calculer I} = / z¥e=% dx pour k € N.
0

—+o00
2. Montrer que Vz > 0,e” % cos/x = Z e (-1 (;Ek)'
k=0 '

+oo
3. En déduire la valeur de / e~ 7 cosv/x dzx sous forme d’une somme de série.
0

Exercice 65 (Mines-Ponts PSI 2021) |/Solution/
1
Soit f(z) = ———
W=7
+oo
1. Justifier I'existence de / f(z)dz
0

“+o00 1
2. Montrer que / f(z)dx = 2/ f(z)dx
0 0

+oo
3. Rappeler le DSE de et en déduire une expression de / f(z) dz sous la forme de la somme d’une série.
0

1
V14 u?
Exercice 66 (CCINP PSI 2019) [/Solution

+oo
1. Convergence et calcul éventuel de I ,, = / the "t dt pour k € Net n € N.
0

, . n!
2. Déterminer le rayon de convergence de E Tﬂx".
n
n>1

Xl teo 1
. . N n __
3. Justifier que si z €] — R, R], E 1 i = /0 - dt.
n=

Exercice 67 (Mines-Ponts PSI 2019) [/Solution|
“+oo
1. Justifier I'existence de F'(z) = / sh(xt)e*’52 dt pour z € R.
0

2. Justifier que F est DSE.

Exercice 68 (Centrale PSI 2021) |/Solution
/2
1. Calculer I, = / sin?" ¢t dt
0

2. Déterminer les fonctions f DSE paires solutions de z(z? — 1)y” + 32%y + zy = 0

dt

w/2
3. Comparer f et g:x— _—
P Jety /0 1 — x2sin?t

Exercice 69 (Centrale PSI 2019) |/Solution

1
tCL‘
1. Déterminer le domaine de définition de F(x) = /
0

1+t

dt.

2. Montrer que f est C™ sur ce domaine.

3. Montrer que f est DSE et donner le rayon de convergence.

Exercice 70 (CCP PSI 2018) |/Solution|
) a
Soit (a,) € C™ telle que E ay,, est absolument convergente. On pose f(t) = E>0 n—?x"
nz

1. Quel est le rayon de convergence de la série entiere ?

+oo
2. Montrer que / t"e~t dt existe, pour n € N, et la calculer.
0



+oo
3. Montrer que / e tdt = Z Q-
0

Exercice 71 (CCP PSI 2017) |[Solution
Soit f(x) = / cos(x cost) dt.

0
1. Montrer que f est-elle développable en séries entiéres.

2. Montrer que f est de classe C* sur R et calculer zf"(x) + f'(z) + = f(z).
Exercice 72 (Centrale PSI 2022) |/Solution|
1 1 !
Soient A > 3 ea(t) = (1— tQ))\ > et In(x) :/ o (t) cos(xt) dt
0

1. @y est-elle intégrable sur [0, 1[?
2. Montrer que Iy est définie et de classe C2 sur R puis exprimer I} en fonction de In;1 et Iy yo

3. Montrer que I est développable en série entiere.
Exercice 73 (Mines-Ponts PSI 2016) |/Solution/

+o0 —t
1. Montrer que f(z) :/
0

c dt est définie sur | — oo, 1].
2. Montrer que f est DSE.

1— xsin?t

Exercice 74 (Centrale PSI 2015) W

1. Si le rayon de convergence de f(x Z anx™ est R > 0 et si Z |an|R"™ converge, montrer que f € C°([~R, R]).
n>0
. 1 1-—-
2. Soit f(t) = " —In 11 . Exprimer f t)dt a laide de la somme d’une série.
+oo 1 ’/T2
3. Montrer que /0 f(t)dt converge et la calculer, en admettant Z m =35

n=0

IX Séries génératrices
Exercice 75 (ENSAM PSI 2009) |/Solution/
On donne ug = uy =1 et upta = Upq1 + 2u, + (—1)".

1. Montrer que pour tout n € N, on a |u,| < ont+l _ 1
2. Que peut-on en déduire pour le rayon de convergence de S(z Z Up 2"

3. Calculer S et en déduire la valeur de u,,.

Exercice 76 (Mines-Ponts PSI 2022) |/Solution/
Soit (un)nen définie par ug = 1 et up41 = 2uy, +n pour n > 0.

1. Trouver deux réels a et b tels que upt1 +a(n +1) +b = 2(uy, +an +b)
2. En déduire une expression de u,, en fonction de n.

3. Déterminer le rayon R de convergence de g upx™ et calculer sa somme.
n=0

4. Etudier la convergence de la série pour # = R et © = —R.

5. Retrouver I'expression de la somme de la série entiére a partir de la relation initiale définissant (uy,).

Exercice 77 (CCINP PSI 2019) |/Solution|

Soit (an)nen telle que ag = —4, a1 = 2, ag =4 et ap43 = apy2 + ant1 — a, pour n € N.
1. Montrer que |a,| < 2"1?
2. Soit S(z) = Zanxn. Montrer que le rayon de convergence de cette série entiere est > 0 puis que S(z) =
n>0
622 + 6z — 4 ol < R
——————— pour |z .
@+ D@-12°
a b c
3. Trouver a,b, ¢ tels que S(z) = + +

z+1 z-1 (x—1)2



4. Déterminer a,, en fonction de n.

Exercice 78 (Navale PSI 2022) |/Solution/

Soit (a,) définie par ap = a1 =1 et ap41 = a, + ?an,l pour n > 1.
n

1. Montrer que 1 < a, < n2.

2. Quel est le rayon de convergence de Z anx” ? On note f(x) la somme.
n>=0
3. Trouver une équation différentielle vérifiée par f et en déduire f(z).

Exercice 79 (CCP PC 2015) |/Solution/

) 1—(n—i+2)7! sii=j
Soit dyg =1, dy = 3 et d, = det(ai j)i<ij<n aVEC Qi j = Qi 41 = a;_ll,i =n—-i+ 2)_1/2 sil<i<n—1.
0 sinon

1. Calculer dy et montrer que (n + 1)d,, = nd,,—1 + d,—2 pour n > 2.

2. Montrer que |d,| < 1; qu’en déduire sur le rayon de convergence de S(z) = Z dpz™t1?
n=0

1—e®
3. Trouver une équation différentielle vérifiée par S. En déduire S(x) = ——— puis d,.

1-2z
Exercice 80 (CCINP PSI 2019) |/Solution/

On définit la suite (ay,) par ag = a1 =1 et ant2 = ant1 + (n+ Day,.
1. Montrer que a—? <1
n!

—+oo
a
2. Déterminer une équation différentielle vérifiée par f(z) = E —Tx"
n

n=0

3. Résoudre cette équation en en déduire la valeur de agy, et agpi1

Exercice 81 (CCINP PSI 2022) [/Solution

n
Soit (an)neny définie par ag = 3 et ap4q1 = Z . | @kan—k pour n > 0.
k=0
a
< 4™ pour tout n € N.

1. Montrer que 0 < '
n!

2. Que peut-on en déduire pour le rayon de convergence de Z %m" ?
n>0
3. Montrer que la somme f de la série entiére précédente vérifie f'(x) = f(z)?.
4. En déduire la valeur de a,,.
indication : déterminer f en se plagcant sur un intervalle | — h, h| ot f ne s’annule pas.

Exercice 82 (ENS PSI 2018) |/Solution/

1 n
Soit (a,) définie par ap = 1 et a,y1 = Y ; - _a}:+ 5" On pose f(z) = ;an$n~

1. Montrer que le rayon de convergence de f est > 1.

2. Trouver (by,) telle que, pour |z| < 1, f'(z) = f(z) Z byx™ puis trouver f.
n=0

Exercice 83 (Mines-Ponts PC 2014) |/Solution
On note a, = Card{(p,q) € N?,3p +2q = n}.
1. Déterminer le domaine de définition de f(x) = Z anx”.
n=0

2. Déterminer f puis a,,.
indication : partir des DSE de (1 —z?)™" et (1 —23)7L.

Exercice 84 (Mines-Ponts PSI 2016) |/Solution

1. Si R est le rayon de convergence de Z bnpa™, quel est le mode de convergence de la série sur | — R, R[?

2. On note py, le nombre partitions de[1,n] (nombre de fagons d’obtenir [1,n] comme réunion d’ensembles non vides

n
2 a 2 disjoints). Montrer que pp+1 = Z Z) Dk, avec po = 1.
k=0

indication : compter les partitions de [1,n+ 1] en fonction du nombre d’éléments présent dans l’ensemble qui

contient n + 1.



3. Déterminer f(x) = g p—?m"
n!
n=0

Exercice 85 (Mines-Ponts PSI 2016) [/Solution|

On note d,, le nombre de permutations sans point fixe de [1,n].

n
n
1. Mont I = E d do = 1.
ontrer que n 2 (k) & avec do

indication : dénombrer les permutations de [1,n] en fonction de leur nombre de points fizes.
d
2. Déterminer f(x) = Z —T:x" en considérant e” f(x) puis déterminer d,,.
n!
n>0
indication : d, s’exprime a l’aide d’un produit de Cauchy.

Exercice 86 (Mines-Ponts PSI 2022) [/Solution|
Soit E un ensemble et I(E) ={g: F — E,gog =1idg}
1. On pose tg =1 et ¢, = Card(I([1,n])). Calculer ¢1, t2 et t3
+o0
2. Montrer que le rayon de convergence de f(z) = Z %x” est > 1.
n!
n=0
3. Montrer que t,12 = tp41 + (n+ Dty
indication : distinguer si g(n +2) =n+2 ot g(n +2) €[1,n + 1]

4. Déterminer f(x)

X Exercices théoriques

Exercice 87 (Centrale PSI 2015) |/Solution

Soit (ay) une suite réelle telle que (na,) tende vers 0 et f(x) = Z anz™.
n=0
1. Montrer que R > 1 et f(x) =, o(In(1 —x)).

xr—r
indication : pour € > 0, couper la somme en N de sorte que |a,| < e/n sin > N.

2. Réciproquement, si f(x) =, o(In(1 — x)), a-t-on (na,) tend vers 07
z—

indication : non; avec a, = — s’il existe p tel que n = 2P et 0 sinon par exemple.
n

Exercice 88 |/Solution|

Soit E a,z" une série entiére de rayon infini et de somme f.

1

27
7/ f (reie) e 49
0

1. Montrer que Vr > 0,Vn € N, a,, =
2mrn

2. En déduire que si f est bornée sur C alors f est constante.
Est-ce encore valable pour une série entiere de variable réelle 7

Exercice 89 (X-ESPCI PC 2012) |/Solution

“+oo

Soit f(z) = Z anz™ de rayon de convergence infini et telle que 3k € N,IM € R,Vz € C,|f(2)| < M|z|*. Montrer que f
n=0

est un polynoéme.

indication : calculer a, comme dans l’exercice précédent et montrer que a,, est nul a partir d’un certain rang.

Exercice 90 (Mines-Ponts PSI 2015) [/Solution|

+oo
Soit f(x) = Z anx™ une série entiére de rayon 1 telle que S = Z a, converge.
n>0 n=0
+00 oo
1. Montrer que pour z €] — 1,1], f(z) =5 — Z R, (J:” - x”“), ol R, = Z ay.
n=0 k=n—+1

2. En déduire que lim f(x) =S et conclure que f est continue sur [0, 1].
r—1—

indication : couper la somme avec les restes d un rang ng & partir dugquel |R,,| < €, avant de faire tendre x vers 1.

Exercice 91 (Série de Taylor divergente) |/Solution/

+oo -2
exp (in“x
Montrer que f(z) = E %) définit une fonction de classe C*° sur R dont la série de Taylor possede un rayon de
n=0

convergence nul.



Exercice 92 (CCINP PSI 2021) |/Solution
—+o0
Soit F(x) = / cos(zt?)e ! dt.
0
1. Montrer que F est définie sur R.

2. Montrer que F est C* sur R.

3. Calculer F"™(0). F est-elle DSE ?
indication : vérifier que le RC'V de la série de Taylor est nul.



Solutions

Exercice 1 [/sujet] 1. (m“”Q) est bornée si et seulement si r € [0,1] donc R = 1.

2. ag, = exp(2n + O(1)) donc (ag,r*") est bornée si et seulement si r € [0,e7"]; agny1 = exp(—2n + O(1)) donc
(a9 172" 1) est bornée si et seulement si r € [0, ¢]. La suite (a,r") est donc bornée si et seulement si r € [0, e ']
donc R=e"!

3. |14 2i| = V/5 et |2i] = 2 < v/5 donc par somme (et invariance du rayon par intégration terme & terme), R =

Bl

1
Exercice 2 R= 5 par d’Alembert

Exercice 3 e par D’Alembert
1
Exercice 4 |[sujet]| 1. Z T35 Cv

oo dt ot ™ 1\ 1
2. 5 <ap < donc a,, ~ 5 arctan(n) = arctan )~
n n—

1+t L1+
3. R =1 par équivalent, Zan DV et Zan " CV par CSSA ((an) est bien décroissante et tend vers 0) donc
D=[-1,1]

1 .
< R << ——, ceci

Exercice 5 [[sujet]] Sil € RT™ on a pour tout e > 0 et n > ng, (I — )" < |an| < (1 +¢)" donc 7 7
5 —c

1
pour tout € > 0 donc R = 7
1 1
Sil =0, on trouve de méme R > — donc R = 4+oo et sil=+oc,ona R < 7 pour tout [ > 0 donc R = 0.
€

< ap, <1donc R=1.Lasérie CVsize[-1,1]:

Sl
2

Exercice 7 [[sujet] (S,) est le produit de Cauchy de (a,) et (1) donc Rs > R, ; de méme, ((n+ 1)7T,,) est le produit de

Cauchy de (Sy,) et (1) pUIS par invariance par dérivation, Rp > 1.
an = S, — Sp—1 donc par comme R, > Rg et S, = (n+ 1)T;, —nT,,—1 donc Rs > Ry.

1+t2\" 1
Exercice 6 [/sujet/| On a t" < ( —; ) < 1sitel0,1] donc
n

+1

si & = —1, la série vérifie le CSSA car (a,) tend vers 0 par TCD avec <1

Exercice 8 Si b, = P(n) alors a, = O(]b,|) donc Ry < R, et si 0 < p < R, il existe 7 tel que p < 7 < Ry,
(anr™) est donc bornée puis b, p" = (a,r") X P(n) (B) tend vers 0 donc est bornée; on en déduit p < Ry, puis R, = Rp
r

(ce qui est aussi valable si R, = +00.

6 6
Exercice 9 R =1 par d’Alembert et, pour |z| < 1, S(z) = T; <3 o 2) 2" = T f i (-In(l—2z)—xz— :r2)
5 2
Exercice 10 [[sujet/| R = 1 puis D =] — 1,1] (DVG en 1) S(z) = nz;o (n—|—2— m) " = i —xx)Z + T +
5
ﬁ(ln(l —z)+ )
1 2N N N
Exercice 11 On a ﬁ <nY" < ndone R =1;si|z| < 1, T;Jn(fl)nxn = 22711’2” + ;mx%ﬂ =
N 211 2 . too " 1 +oo 2 1 )

n=0 —
Exercice 12 W 1. Si f,(t) = 2" sin™ t alors || f | s,[0,x/2) = |2|™ donc CNsi[z| < 1etona R > 1et pour |z| <1,

/”/2 S (@sin(t)" dt = /“/2 dt u=tan(t/2) /+°° 2du /+°° du
l _— = — -
1 — xsin(t) o 1—2zu+u? \/1—];2 ( u—z )2

n=0

2
V1— 22

(g — arctan ) donc on a bien R =1 car S; n’est pas bornée en 1.

x
V1— 22



2n
2. Ona R =1 (car <cos Tﬂp”) est bornée si et seulement si |p| < 1) et pour |z| < 1, Sh(x Z Zinm/3pn—1 )

n>1
Re ( e ) —1/2- on en déduit Ss(z) = 1 In(1 + x + 22) car S2(0) =0
1 — xe2in/3 1+Jc+ 2 2
1
3. R = +o0 puis S3(z) = 3 (e + 267 + jel ac)
N2-1 N-1 [/ n?+2n N-1
4. La série CV pour |z] < 1 et DV pour x = 1 donc R =1 Z = Z Z " ZQn—i— z" donc
k=n2 n=0

1 14+
_2 n—1 n _ _ .
xan +Zx 179: +17517 (1—x)?

1 — 2 1 1 1 20— 1
Exercice 13 1. f(x) = 30+ 7) +3(1 ;T;—Jr ey puis F(z) = 3 ln(l—&—x)—g ln(:CQ—x—i—l)—i—% arctan (m\/g)_’_

C

2. R=1puis,silz| <1, f'(z) = Z(—l)"x3" = f(x)donc S(x) = 1ln(l—&—ac)—1 ln(xQ—x—I—lH—i arctan (ﬂ)—&—
‘ P ’ 7 n>=0 3 6 \/§ \/3
™
—— car S(0) =0
673 (0)
1
3. S est continue en 1 par CSSA et |Ry |00 <
3n+4

Exercice 14 1. R=1

Todt
_ n,_4n __ - o
2. fl(z) = E (=)™ = Tt et f(0) =0 donc f(z) _/0 T
n=0
Loae
3. On prouve la continuité sur [0, 1] : par CSSA, |R,(z)| < yroa donc CVU sur [0,1] et f(1) = /0 o

Exercice 15 |[sujet/| La série CN sur [—1, 1] (donc f est continue sur [—1,1]) et DVG si |z| > 1 donc R = 1. Pour |z| < 1,

+oo —1)ng2n+l —1)ng2n+l
flx) = 1 Z <( ;21 — - ( ;zz . ) = % (—z*arctan(z) — (arctan(z) — )

n=1

2 2 2 " T
E ice 16 et ap, = —— = — — —— d R =1¢et < 1, 2 — =2 =
xercice a Y p— m T agq dome et pour |z| flz) = 7;1 - ;n—i—l

—2In(1 —z) — ;(fln(l —x)—x)

E ice 17 jet/| Dy = d =1) et 1, -1
xercice § = [-1,1] (donc R )etsi|z] <1, f(z g 2 Z 1 n(l —
1 2n
x) + ;(—ln(l —x) —z) —4g(x). Puis si ¢ > 0, g(x) = nz: (2n+1 ( n>1 (@ -V | =
= (fln(l — V) + 1ln(l —z) — \/a?> Pour z < 0, on a g(z) = Z " = (arctan V—z ——x)
N 2 = 2n—|—1 V-
1
Exercice 18 Qp, + Qpyo = 1 et (ay) décroit donc 1 < 2a, < p— et R=1.8Si|z|] <1 alors f(z) =
1
ap +a1x +x ;amﬂx =astaiz+z Z( 1 an) " =ag+ a1z + (fxln(l —x) — 22 fx2f(r)) puis ag = g
1
et a; = —§ln( ).
tn tn
Exercice 19 |/sujet/ 1. ) < e S t" donc ST 1) < u, < — et R=1
0 1 1 (Jct—i—l N z? )
T —tr) 1422 \1+2 01—t



tn’ﬂ

3. si Un(t) = m

1
1
avec |z| < 1 alors |u,(t)] < |z|™ donc CVN sur [0,1] et S(x) = / e Z(tx)” dt =
0 o

1 +oo
dt 1 xln2 w
————— dt puis S(x) = (7 +—+zln(l - :z:)) S(=t) =Y (—=1)"u,t" vérifie le CSSA sur
/0 1+ 2)(1—tz) 1122\ 2 1 nz:% |
1 — 2
[0,1] done |R,(t)] < |upt1] < —— donc CVU sur [0, 1]. On en déduit S(—1) = lim S(z)= &
n-+2 r——1t 4

1 !
Exercice 20 |/sujet/| R = 4 par d’Alembert. Par IPP successives / t"(1—t)"dt = (2(71_:1)'; pour |z| < 4, on pose

fut) =™ (1 =)™ || fulloo = <%) donc CN sur [0,1] et S(x / an t)ydt = /o (1—3;% =

n>=0
. 3 1 n—1 1 n 1
Exercice 21 |[sujet] 1. Par CSSA,on a |a,| < —donc R>21et 0< (—=1)" " "a, = — — (=1)"an41 done |api1]| = —
n n n
et R=1.
N 1 in—1
- _ k—1k—1 ‘ n—1
2. SiSn(t) = ;(—1) t"~" alors avec | Sy (¢ )|le le TCD donne a,, = (—1) / 1T dt; on en déduit Zan
1 1 1+OO n In—1,m
CV par CSSA et Z(fl) an DV par (—1)""a,, > o .Pour|z| < 1,ona f(x / — 1 dt par CN
|x|™ . (—1)n—Yn—lgn /1 x / ( 1 x )
< 5 t)=—"—"F—"—)d =/ ———— _dt= - dt =
(Tunlloo < == st un?) e ) doneS@ = | AT 1-zJy \1+¢t 1+at
T 2
In
-2z 1+=2

+oo
Exercice 22 |[sujet] (sin(n)p™) est bornée si et seulement si p € [0,1] donc R = 1 et pour |z] < 1, S(x) = Im <Z(Jcez)"> =

n=0
Im( 1 ) _ xsin(1)
1 — et 2(1 — zcos(1))
Exercice 23 1. X4 = (X —-2)(X —1+4¢)(X —1—1) donc A n’est pas DZ sur R, mais DZ sur C.
2. Ona A® —4A% 4+ 6A — 413 = 0 (C-Ham) donc A" ™3 = 44" T2 — 6 A" 1 4A™ et t, 5 = 4ty 0 — 6ty + 4ty
1 1 1 1
B.t, =22+ (1+49)"+(1—-49)" ~2"d =_ et = bi =
+ (149" +(1—14) onc R 5 © f(z) 1—2x+1—(1—|—i)x+1—(1—i)xou ien f(x)

to+tx +taa® + Y tuysa™ = to + tiw + aa® + (da(f(2) — to — tix) — 627 (f(2) — to) + 42° f(2))
n=0

n
Exercice 24 |/sujet] Z

k=1

% est une bijection strictement croissante de R* sur R
xn-&-l
2. fot1(zn) =1+ 1 > 1 donc (z,,) décroit donc CV vers . Puis f,(3/4) P —In(1—-3/4) =1n(4/3) > 1
n—-+0o0
donc z,, € [073/4] pour n grand. Par CN de la série entiére sur [0,3/4], on a 1 = f,,(z,) e In(1 — 1) donc
n oo
l=1—¢"!

Exercice 25 On pose S(z) = Z(2n2 +3n+ 1)2™"! donc R=1et 2n* +3n+1 = 2n(n — 1) + 5n + 1 donc
n=0

3 2 "
— puis S(1/2) = 10.

T x

S(x):2(1_x)3+5(1_m)

2+1

2n+1 1

—_
2n+ 3 n—+oo

Exercice 26 |[sujet] Si|z| < 1, arctan(z) = Z(—l)" -

=0 2n +1

0 donc on obtient le résultat en faisant tendre x vers 17.

et la série CU sur [0, 1] : par CSSA | R, (2)] <

Exercice 27 |[sujet] 1. Cours

2
2. Siz = tanﬁ alors x vérifie 1 = tan% = 17332 donc z = —1 + /2 (car = > 0) puis g = arctan(v2 — 1) =
-z
2 —)Hcar0<vV2-1<1
n=0
T (D 2k (V2 - 1)+ 1
3. CSSA, |— 2 —1)%k ] < <
pat D IE T (i) 2n+3 2n+3



arcta;
Exercice 28 |[sujet/| Si « € [0,1] alors f(z) = r\/li\/i et f(z)? = g bpx™; reste & faire tendre x vers 1 : on
x
n>=0

T v (=" _ (= n( 1 1 )7(*1)" ~ 1
pose un () = bnz etonab"*kzz()(%+1)(2n—2k+1)’2(n+1)kzzo %+1  2m_2kt1)  nil §2k+1

(poser p = n — k dans la deuxiéme partie de la somme). On en déduit que Zun(aj) est alternée pour z € [0,1].

1 1
De plus |b,| < T <1 + E k‘) —— 0 (par comparaison avec une intégrale); reste la décroissance de (|by|) :
n
k=1

n—-+oo
1 =~ 1 n+1 1 ( n+l n+l ) _
bn - bn = < - <0d n i
il =lbnl = 3T 9) ZQkH 2n+3> n+tD(n+2) \2n+1 2n+3 onc (Jun(w)[) est aussi
décroissante si ¢ € [0,1[. On en dedult |Rp ()] < |brt1] P 0 donc la série CVU sur [0,1] et la somme est continue
n—-+oo
+oo 2
1. On en déduit » b, = f(1)> = —.
en n en dédui nz:% f(1) 16
Exercice 29 1. Si|z| < 1alors sin(na) 2| < |z|™ donc f(z) existe (R > 1) et f'(z) = Im Z einagn=1 | —
n=1
el sin(a) O] x — cos(a) 7r
I ( . ): - sin(a) d — arct (7_ ) C avec C' = — —
e T I—2zcos(a) + a2 1, (%COS(Q))2 onc f(z) = arctan Sin() +C avec 5 —acar
sin(a)
7(0) =o.
2. Facile avec sin(na)z"™ = S, — Sp—1
n
. 2 1
3. Méme calcul que pour f'(z) : S, = Im (Z e”mxk> donc |S,| < = geia] S < Ccar x — = o] est conti-
rett —xe?
k=1
1 1
nue donc bornée sur le segment [0, 1]. La série (7 - 1) Sp(x) CN sur [0,1] donc est continue en 1. La
1 n n -+
sin(na) ) T—a 1 — cos(a)
question2 étant valable aussi pour z = 1, on a = lim f(z) = car arctan | —————= | =
= n 1 2 sin(a)
2sin?(a/2) ) a
t =
arctan <2sm(a/2) cos(a/2)) ~ 2

n 1
Exercice 30 |[sujet] 1. 4ol _ ;13 donc (d’Alembert) R = v/2
an n

2. Et on en déduit que f'(z) =a0+Z(2n+3)an+1x2 "2 — g —|—Z [(2n+1)a, +a,]z?" T2 = 1+ f (z )+§f(a:),
n>=0 n>0
f est donc solution de (2 — 2?)y/(x) = zy(z) 4+ 1 avec y(0) = 0. On résout cette équation différentielle et on trouve

1
@)= =\

arcsin (
. 2An+1 .
Exercice 31 1. Ona aa:1 = 2(2 I 3) donc R =1 et par Stirling a,, ~ 2\5% donc Zan et z:an(—l)%+1
DV (signes fixes)

2. Avec la relation entre a, 1 et a,, on trouve (1 — 2%)S’(z) = ag + Z an_12*" = 14 2S(z). On en déduit, avec
n>1

S(0) =0, S(z) = %ﬂ arcsin(z).

Exercice 32 [/sujet] 1. (wy) décroit

2. limw,, = 0 par TCD avec | cos™ ¢| < 1. La relation se trouve par IPP (cf cours intégrales de Wallis)

1
3. Wy = Wpyl = Wpgo = ni2wn donc wyy1 ~ w, donc R = 1 par d’Alembert. Si |z| < 1, on a S(z) =
n
1 n
g-l—:c—f—sumn;o (1 - m) wpr" T = ;T—i—x—&—xQS(x)—nz;O nwi”m"w donc S'(x) = 1+2%5' (x)+22S(x) —xS(z).
@ arcsin(x)

Les solutions de (1 —22)y/(z) — zy(z) = 1 sont y(x) =

™ ™
et comme f(0) = -, on trouve o = 3

+
V1i—22  1-22 2

(57
2

Exercice 33 1. (ay) tend vers 0 par TCD avec

<1




2. CSSA

14t !

> ¢? donc a, > 2 dt =
R>1donc R=1.

1
1 ; on en déduit R < 1 et comme Zanm" CV pour z = —1, on a

1+¢2 ! 1+2\""
b) Onaa, 1er {t ( —; ) } —/ txnt ( —; ) dt =1—n(2a, —an—1) donc (2n+1)a, = 1+na,_1; on
o Jo

1
en déduit x(2 —z)f'(z) + (1 —2)f(z) = T Les solutions de I’équation homogeéne sont, sur |0,1[ ou | — 1, 0],
—x

o e
donc les solutions sur ces intervalles sont y(x) = ———= + f(z) et la seule solution

W)= e FIeED)

sur | —1,1[ est f (si & # 0, pas de limite finie en 0.
1+2\"
Si on souhaite déterminer la valeur de f(x), par TITT ou CVN de f,, : t — ( —; ) 2™ sur [0,1] (|| f,]|%Y <

2dt

1
|z|™ et |x| < 1), on a f(x) = / PP qui se calcule en décomposant en éléments simples (se-
O - x

1 (m+f
Vo—a) \VZ z-&

lon le signe de z); tous calculs faits, on trouve f(z) =

)sim>()etf(x)—
arctan . six <O0.
—x(2 —x) -z
Exercice 34 1. Cours
2. 22(1— 2)f"(2) — 2(1 + 2) (@) + F(@) = a0+ 3 (1 — 1)(an — an_1)a"

n>1

3. ag=0et (n—l)Q(an—an 1)=0sin> 1doncan—an 1sin>2.

4. R=1(sia; #0) et f(z —alzw |z < 1.
n=1
s 1 1 1 g2l g2+l
Exercice 35 5 = ( - ) Z (1-(- Z S = Z ,
_ s i 11
2= 22\1-3 1+ 2fn>0 S
pour |s| < V2.
i 1 1 i 1 e 1 o
E . 36 3 7 / I 1+ o 1—i _ _1 n__ v = _1 n__ %~
xercice fi@) =5 <1+1+ ) s T XY T ) o | pow
? ? n=0 n=0
|z| < V/2 puis on intégre terme & terme avec f;(0) = T done filz) = I—!—z ! Z(—l)" i - Z(—l)" .
SVep & =7 R P (nr DA+ 104~ (n+1
fol)=(14+z)(1-2>)2=(1+z Z 4n . pour |z| < 1.
Injl1—¢
Exercice 37 |[sujet] 1. g:t— Injl -t est continue sur | — oo, 1[\{0} et prolongeable par continuité en 0 donc f
est définie sur | — oo, 1[; de plus ¢g(t) ~ In(l —¢) donc g est intégrable sur |0,1[ et Dy =] — oo, 1].
t—1—
In(1— n-t
2. Comme g est continue (prolongée en 0) sur | — oo, 1], f est C* et f'(z) = In(1 =) =— Z L pour |z| < 1
x n
n>1
(R=1); f est elle aussi DSE sur | — 1, 1] comme primitive d’une fonction DSE (et R = 1 aussi)
-1 ! 1 1
= Z fn(t) avec fi(t) = — sur ]0, 1] donc par TITT, avec / |fn(t)|dt = =, on a f(1 Z 3
n>1 0 n>1
) , In(1l —z)
Comme f est continue sur [0,1] et f'(x) = ——— — % f n’est pas dérivable en 1 (TAF)
X xT—r
t
Exercice 38 t— s est continue sur R donc f est C' et f/(z) = T g3+ pour lz| <1, f(z) = 1:7%:0 )
3n+2
donc f(z )+ Z (R =1)
n=0
Exercice 39 1.t L € ¢OR) done F'(z) = ——%
. T e 1+ a2




1
2. F(z) = arctan(z) — 3 In(1 + z?)

—+oo +oo +oo

—1)" —1)"
3.silz| <1, Fl(x) =(1—x) Z(—l)"mzn donc F(x) = Z 2(n+)1 ntl Z 2(72%:52”“
n=0 n=0

x2"+1 2n+2
4. On vérifie la CVN de la série Z(— 2 {

} sur [0, 1] (étude de fct par ex) donc S = f(1)
n=0

2n+1 2n—|—2

Exercice 40 flz)=In(2—2) +1In(3 —2) = —In(2) Z —— pour [z| < 2.

n>1 n>1
1 (2z)
Exercice 41 |[sujet]| Si |z| < g ona f(z) =In(1 —2) +1In(1 — 2x) Z Z 2)
n>1 n>1
_ 4n+2
g est C! surRetg'(m):ﬁdon051 lz| < 1, ¢'( :—anzx) )"zt puis g(x) 7—22 4n+2(R:1)
. 9
1 —J —J . 2 \M
Exercice 42 [[sujet] f est C' sur R et f'(z) = 17jx—|—17j2 donc si |z| < 1, f'(= ——jnzm )" — nz>0(j )
n+1 :2(n+1) too P
. J + a1 2pm\ ©
puis f(z) = — Z " = —2Zcos (—) —
= n+1 = 3 p
1 1 1 1 = 1
Exercice 43 |[sujet] f(z) = 3 (1 o T :ce*‘l> =3 Z (e"z™ —e ") = Zsh(na)x" pour |z| < -

n=0 n=0

n—2

Exercice 44 1. f(x) = Z < est DSE sur R.

n>=2

2. f est C* sur R et on vérifie que f(x) ne s’annule pas (étudier le numérateur pour vérifier qu’il ne s’annule que en
0)

Exercice 45 flx) = 7;( 1)”+1I(Zn)2 pour tout z € R donc f est C®° sur R et f™(0) = (2(7:_13;)' (les

impaires sont nulles) ;

Exercice 46 g(z) = anm" avec agpt1 = 0 et ag, = =0
= (2n+ 1)1

On pose f(x Zanm pour |z| < R

n>=0
n

(on suppose R > 0); on a fg = 1 sur | — R, R[ si et seulement si Zakbn_k = 0o, donc ag = 1, agny1 = 0 (rec)
k=0
n k
et ag, = — aopboy o = a On montre alors par récurrence que pour une telle suite on a
2n Z 2k02n—2k Z 2k 2k+1) P que p

a2n
2n

n (172" F  HR N (1/2)
< 1:pourn=0 0K et si 'HR est vraie pour k£ < n — 1 alors ‘a;n Z‘a% m < pz::l 2p/+1

1
V2(sh(1/v/2) —1/v/2) < 1. On a donc bien f DSE et R > —. Par contre R < 7 car f n’est pas bornée en .

I~

. - . _ (2n)! ) x —nf2n\ 9paq
Exercice 47 |[sujet] 1. Sifu| < 1, (14+u) "2 =Y "(-1)" u™ donc, si|z| < 1, —— = 4" 2t
[2] S =-(’
en dérivant, on trouve = 3/2 E>O 4" < ) (2n + 1)2?
1 1
2. 11 suffit de retrouver le DSE de = x (1 — x2)_1/2 par produit de Cauchy et d’identifier les

(1 — 22)3/2 1— 22
coefficients de ces 2 DSE

est DSE sur |0, 1[, de méme z donc, par primitive, arcsin est DSE

1
Exercice 48 |/sujet 1. z+—
—
arcsin(y/x)

x
10, 1[. De plus f est solution de 2z(1 — z)y'(z) — (22 — 1)y(x) = 1 avec y(0) = lignf = 1. La seule solution DSE de

4m(n!)?
cette eq diff est y(x) = e e—l
T;) (2n +1)!

1
V1—a2

sur |0, 1[ puis = aussi (car le DSE de arcsin est impair) et par produit de Cauchy, f est DSE sur

"et R=1



2 1
2. Z(—l)”an vérifie le CSSA car ag—:l =2, i 1 < 1 et, avec Stirling, a, ~ m donc lima,, = 0. Par contre

Z an, DV avec I’équivalent précédent.

g .
Exercice 49 [[sujet] 1. fest Clsur] —1,1[et f'(z) = Tz Zrlarcs12n)(332 donc (1 — 2?)f'(x) — xf(x) =
- —z

2. 2 (1—2%) Y2 est DSE sur ] — 1, 1] donc arcsin aussi (primitive) donc f aussi (produit de Cauchy)

b
3. Mieux vaut utiliser 'eq diff : par C-Lip (les fct — et € sont continues sur ]—1,1]) f est la seule solution de ’éq diff
a a

telle que y(0) = 0; si y(z) = Z anz®™ 1 (f est impaire donc on peut se limiter & chercher les sol DSE impaires)

n=0

ona (1— 22y (2) + 2y(z) = ap + 3 (2 + 1)an — 2(n — 1)an_1]2%" done a, = @nnl)*

et " " " (2n+1)!

o 3 2 o 2 " / / 1
Exercice 50 fest C* sur | — 1,1] et vérifie 9(1 — z°) f"(x) — 9z f'(x) + f(z) = 0 avec f(0) = 0 et f'(0) = 3
(f est la seule solution de ce probleme de Cauchy sur | — 1,1[). On cherche une solution DSE impaire sous la forme
y(z) = Z an®" Tt et on suppose R > 0. On a 9(1 — 22)y" (x) — 9zy/(z) + y(z) = 2[9(211 +1)(2n+ 2)a,—1 —4(3n +

n=0 n=>0
4(3 1)(3 2 4" (3 2)!
1)(3n + 2)a,]z?"** donc y est solution sur | — R, R[ si et seulement si a,, = (8n + 1)(8n + )a 1= (8n +2)

92n+1)(2n+2) "t T Bn(an + 2)lnl 10

1 4™(3 2
on vérifie R =1 par d’Alembert donc f(z) = = Z u 2+ pour |z| < 1.

3 = 337 (2n + Q)In'
. - H,
Exercice 51 |/sujet] 1. 0 < — < W donc R = +c0
n! n—1)!
, =Xoam e’ —1

n=0
T]—et

3. On résout ’éq diff et on trouve (avec f(0) =0) f(x) = em/
0

dt (intégrale ne pose pas de pb car la fct

est prolongeable par continuité en 0)

et =y £y an
4. - :Z (n—|—1) t" donc f(x) = I;(n—&—l)!n—kl pour tout x € R puis prendre z = 1.

Exercice 52 |[sujet] 1. f est C" sur R par récurrence.

2. Si f(x) = Z anx™ alors f est solution si et seulement si (n + 1)an,4+1 = (o + A")a, pour tout n € N. et on a alors

n=0
n+1 ™
nt1® = oo £ A7 || 0 donc R = 400 et toute série entiere de cette forme est solution.
anx™ n+1 n—+00
3. f est continue donc bornée sur [ |z, |z|] (|f| < C sur cet intervalle) puis PV () = af® (t)+ AP fP)(At) et [N < 1
x n+1
donnent, par récurrence |f®)| < C(1+|al)?. On a alors / #f("“ (t)dt| < i —C(1+ o)t i 0
0 n! n! —o00

donc f est DSE sur R.
Exercice 53 1. Pour v = 1, f(x) = ae”. Pour v = —1 on a f'(z) = f(—2) donc f" est C' et on a f'(0) =
f(=0) = avet f(z) = —f'(—z) = = f(x) donc f(z) = a(cos(x) + sin(z))
2. R = +oo par d’Alembert par ex, vérification de f’'(z) = f(yz) facile
3. si f'(z) = f(yz) alors par récurrence, f est C* et f(z) = A"=V/2f(4"z). Sur [—A4, A], on a |f™(z)| <

x —t n n+1
|l fllso,[—4,4) donc / uf(nﬂ)(t)dt < (| -  flloe. (.4 o 0 donc f est DSE sur [—A, A] pour
n!
0 voo oo
tout A donc sur R. En posant f(z) = « Zan—', on trouve que f est alors la fonction de 2) donc S, est un
n!
n=0
singleton composé de la fonction définie en 2)
Exercice 54 [[sujet]] On cherche y(z Z anz™ avec R > 0 : 22y (x) 4+ 62y (2) + (6 — 2%)y(z) = 6ap+12a12 + Z[(n—l—
n2>=0 nz=2
1 Gp—2
2)(n+ 3)a, — an—_2]z™ donc y est solution sur | — R, R si et seulement si ag = —=, a3 =0eta, = ———————;onen
)( ) 2] Y J [ 0 6 N (n+2)(n+3)
o -1 -1 9, & —sh(x)
déduit aspr1 =0 et agp = 2p+a) donc R = +o0 et y(z) = z;) o 3)!1 P = P



1
Exercice 55 [[sujet] 1. Par CSSA sur I, on a |R,(z)| < ] donc CVU sur I qui permet d’étendre 1’égalité en 1
n

par continuité.

2. o(z") donc ACV siz € [0,1] et ~ siz =1 (donc ACV aussi)

1
An2
1 1 1 1 1
S 1 ’ _ (Qn_in): _ = = —1In(1 . Pui 1) =
3. Sixe0,1], S'(x) Z x 5% =22 30—2)  20+2) donc S(x) 5 n(1 + z). Puis S(1)

n=0

n 2n
1 1 (_1)k+1
li = 1 ———— =1In(2
noroo £ (2k+1 2k+2> nJToo; P

4. S n’est pas continue en 1 donc pas de CVU sur [0, 1].

In(1—1¢
Exercice 56 |/sujet] 1. t— ¥ est CMP sur | — oo, 1] (prolongeable par continuité en 0) et intégrable sur [0, 1]

donc D =] — 00, 1] et F est méme C' sur D
In(l1—t) Xt
2. st < 1, y = E et on inteégre terme & terme sur le segment [0, z] C] — 1, 1].
n
n=1
In(1 —x)

3. On a F(z) = ; vérifier que z — F(z) + F(1 — x) et  — In(z)In(1 — z) ont les mémes dérivées. On a

2
donc F(z)+ F(1 —z) = In(z) In(1 — z) + C'; par continuité de F (et S par CVN) en 1,ona C = F(1) = —% car
In(z)In(1 — ) v In(x) — 0

z—

Exercice 57 |[sujet] 1. sijz| < 1, " = o(z") et si |z| > 1, DVG

2. c’est une série entiere (lacunaire) donc f est C*° sur | —1,1]
+oo +oo
3. t— expt?In(z) décroit sur RY si x € [0,1[; on trouve / exp(t?In(z)) dt < f(z) < / exp(t® In(z)) dt donc
1 0

vV—-rmlnzx

(poser u = tv/—Inx) puis f(x) ~ 5

Exercice 58 1. Dy =] —1,1] car R =1 et la série DVG en %1
1 1 1 1 1
2. (I-2)f(x)+In(l-=2) = T%:l {—ln (1 - E) - ﬁ} ™ qui CVN sur [0,1] car —In (1 - 5) = 0 (nz) donc
(1-2)f(z)+1In(l —x) = C + o(1), ce qui donne 1’équivalent.

Exercice 59 |[sujet] 1. On prouve H,, ~ In(n) (par la question 2 par exemple) donc a, H,, ~ a,Inn

2. Fait en cours (dualité suite/série)

1
3. On pose g(z ZH 2" et on a R = 1; (H,) est le produit de Cauchy des suites (7) et (1) donc g(z) =
n>1 n
—In(1 —2) ~ n i
- On vérifie, avec f(z Zlnmc que R = 1 puis f(z) — g(x) = Z(ln(n) — H,)z". La suite
-7 n>1 n>1
1
(In(n) — H,) est bornée donc |g(z) <C Z ™ ;onadone f(x) = g(z)+0O (7) et comme
et x—1 1—=z
1 —In(1 —x)
1—x 21 o(g(x)), on a f(x) o1 9(x) 51 1—z
th(t 1 th th(t 1 th
Exercice 60 M 1. th(t) — donc a, existe (si n > 1) puis si t > n, (n) < ( ) — donc (n) <

t2 t2 t2 n
a, < —. On en déduit a,, ~ — donc R =1 puis Zan DV et Z "a, CV par CSSA (lima, = 0 car c’est le

t2 H+oo t2

reste d une intégrale convergente) donc Dg = [-1,1].
2. Siz € [-1,0], le CSSA est vérifié donc |R, ()| < ani1 —+> 0 donc CVU sur [—1,0] et S est continue en —1.
3 ! /md S(x Ej Ej/ B =1 gm0 ite 1 —th(t) = 207 ey
Cap o~ == uis 2". On a ensuite ——— < 2 onc
n n 12 P 1+ e 2t
n>1 n=1
1

an, — —

—+o00 2672t Com “+oo dt 2 —2n i . ]_ n
< dt < 2e — = . On en déduit la CVN sur [0, 1] de Z a, — — | 2" donc
n n n

t2 12 n n
n>1

: N o, _ " _
3131311 > (an - ﬁ) 2™ = L est finie. On a S(x) = ; " +0+0(1) = —In(1—x)+£¢+0(1) donc S(x) ) —In(1—2x).



“+oo n—1
Exercice 61 |[[sujet] 1. xy/(2) + ay(z) — zy(x)? = aap + Z (n+ a)a, — Z akan—1—1 | 2" donc y est solution ssi

n=1 k=0
n—1
ag=1et a, = Z Qxay_1_k puis on vérifie par récurrence 0 < a, <1 donc R > 1
n—+«a =
2. ona0<a, <ldonc, pour0 <z <1,0 Zz
1-z

3.a) avec T-Y, comme f(1) =1, 0on a f(t) < Fa - 1) + o(t — 1) donc ¢ X f est bornée au voisinage de 1

b) Onal > 0et I = + 2 V@) dt + [ p'tf (1)*dt. On a t*p(t)f(t)? = O(1 —t)
N s 1
donc 2 / o) fOf@)dt 2 — [ 2 [t () + ap(t)] At 2 — / 1 [a + to(t)?] f(t)?dt donc on a
0 0 0
1 1
I= [ t*f(t)*dt — t* ()2 dt
| esrac—a [ ey
no—1 +o0 no—1
Exercice 62 1. |f(2)] < Z apzt| 4 ¢ Z bra® < |P(x)| + eg(x) avec P(x Z apz®. Comme g(z) >
k=0 k=no k=0
P(x)

bnoz™ et by, >0,ona lim
r—+o0 g

pour z > A, [f(x)] < 2e9(x).

2. a, — b, = o(b,) donc f(x) — g(z) = o(g(x)) avec la premiére question

@) = 0 donc il existe A tel que, pour x > A, on a |P(z)| < eg(x). On en déduit,

1\" 1 1 " 1 e
3. (1 + E) = exp {nz In <1 + Eﬂ exp {n — 5 + 0(1)} ~ % donc a,, ~ %%. On en déduit que R = 40 et,
1

avec la question précédente, f(z) e,

ﬁ+oo\fz AR

2
Exercice 63 [[sujet]| In(th(z)) = In(1 — e 2*) —In(1 + e %*) = — Z med(%ﬂ)z pour x > 0 et on applique le

n>=0
2 2(2n+1 i 1
TITT avec fn(-'L') — 27/1174»16_ ( n—+ )7' et / |fn(x)‘dx = W
0

Exercice 64 1. I, =T(k+1) =k
2. DSE de cos(u) avec u = \/z

k +oo
3. On applique le TITT avec fp(z) = (—1)"e™ " T et / | fr(x)|dz = qui est le terme général d’une série
0

(2k)! (Qk)'
+oo . k!
CV (par d’Alembert) ; on trouve / e " cos(vz)dr = Z(—l) T
g 2
Bxercice 65 [ 1. f(r) = et [(x) =
xercice suje v ACoR NG et f(@) v —p
1
2. poser u = —
x
(2n)! o /1 (2n)! 1 (2n)! 1
3. <1, d TITT dz = -H" ~
pour [u| ,/7 2;0 @z done (TITT) | f(w) dx ;)( S e 13 N et 12
\f 5 =3/ par Stirling.
Exercice 66 [uwjei] 1. I ¢ letd JA gL
xercice k,n €xiste sin > 1 et dans ce cas I, = sy
2. R = e par d’Alembert
tx = 1 oo 4y TITT
3. = Zt”e*mx" si [tze™"| < 1 donc comme maxte " = —, si |z| < e. On a alors / dt "=
et —tw = R+ e 0 e —tx
—+oo
Zln,nx" pour |z| < e.
n=1

1
Exercice 67 [[sujet] 1. sh(xt)e‘tz = 0<—)

t—+o00 2



o ont1 +o0
T n _42 PP ™
2. F(x) T E mfn avec I, = /0 " xte”t dt = nlly = n!% (donc DSE pour tout = € R)

/2 /2
Exercice 68 |[sujet] 1. I, = / sin(t) x sin®*~1(t) dt EF (2n — 1)/ cos(t) x cos(t)sin®"2(t)dt = (2n —
0 0
2n—1 . 2n)!
)(Ip-1 — I,) donc I, = Tln_l puis I, = (2(7173)22
2. sijz| < Ret y(x Z anx“", — 1)y (2) + 32%y () + zy(x) = Z[(Qn +1)2a, — (2n+2)(2n + 1)ap 41]z?" !
n=>0 n=0
. : . 2n+1 .
donc f est solution sur | — R, R[ si et seulement si a,y; = 2% donc R =1etsi|z] <1,ona f(z) =
2n
o Z anl
n>0
3. si|z] < 1, Z = EZLLJJQ" = g/ Zsm 22 dt = gg(:z:) car |sin®(t)z*"| < |z|*" donc
Q”n' 7r T Jo ™
n>0 n>=0 n=0
CVN sur [ 73} (variable t).
t* 1
Exercice 69 [[sujet] 1. f(x,t) = xS0 7= donc Dp =] — 1, 4+00].
—

<1

2. Sia> -1,

l—a

t—=2

" In ¢t|™t* Int|™t® 1 1-—
O | < I Dt (LY 1
ozn 1+1¢ 14+t t—0

+oo 1 1 1
I, Int)” In¢|™
puis, si|z| < 1, F(x )TI:TT g —a" avec[n:/ thpar/ [ Int] dtg/ (flnt)”dtH;P
n 0 0 0

nn

3. tzzz%

n=0 n=0

1+¢ 1+t

1 1
n!l. De plus 5/ (—lnt)"dt < |I,] € / (=Int)" dt donne R = 1.
0 0

1
Exercice 70 1. (ay) tend vers 0 donc m =0 (n ) et R = +o0.
2. Par IPP (c’est I'(n+ 1)) =
+oo tn
3. TITT avec / dt = |an|.
0
22" cos? t T
Exercice 71 [[sujet] 1. cos(zcost) = Z fn(t) avec fr(t) = (—U"W et on applique le TITT avec/ |fn(t)]dt <
n>=0 : 0
2n ™ ™ 9 x?n
T (série CV) ce qui donne / cos(xcost)dt = » (—1)" (/ cos "tdt)
(2n)! 0 nz>0 0 (2n)!

2. On trouve 0 (soit en dérivant terme a terme deux fois et en utilisant les relations entre les intégrales de Wallis, soit
avec le théoréme de dérivation des intégrales & parametres et en faisant une IPP sur f'(x)).

. i 2)\—1/2 1
Exercice 72 su]et 1. QO,\(t) t:l m et 5 - A<l
: 9g 0%g 2 o
2. |g(x,t)| < @x(t) puis 8 ( t) = —tpx(t) sin(at) donc %(sc,t) < toa(t) Y pa(t) et @(x,t) < t2pa(t) indép

de z et intégrable sur [0, 1].
1 1 2\A 12 1
1-¢
Il (z) = - / tcos(zt) X tpy(t)dt = i / [cos(zt) — xsin(xt)]% dt puis / sin(zt) (1 —t2) /2 4t ep
0

0 0
1 2\A+3/2
)
x cos(xt)——————dt
/0 2\ + 3

20, (t !
3. pour (z,t) € R x [0, 1], cos(zt)pa(t) = Z(—l)"L(')xQ” puis TITT, avec z € R fixé, (H4) / [fn()|dt <
: 0
r2n 1
/ pa(t)dt
“Jo

Exercice 73 |/sujet] 1. g:t— 67_2 est CM" sur Rt pour z < let g(t) = o <—)
1—xsin®t t—too  \t2




+oo “+oo
2. Silz| <1,9(t) = Z Uy, (1) avec u, (t) = 2™ sin®" te " et on applique le TITT avec / |, (8)] dt < |z|™ / e tdt =
0 0

n=0
+oo
|z|™ (donc série CV); on trouve f(z) = Z (/ et Sin2”tdt) ™.
n=0 0
Exercice 74 |[sujet] 1. La série CVN sur [—R, R]
1 12n 1 2n
2. f(t) = n [In(l —¢t)—In(l14+1t)] = 77;) 1 et on intégre terme a terme avec le TITT car /0 o T 1‘ =

F (ce qui prouve aussi l'intégrabilité de f sur 0, 1[)

1 f oo
3. En posant u = o on vérifie que / (t)dt = / fe)dt
0 1

Exercice 75 |[sujet]

1. récurrence
1
2. On en déduit R > 3
1 = 2
3. Si |z] < 5 ona S(x)=1+x+ Z (g1 + 2up + (=1)"] 2" = 1+ 2 + 2(S(x) — 1) 4+ 2225(z) + ; on en
n=0

14 z? >: 1+ x4+ 22

déduit S(x) = 173972:52( Ttz

41 2.1 11 422nn+
= — -_— _ —_ - x

(I+z2(1-20) 91-20 91+z 3(1+az2 94

2 1 4 1 :

3 Z(fl)”x” + 3 Z(fl)"ﬂ(n + 1)z™. Au final, comme a,, ~ g > 2", on a bien R = 3
n>=0 n=0
Exercice 76 1. upp1+(n+1)+1=2(u, +n+1)
2. u, =2""—n-1

3. R:%et S(x) 2 ° !

:1—2x_(1—x)2 11—z

1
—_— 1 donc DVG en £+~
n—+oo 2 2

Un

277.

4.

2
5. Pour |z| < R,ona S(z) =up+= ZunHz” =1 erZ(Qun +n)z" =1+2zS(x) +

5 (qui donne bien le
n>=0 n=>0 (1 JI)

méme résultat !)

Exercice 77 |[sujet] 1. récurrence (triple)
1
2. On en déduit R > 3 S(x)

74+2z+4x2+2 Uny32™ T = —44 20 +4a? (S () +4—22)+ 22 (S(x) +4) —23S(z)
n>=0

-1 T 4
14z 1-z (1-2)2

4. S(z) =— Z(—l)"m” - 72 "+ 4Z(n +1)z" donc a,, = —7 +4(n + 1) + (=1)"*

n=0 n>=0 n>=0

Exercice 78 |[sujet] 1. Par récurrence
2. Avec I'encadrement précédent, on trouve R = 1.

2 -

3.Si|z| <1, fla) =14z + E <an+n7+1an,1) " =1+a+a(f(z)—1)+2 E %m"“ donc f'(z) =
n=1 n=1

—2z

e
L fle) = 1t of () + 20f(x) puis (1= 2)(x) = (1+20)f(2) et f(x) = g car F(O) =1
Exercice 79 |[sujet] 1. d2 = 2/3; pour la relation de récurrence, il suffit de développer le déterminant successivement
par la premiere colonne et par la premiere ligne du second déterminant qui est apparu.
2. |d,| < 1 par récurrence donc R > 1.

3. Sest Clsur]—1,1[ et S'(z) = do + 2d1x Z(ndn_1 +dy 2)x" =1+ 2+ 2(5'(x) — 1) + 25(x) ; on en déduit la
n>2

valeur de S(z) (et R =1 car S n’est pas bornée en 1). Puis S(z) = = Zm" X Z(— )"( ’ donc

n+1)!
n>=0 n=>0 + )
n

—1)*
par produit de Cauchy et unicité des coefficients, on a d,, = Z (; +)1),

k=0



Exercice 80 |/sujet/ 1. Récurrence

2. Comme a, > 1, on en déduit R > 1; on pose b, = a—? et on a (n + 2)byy2 = b1 + b, donc f'(z) = g (n+
n!
n=0

Dbpy12™ = by + Z(n +2)bpgox™ T = by + Z(bn-H + b)) 2" = by + (f(x) — bo) + 2 f(x) donc f est solution de
n=0 n=0
y(2) = (1 + 2)y(x) avec y(0) = 1.
4 s x "Ez xr 12 xn n 1
3. On en déduit f(z) = e t27/2 — ot o7 /2 = ZF X Zanff avec Qion = ol et aspy1 = 0. Par
n=>0 n=0
. an N~k : - e .
produit de Cauchy, on a — = Z ———— puis on distingue les cas n pair/impair. (En fait on a R = +00)
n! purs (n—k)!
Exercice 81 [/sujet/ 1. récurrence
1
2. R> -
4
" q a
3. f(z)? = Z cnx™ avec ¢, = Z k—]?an_k(n —k)l'=(n+ 1)<nnT+i>'
n>0 k=0
4. f(0) =3 donc f > 0sur ] — h,h[ (avec h < R); sur cet intervalle ) =1 donc f(x) = 5 _ Z 3rtlgn
f(x)? 1-3z =~
Exercice 82 [[sujet] 1. On vérifie |a,| < 1 par récurrence.
2. Siz| <1, f() =1+ Zanﬂx"“ donc on trouve f'(z) = f(x) Z a (produit de Cauchy) donc f'(z) =
n=0 n=0 n+2
In(1 — 2 In(1 —
—n(if)ﬂf(m) et en résolvant cette éq diff, avec f(0) = 1, on trouve f(z) = 1I exp ( ul I))
x —zx x
Exercice 83 |[sujet] 1. (p,q) €[[1,n]? donc a, < (n+1)? et R > 1 comme (a,) ne tend pas vers 0 la série est GDV
en +1et Dy =] —1,1].
1 1 1
2. Pour |z| < 1, on écrit T2 = Zanx” et 15 = Zﬁnx” et on a m = Z’Vnmn avec

n=0 n=0 n>=0

n
Y = Zakﬁn_k = a, car apfB,_r = 1 si et seulement si k = 2p est pair et n — k = 3¢ est un multiple de 3. On
o 1 1
détermine ensuite a,, avec le DSE de = ui s’obtient a partir de
n -2 -2%)  (1—22(+2)(0—ja)1-77) P
la décomposition en éléments simples.

Exercice 84 1. CVS seulement et CVNTS de | — R, R|.

2. Pour construire une partition de [1,n + 1], on commence par construire un ensemble contenant n + 1 : le nombre

n
d’ensemble contenant n + 1 et de cardinal k£ + 1 est (il reste & choisir les k autres éléments parmi[[1,n]) puis

k
il reste a constituer une partition de l’ensemble des n + 1 — (k + 1) = n — k entiers restants, il y a p,_j choix
possibles. Le nombre de partitions pour lesquelles n 4+ 1 appartient & un ensemble de cardinal k + 1 (avec k > 0)

est donc (Z)pn_k. En faisant varier k& €[[0,n], on obtient p,+1 = Z <Z)pn_k h=n-k Z (Z)ph

k=0 h=0
P n b —+oo
3. Onpose b, = n—’; etona (n+1)b,y1 = % Fkk)' ;on vérifie 0 < b, < 1donc R > let f'(z) = ;(n—l—l)bnﬂx” =

f(z) x e par produit de Cauchy. On a donc f(x) = f(0) exp(e®) = exp(e® — 1) car f(0) =pg = 1.

Exercice 85 1. On compte le nombre de permutation de [1,n] en fonction de leur nombre de points fixes :
pour créer une permutation ayant k points fixes, on choisit ’ensemble de ses k points fixes (il y a Z choix possible)
et pour chaque choix de cet ensemble, la restriction a I’ensemble des autres n — k points est une permutation sans
point fixe (il y a d,,_x choix possibles); le nombre de permutations ayant k points fixes est donc (Z) dp_p =

n
n—k
[1,n] est nl

dn_1. L’égalité s’obtient en ajoutant ces quantité et en utilisant que le nombre total de permutations de



2. Par définition, on a 0 < d,, < n! donc R > 1; Z an,x" avec a, = Z F(n (produit de Cauchy)
n>=0

n

—z n -1 k
donc a, = 1. On a donc f(x) = S E (—1)”96—' X E z" | donc d,, = E ( k') (encore produit de
n! !
n=>0 n=0 k=0

Cauchy).
Exercice 86 1. I({1}) = {id} donc t; = 1; I({1,2}) = {id, (12)} ((12) est 'appl qui échange 1 et 2) donc
ty =2 et 1({1,2,3}) = {id, (12), (13), (23)} donc t; = 4
2. I([1,n]) C S, (ensemble des permutations de [1,n]) donc ¢, < n!
3. Sig(n+2) =n+2alors gy, , € I(1,n]) doncily a ;41 applications de ce type. Sinon g(n+2) =k €[1,n + 1]

(il y a n+1 choix pour k) puis g(k) = n+2et g, € I(E}, ) ot E =[1,n+1] \ {k} donc il y a (n+ 1)t,
applications de ce type

4. sia, = ', on a apyo = (@nt1 + a,) donc f est solution de f'(x) = (1 + z)f(x) avec f(0) = to = 1 donc

fla) = evtes?

1
(n+2)!

1
Exercice 87 [[sujet] 1. a, = 0(7) donc R > 1; pour z € [0,1], on a
n

<€Z%=

no
- E apz"
n=0

n>no+1
no n PE
€ (— In(1—2x)— n;l fz) ; on en déduit —hf((lx)—x) — 1’ <e+ —Ll(l(x—”x) ou P: est un polynoéme qui ne dépend
P, P,
que du choix de & (donc fixé) ; Comme lim & =0,ilexister >0telque l —r<z<1= M <
z—1 —In(1 — z) —In(1—2)

donc on a bien I’équivalent demandé.

1
2. Pour lexemple donné, (na,) ne tend pas vers 0 et f(z) = Z —pxzp donc |f(x)] < Z o est bornée donc

p=0 p=0
f(x) = o(In(1 — x)).

r—

2
Exercice 88 |[/sujet] 1. f(re?)e i = Z aprFe(Fmmtheta of on integre terme A terme car / lagrFeltk—mitheta) qp —
E>0 0

2
21| ag|r® (série CV); on ne déduit le résultat car / k=m0 49 = 27om, k
0

2. Pour n > 1, on a |a,| < X 27| flloo —— 0 donc f = ag est constante.
r—-+o00

1
2rrn
C’est faux si f est seulement bornée sur R : cos

1
Exercice 89 |[sujet/]| Pour n > k+1, on a |a,| < x 2rMr* ——— 0 donc f(x Z anx” € Ry[X]
2

r—+00

Exercice 90 m 1. Utiliser a,, = Ry, — Rn+1

2. |f(z)— (1-=z Z |Ry|z" +¢ Z ") < (1 =) (ng +1)C +¢ car (R,,) tend vers 0 donc est bornée
n>no+1
et 2™t < 1. ng etant ﬁxe7 ilexister >0telque l —r <z <1= (1—=x)(ng+1)C < e donc |f(z) — S| < 2¢ pour

x proche de 1, ce qui donne le résultat.

c0n 2 2p 1
Exercice 91 Si up(z) = w alors [[ulP s = 7;— =o0 (—2> donc Zuﬁf’) CVN sur R ce qui donne
n n n
+oo 9o 2
0 (p) nr ri s , " (p) p?
feC®M) et fP(0) = Z S iona donc (en ne gardant que le terme d’indice p, les autres étant positifs) f'*/(0) > o
n=0
f(p)
donc f (p)( ) = 2p ' " —— +oo donc Z xp diverge pour tout = A0; le rayon de convergence de la série de
p——+oo
Taylor de f est donc nul
Exercice 92 [[sujet] 1. |g(z,t)| <e™?
d*g 2k 2 TN -t « 42k —t ( 1 )
. = Z < - il
2. Avec o 5 (T, t)‘ t ‘cos(mt +k2)‘e t“"e oo\

—+o0
3. On a F*D(0) = 0 et FEP(0) = (—1)’“/ t*e~tdt = (—1)%(4k)!. La séric de Taylor de F est donc
0

4k)! 5
Z<_1)k§21<:;'$2k dont le RCV est nul donc F n’est pas DSE.
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