Endomorphismes des espaces euclidiens

I Groupe orthogonal en dimension 3

Exercice 1 |[Solution|

2
Déterminer la matrice dans la base canonique de R? de la rotation autour de u = (1,2,2) et d’angle %

Exercice 2 (ENSAM PSI 2010) |/Solution

Matrice, dans la base canonique de R?, de la rotation d’angle g autour de (1,—1,1)7

Exercice 3 (Mines-Ponts PC 2013) |/Solution|

-2 6 -3
1
Reconnaitre endomorphisme de R? canoniquement associé & - 6 3 2
-3 2 6
Exercice 4 (ENSAM PSI 2011) |/Solution)}
31 -6
Etudier f canoniquement associé a — | 1 3 V6
V6 —v6 2
Exercice 5 (CCP PSI 2016) |[/Solution|
2 2 -1
Reconnaitre endomorphisme de R? canoniquement associé 4 A== 1 -2 -2
-2 1 =2
Exercice 6 (ENSAM PSI 2014) |/Solution
4 -8 1
1
Reconnaitre endomorphisme de R? canoniquement associé & A = 9 4 1 =8
7T 4 4

Exercice 7 (ENTPE-EIVP PC 2010)

1 0o -1

1 0 1 0

Montrer que M = A 1
0 -1 0

normale de son noyau et de son image.

Exercice 8 (ENTPE-EIVP PSI 2013)

6
1
Trouver a, b, c,d tels que A = = -2 6 b
3
Exercice 9 (Mines-Ponts MP 2007 et autres) |[[Solution
p r g
Montrer que A= | ¢ p r | est une matrice de rotation si et seulement si p, ¢ et r sont les racines d’un polynéme de
r q p

la forme X3 — X2 4+ \.
Exercice 10 (Centrale PSI 2013) |/Solution|

1. Montrer que si 7 est une rotation d’angle 8 et P € R[X] vérifie P(1) = |P(¢'?)| = 1 alors P(r) est une rotation.

0 0 1
1
2. Vérifier que Rg = | 1 0 0 | est la matrice d'une rotation rq. Montrer que 3 (21"8 — 710+ 2id) est une rotation
0 1 0

et en déterminer I'angle.

Exercice 11 (Mines-Ponts PSI 2012) |/Solution/
Soit A € M3(R) telle que A% = *A. Montrer que A = 0, ou A = I, ou A est orthogonalement semblable & ((1) O> ou

0
1(-1 -3
2\vV3 -1
Exercice 12 (Centrale PSI 2013) |/Solution|
Soit M € M,,(R) inversible, telle que M= = *M



1. Montrer que M est orthogonale et que ker(M — In)L est stable par M.

2. Déterminer les matrices M pour n = 2 et n = 3.

Exercice 13 (Centrale PSI 2013) |/Solution|
1 -2 =2
SoitA==-1-2 1 =-2]etsel (R3) euclidien canoniquement associé a A.
-2 =2 1
1. Donner les éléments géométriques de s.
2. Soit # €]0, 2x[. Déterminer les rotations r de R® telles que s or =70 s.

3. Méme question en rajoutant Tr(r) = 0.

Exercice 14 (Mines-Ponts PSI 2021) |/Solution/

Soient E un espace euclidien orienté de dimension 3, r # id une rotation au tour de D et s une symétrie orthogonale par
rapport a un plan P.

1. On suppose D 1 P, montrer que ros =sor
indication : écrire les matrices dans une bon bien choisie

2. On suppose r o s = sor; que peut-on dire?
indication : D est un espace propre de r qui est donc stable par s

Exercice 15 (ENSAM PSI 2015) |/Solution/
Soit u = (a,b,c) € R®* non nul et f: 2 — uA .
1. Déterminer le noyau de f et calculer f o f (on rappelle u A (v A w) = (u|w)v — (u|v)w)

2. Donner la matrice de f dans la base canonique et calculer A2

1
3. Calculer f™ en fonction de f, f? et a = ||u||. Calculer et étudier exp(f) = Z — "
n

n=0
II Groupe orthogonal et base orthonormale
Exercice 16 (ENSAM PSI 2015) |/Solution)
< n3/2.

Soit M = (m; ;) € My (R) orthogonale. Montrer que me» <n < Z [m ;
.3 1,7
indication : calculer (f(e;)|ej) pour f canoniquement associé a M et (e;) la base canonique de R™.

Exercice 17 (CCP PSI 2016) |/Solution|

Soit @ € F non nul, E espace euclidien. Déterminer o € R pour lesquels u : x — « < x|a > a — x est une isométrie.
Reconnaitre u pour ces valeurs.

Exercice 18 (CCINP PSI 2018) [/Solution
Soit u € L(E), E espace euclidien, tel que ¥(z,y) € E?, (z|y) = 0 = (u(z)|u(y)) = 0.

1. Montrer que les images des vecteurs d’une base orthonormée sont toutes de méme norme (on la note p).

2. Montrer que Vz € E, |Ju(x)| = pl|z| et en déduire qu’il existe g € O(E) tel que u = ug.

Exercice 19 (ENTPE-EIVP PSI 2012)

Soit B = (e1,...,en) et B = (€],...,e,) deux base orthonormées de E et u € L(E). Montrer que Z (u(es)]€])? ne
1<i,j<n

dépend ni de B, ni de B'.

indication : commencer par identifier la somme sur j.

Exercice 20 (ENSAM PSI 2018) |/Solution)
1. Si f € L(E), E espace euclidien, vérifiant Va € E, (f(x)|z) = 0, montrer que f — id et f + id sont bijectifs.
2. Montrer que g = (id+ f) o (id — f)_1 est un automorphisme orthogonal qui n’admet pas —1 pour valeur propre.

3. Etudier la réciproque : si g est un automorphisme orthogonal qui n’admet pas —1 pour valeur propre, existe-t-il f
tel que Vo € E, (f(x)|x) =0et g = (id+ f) o (id — f)~*?

indication : on peut calculer g en fonction de f.

Exercice 21 (CCINP PSI 2022) [/Solution

ay

Soient C=| : | eM (R)tM—(l JC)
ole = : n,1 e =\¢ 1,

Qn



1. Calculer M ‘M et en déduire M € GL,,+1(R)
2. Soit N = M~'*M. Montrer que N € O,,41(R).

Exercice 22 (ENSAM PSI 2018) |/Solution)
Soit E un espace euclidien.

1. Soit f une isométrie de E telle que f o f = —id. Montrer que pour tout u € E, u et f(u) sont orthogonaux.
2. Déterminer les isométries de R? telles que f o f = —id.

3. Montrer qu’il n’existe pas d’isométrie de R? telle que f o f = —id.
indication : utiliser le déterminant

4. Soit f une isométrie telle que Yu € E, (f(u)|u) = 0. Montrer que f o f = —id
indication : vérifier que siYu € E, (f(u)|u) = 0 alors ¥(z,y) € B, (f(x)|y) = —(z|f(y))
Exercice 23 (CCINP PSI 2021) [/Solution
1
Soit M € O, (R) telle que §(2M +1I,) € O,(R).

1. Montrer que (Mz|z) = ||z||* pour tout = € R™.
2. Que peut-on en déduire pour M ?
indication : montrer que M + "M = 2I,, puis qu’il existe A antisymétrique telle que M = I,, + A, puis A?> =0 et
enfin A =0.
Exercice 24 (Mines-Ponts PC 2011) |/Solution

1. Montrer que toute matrice P € GL,(R) peut s'écrire P = QT, ol  est réelle orthogonale et T triangulaire
supérieure & coefficients diagonaux strictement positifs (on pourra s’inspirer du procédé d’orthonormalisation de
Schmidt). Montrer que cette décomposition est unique.

2. Soit A € M,,(R), montrer que (det 4)? H (Z a; ;) )

Exercice 25 (CCP PSI 2017) (/Solution/ W

1. Pour 6 ¢ 27Z, calculer S,, = Z cos(kd) et T, = Z sin(kd) et déterminer leurs limites.
"=
2. Soit r une rotation d’angle 6 de R2 ou R?; déterminer lim Z r
n—-+oo N

L
3. Montrer que si u € O(E) alors E = ker(u — id) ® Im(u — id) et calculer lim Z u

n—+oo N

Exercice 26 (CCP PSI 2021) |/Solution|
Soient E un espace euclidien et u € O(F).

1. Montrer que Im(v)* = ker(v) ot v = u — id.

2. Soitaec Eetz, =— Z u¥(a) ; montrer que la suite (Tn)n>1 converge.
n

Exercice 27 (Mines-Ponts PSI 2017) |/Solution/
Pour f € O(E), on note K(f) = ker(f —id) et I(f) = Im(f —id). Si w € E, u # 0, on note s,, la symétrie orthogonale
par rapport & Vect{u}~*.

1. Montrer que F est stable par f € O(FE) si et seulement si F* est stable par f.

1
2. Pour f € O(E), montrer que E = K(F)® I(f)

3. Soient (uy,...,u,) une famille libre de E et f = s,, 0--- 0 s,, ; montrer que I(f) = Vect{us,...,uy}.

Exercice 28 |/Solution

Soit f un endomorphisme orthogonal de E euclidien.
1. Montrer que u = f + f~! est symétrique et en déduire qu’il existe x # 0 tel que Vect{z, f(x)} est stable par f.

2. En déduire qu’il existe une base orthonormée de E dans laquelle la matrice de f est diagonale par blocs avec des

. _ r_ _ (cosd fsinﬂ)
blocs de taille 1 ou 2 de la forme Dy = (1), D] = (1) et Dy = <sin9 030

Exercice 29 (Mines-Ponts PSI 2018) |/Solution
Pour Z = (z;) € M,,1(C), on pose Z = (z;) € M, 1(C). Soit A € O,(R).



1. Soit A une valeur propre complexe de A ; montrer que |\| = 1.
indication : calculer "ZAZ et vérifier que c’est en fait un réel.

2. On suppose que A admet une valeur propre complexe non réelle. Montrer qu’il existe une famille libre (X,Y) €
M, 1(R)? telle que (AX, AY) € F? ou F = Vect{X,Y}.

3. Ecrire la matrice de up, endomorphisme induit par A sur F, dans une base orthonormale de F.

L, 0 0
4. Montrer que A est semblable & | 0 —I, 0 | ot D = diag(R(61),...,R(6;)) est diagonale par blocs, avec
0 0 D

cosf —sin 9>
sinf cosf /)’

R(0) = (

III Espaces stables
Exercice 30 (ENSIIE-ENSEA PC 2010) [/Solution

0 =3 0
Déterminer les droites stables par A= | 1/3 0 —1/2
0 2 0

Montrer que si P est stable par A alors P est stable par ‘A et déterminer 'unique plan stable par A.

Exercice 31 (Centrale PC 2012) |/Solution/

Soit E espace euclidien et v € L(E).
1. Montrer que si u laisse stable toutes les droites alors u est une homothétie.

2. Montrer que si u laisse stable tous les hyperplans de E alors 'A = \I,,, oul A est la matrice de u dans une base
orthonormée, puis que u est une homothétie.

3. Montrer que si u laisse stable tous les sous-espaces de dimension r € [2,n — 2] alors u est une homothétie.

IV Eléments propres de matrices symétriques

Exercice 32 (CCP PSI 2015) |[Solution

-1 1 1
1. Justifier que A = 1 -1 1 est diagonalisable et donner une base orthonormale de vecteurs propres.
1 1 -1
Upt1 = —Up + Up + Wy
2. Donner une CNS sur (ug, v, wo) pour que les suites (uy), (vy,) et (wy) convergent : ¢ Vpy1 = Up — Uy + Wy

Wp41 = Up + Uy — Wh,

Exercice 33 (CCP MP 2009) [/Solution]

1 -2 =2
Soit A= =2 1 =2 | : trouver P telle que PA'P soit diagonale.
-2 -2 1
Exercice 34 (TPE-EIVP PSI 2018)
0 1 0 c b
Soient K =1 0 1] etM(a,byc)=|c a+b c
01 0 b c a

1. Déterminer les espaces propres de K.
2. En déduire une matrice P € O3(R) telle que *PM(a,b,c)P soit diagonale, pour tout (a,b,c) € R3.

Exercice 35 (Centrale PSI 2019) |/Solution|

Soit A € M,,(R) symétrique

1. Montrer que les valeurs propres de A sont réelles; indication : calculer X AX

i sij=mn
2. Soit A = (aij),¢; j<, tellequea;j = ¢ j sii=n Calculer Tr(A) et Tr(A?) et en déduire les valeurs propres
0 sinon

de A

Exercice 36 (CCP PC 2009) |/Solution|

Montrer que B = YAA, avec A € M 10(R) est diagonalisable et que 0 est valeur propre de B. (que dire de l'ordre de
multiplicité de 0 pour B ?)



Exercice 37 (ENTPE-EIVP PC 2007) |/Solution
Soit M € M,,(R); montrer que si M 4 *M est nilpotente alors ‘M = —M.

Exercice 38 (CCP PSI 2015) |/Solution|
Soit A € M,,(R) nilpotente telle que A*A = "AA

1. Montrer que *AA est nilpotente
2. Trouver A.

Exercice 39 (ENTPE-EIVP PC 2009) |/Solution
Soit A € M,, ,(R) de rang p. Montrer que “AA est inversible.

Exercice 40 (CCP PSI 2010) |/Solution|
Soit A carrée réelle et B = A*A — "AA. Montrer que si Sp(B) C RT alors B = 0.
indication : calculer Tr(B).

Exercice 41 (Telecom SudParis PC 2009) |/Solution

n
Soit A = (i j)1<i,j<n € Sn(R) de valeurs propres Ay, ..., A, distinctes ou non. Montrer que Z )\? = Z a?yj.
i=1 (4.9)

Exercice 42 (Centrale MP 2010) |/Solution/

Soit A matrice carrée réelle d’ordre n. Montrer que rg(A) est exactement le nombre de valeurs propres non nulles (comptées
avec multiplicité) de *AA.

Exercice 43 (Mines-Télécom PSI 2022) |/Solution

. (Tr A)
. AT« .
Soit A € §,,(R) non nulle ; montrer que To(Az) S rg(A)

Exercice 44 (X/ENS PSI 2021) |/Solution|

Soit X, Y des matrices symétriques réelles de méme taille.
Montrer que Tr(XY XY) < Tr(X2Y?); on s’intéressa d’abord au cas oll I'une des matrices est diagonale.

Exercice 45 (Centrale PSI 2019) |/Solution
Soient E1,...,E, n parties 2 a 2 distinctes de [1,n]. On suppose que toutes ces parties sont de cardinal ¢ et que toutes
les intersections de 2 de ces parties ont un cardinal égal a d.

On définit la matrice B € M, (R) par b; ; = { (1) 211120161 Ej

1.a) Calculer ‘BB et I'exprimer en fonction de I,, et J,, = (1)1<i j<n-
b) Montrer que BB est diagonalisable et déterminer ses valeurs propres.
¢) En déduire que B est inversible.
2. On suppose BJ,, = J, B dans la suite de I'exercice. Quelle est la signification de cette hypothése 7

3. En partant de 'BB.J,, trouver une relation entre n, ¢ et d.
indication : calculer | BJ,||

Exercice 46 (IMT PSI 2019) |/Solution/

Soit E un espace euclidien de dimension n > 2, a € E unitaire et k¥ € R\{—1}. Montrer que f : z — x + k(x|a)a est
symétrique. Montrer que f est un automorphisme de E. Etudier les valeurs propres et les sous-espaces propres de f.

Exercice 47 (Mines-Télécom PSI 2021) |/Solution|
n

Soient E = R, [X] et < P|Q >= Z P®)(a)Q™ () avec o € R.
k=0
1. Montrer que ’on définit ainsi un produit scalaire sur F.

2. Montrer que P + (X — )P’ est un endomorphisme symétrique de E.

Exercice 48 (Mines-Ponts PC 2006) |/Solution

Dans E = C*>([0,1],R) muni de (f|g) = / f(t)g(t)dt, montrer que T défini par T(f) = «'f + uf”, avec u € E,
0

u(0) = u(1) = 0 est un endomorphisme symétrique.

Exercice 49 |/Solution

Soit f endomorphisme symétrique de R™ euclidien, A\; < --- < A, ses valeurs propres.
1. Montrer que Yz € R™, A\ ||z||*> < (f(2)|z) < Mu||z||?. (Telecom SudParis PSI 2015)

2. Montrer que si x # 0 vérifie (f(z)|z) = A, [|lz||* alors z est un vecteur propre de f.



3. Soit (eg,...,e,) une base orthonormée de E telle que Vi € [1,n], (f(e;)|e;) = \;. Montrer que (eq, ..., e,) est une
base orthonormée de vecteurs propres.

Exercice 50 (CCINP PSI 2021) |/Solution

Soient FE un espace euclidien, uq, ..., u, des endomorphismes symétriques de F tels que ng(uk) = dim(E) et Vz €

k=1
n

E,||lz|* =) (ur(x)lz)

k=1

n
1. Montrer que Z uy, — td est diagonalisable.
k=1
n

2. En déduire Zuk = id.

k=1
n
indication : montrer que Sp (Z up — id) = {0}
k=1
1
3. Montrer que E = @ Im(ug) et que les uy sont des projecteurs orthogonaux tels que u; o u; = 0 si ¢ # j.
1<k<n
indication : commencer par la somme directe, puis projecteurs tels que u; o u; = 0 et finir par l'orthogonalité des

images.

Exercice 51 (ENSAM PSI 2010) |/Solution)

On munit R™ du produit scalaire canonique.
1. Que dire des valeurs propres de B = "AA, ou A € GL,(R)?

2. On suppose que (X1,...,X,) et (AX1,...,AX,) sont deux bases orthonormales de R™ Montrer que X7,..., X,
sont des vecteurs propres de B.

Exercice 52 (Mines-Ponts PSI 2019) |/Solution/

Soit u un endomorphisme symétrique d’un espace euclidien E tel que Tr(u) = 0. Montrer qu’il existe une base orthonormale
B de E telle que Matp(u) n’ait que des coefficients nuls sur la diagonale.

indication : raisonner par récurrence surn et commencer par trouver (en utilisant une bon de vecteurs propres) un vecteur
tel que u(e) L e.

Exercice 53 (ENTPE-EIVP PSI 2012) [/Solution

Soient S une matrice symétrique réelle et D diagonale dont les coefficients diagonaux sont ceux de S. On suppose S et D
semblables. En calculant Tr(S?) de deux fagons, montrer que S = D.

Exercice 54 (Mines-Ponts MP 2011) |/Solution|

Montrer que pour le produit scalaire (P|Q) = / P(t)Q(t) dt, 'application ¢ définie sur R,,[X] par ¢(P) = (1—X?)P" —
-1
2X P’ est un endomorphisme symétrique. Déterminer ses valeurs propres.

Exercice 55 (Mines-Ponts PSI 2019) |/Solution/

Soient E un espace euclidien, p et ¢ deux projecteurs orthogonaux
1. Montrer que p est symétrique
2. Montrer que p o g o p est symétrique.
3. Montrer que (Im(p) + ker(q))* = ker(p) N Im(q)
4

. Montrer que p o g est diagonalisable et Sp(p o ¢) C [0, 1]
indication : commencer par vérifier que poqop induit un endomorphisme DZ sur Im(p) puis compléter une base de
vecteurs propres de cet endomorphisme induit par des bases de ker(q) et (Im(p) + ker(q))*. Vérifier Sp(poqop) C
[0,1]

V  Matrices symétriques positives
Exercice 56 (Mines-Ponts PSI 2022) |/Solution/
Soit A symétrique réelle définie positive (Sp(A) C RT*)
1. Montrer que pour r > 0, A + rl,, est aussi symétrique définie positive.

2. Montrer que B = (A —rI,)(A+rI,) " est symétrique et que Sp(B) ] — 1,1].



Exercice 57 (TPE-EIVP PSI 2018) |/Solution/
Sur E = M,,1(R), on définit le produit scalaire (X|Y) = *XY. Soit M € M, (R) telle que "M = MP, avec p > 2; on
pose N = MP*HL,

1. Montrer que (NX|X) = [|[MX||* pour X € E.

2. Montrer que NP = N ; que peut-on en déduire pour les valeurs propres de N ?
3. Etablir N = N.

4. Montrer que ker(M) = ker(N) et Im(M) = Im(N).

Exercice 58 (Mines-Ponts PST 2021)

Soit (U, V) € S,.(R)? tel que VX € R", (UX|X) > 0et (VX|X) >0, (|) désignant le produit scalaire canonique de R™.
Montrer que det(U + V) > det(U) + det(V). On pourra commencer par le cas ot U et V ne sont pas inversibles, puis
V =1, et enfin V € S, (R) quelconque.

Exercice 59 (Mines-Ponts PSI 2008) |/Solution|

1. Montrer que si u est un endomorphisme symétrique, ses valeurs propres sont toutes positives si et seulement si
Vo, (u(z)|z) > 0. On dit alors que u est positif.

2. Soit u et v deux endomorphismes symétriques positifs avec u inversible, montrer que les valeurs propres de u o v
sont toutes positives.
indication : si U est inversible, écrire U = S? et vérifier UV et SVS sont semblables.

Exercice 60 (Mines-Ponts PSI 2019) [/Solution|

Soient A et B dans M, (R) symétrique; on suppose Sp(B) C R™*.
1. Montrer qu’il existe une unique matrice R € M,,(R) symétrique telle que Sp(R) C R™ et B = R?.

2. En déduire que AB est diagonalisable.
indication : vérifier que AB est semblable a RAR

3. Montrer que si Sp(A) C RT alors Sp(AB) C R*.

Exercice 61 (Mines-Ponts PSI 2022) |/Solution

Soit £ 'ensemble des matrices symétriques réelles définies positives de M, (R)
1. Soit A € M,,(R) non nulle, montrer que Tr(AA”) >0
2. Soit S € £. Montrer qu'il existe A € GL,(R) telle que S = AT A
3. Soit (S,5”) € £2. Montrer Tr(SS") > 0

Exercice 62 (Mines-Ponts PSI 2013) |/Solution/

Montrer que M symétrique réelle d’ordre n, de coeflicients m; ; est définie positive si et seulement si il existe un produit
scalaire ¢ tel que m; ; = ¢(e;,e;), ot (e1,...,ey,) est la base canonique de R".

Exercice 63 (CCP PSI 2013) |[Solution
Soit f € L(E), E espace euclidien, symétrique de valeurs propres positives.

n

1. Montrer que si (eq,...,e,) est une base orthonormée de E alors Tr(f) = Z(f(ei)|ei).
i=1
2. Soit g un autre endomorphisme symétrique ayant des valeurs propres positives; montrer que Tr(go f) > 0.

Exercice 64 (CCP PSI 2015) |[Solution

1. Soit A antisymétrique réelle, montrer que VX € R", (AX|X) = 0.

2. Soit B symétrique réelle de valeurs propres strictement positives, montrer que A + B est inversible.

Exercice 65 (Mines-Ponts PSI 2016) |/Solution/

Soient p et ¢ deux projecteurs orthogonaux de E, espace euclidien.

1. Montrer que le polynéme caractéristique de u = p + ¢ est scindé dans R[X].
indication : un projecteur orthogonal est un endomorphisme symétrique.

2. Montrer que Sp(u) C [0, 2] puis déterminer ker(u) et ker(u — 2id).

Exercice 66 (Mines-Ponts PSI 2017) |/Solution/

Dans E euclidien, on note ST(E) I'ensemble des endomorphismes symétriques & valeurs propres positives

L
1. Montrer que si f € ST(E) alors E = ker(f) @ Im(f) et qu'il existe h € ST(E) tel que f = h%.
2. Soit g € ST(E); montrer que ker(f + k) = ker(f) Nker(g) et Im(f + g) = Im(f) + Im(g).



Exercice 67 (CCP PSI 2009) |/Solution|

Soit (eq,...,e,) une base de E euclidien et f défini par f(x) = Z(ek|x)ek.
k=1
1. Montrer que f est linéaire, symétrique a valeurs propres strictement positives.

2. Montrer qu'il existe un unique g € £(E) symétrique & valeurs propres strictement positives, tel que g? = f~1.

Exercice 68 (CCP PSI 2011) |[Solution

Soient A et B symétriques réelles positives. Montrer que Tr(AB) < Tr(A) Tr(B).
indication : penser a l'inégalité de Cauchy-Schwarz et montrer que Tr(A?) < (Tr(A))%.

Exercice 69 (CCP PSI 2013) |/Solution|

Pour U € O, (R) et A symétrique réelle positive d’ordre n, montrer que | Tr(AU)| < Tr(A).

Exercice 70 (ENSAM PSI 2014) |/Solution)

1. Soient A et B symétriques telles que Sp(A) C R et Sp(B) C R™. Montrer que Tr(AB) < Tr(A) Tr(B).
indication : inégalité de Cauchy-Schwarz pour le produit scalaire canoique de M, (R).

2. Montrer que M +— (Tr(*MM))*/? est une norme sur M, (R) telle que |MN|| < ||M]| x || N]|.

Exercice 71 (Mines-Ponts MP 2006) [/Solution/

Soit A une matrice réelle et inversible. Montrer qu’il existe une matrice O orthogonale et une matrice S symétrique définie
positive (‘XAX > 0si X #0) telle que A = OS.
indication : raisonner par condition nécessaire pour trouver S.

Exercice 72 (Mines-Ponts PSI 2016) |/Solution/

On note Sy, (I) 'ensemble des matrice A, symétriques réelles, telles que Sp(A) C I, ot I est un intervalle de R.

1. Montrer que VA € S,,(R),VX € R”,( min /\> x XX <'XAX.
AESP(A)

2. Montrer que S, (I) est convexe (ie si (A, B) € S,,(I)? alors Vt € [0,1],tA+ (1 —t)B € S,(I)).

Exercice 73 (EIVP PSI 2016) |/Solution
Soit ¢ € L(E) symétrique. Comparer sup |¢(z)|| et sup | < ¢(z)|z > |.
1

[|z||=1 |z||=
Exercice 74 (Centrale PSI 2019) |/Solution
On dit que f € L(E) est une contraction de E euclidien si Va € E, || f(x)| < [|z]]
1. Montrer que f € S,,(R) est une contraction si et seulement si VA € Sp(f),|A] < 1.
2. Montrer que, si f € Sp(R) et P € R[X], Vo € E,||P(f)(x)| < sup [Pz
AESD(f)

€Sp(f

3. Soit M € M, (R), montrer qu’il existe S symétrique & valeurs propres positives telle que *MM = S? puis en
déduire une condition sur Sp(*M M) pour que M soit une contraction.

VI Equations matricielles

Exercice 75 (CCP PSI 2016) |/Solution|
Trouver A, symétrique réelle telle que A® +4A4% + 54 = 0.

Exercice 76 (CCP PSI 2016) |[Solution
Soit A € M3(R), non nulle, telle que A% = *A.

1. Déterminer un polynéme annulateur de A.

2. On suppose que 0 € Sp(A). Déterminer Sp(A4) et montrer que A est orthogonalement semblable a ((1) 8)

Exercice 77 (CCP PSI 2013) |/Solution|

Soit A symétrique réelle telle qu’il existe k € N* vérifiant A¥ = I,,. Montrer que A% = I,,.

Exercice 78 (CCP PSI 2017) |[Solution
Soit M € M3 (R) telle que *MM = MM et M? 4 41, = 0.

1. Montrer que *M M est diagonalisable et que ses valeurs propres sont positives ou nulles.
1
2. Trouver un polynéme de degré 2 annulateur de *M M, en déduire son spectre, puis que §M est orthogonale.

3. Trouver M.



Exercice 79 (CCINP PSI 2018) |/Solution
Soit M € GL,(R) telle que M? + M = I,,.

1. Trouver un polynéme annulateur de M de degré 4.
2. Montrer que M — I, est inversible.
3. Trouver M

Exercice 80 (CCINP PSI 2021) [/Solution
Soient n € N* et M € M, (R) telle que M (tM]\J)2 =I,.

1. A Daide du déterminant, montrer que M est inversible.
2. En déduire que M est symétrique.
3. Conclure que M = I,,.

Exercice 81 (Mines-Ponts PSI 2022) [/Solution|

Soient A et B symétriques réelles telles que B = A3 + A + I,,. Montrer que A € R[B].
indication : diagonaliser A et polynémes de Lagrange.

Exercice 82 (Centrale PSI 2019) |/Solution|

Soient A et B symétriques réelles pour lesquelles il existe p € N tel que A?*1 = B#*1 Montrer que A = B.
indication : s’inspirer de l’exercice fait en cours (unicité de B symétrique positive telle que A = BQ) pour montrer que A
et B sont diagonalisables dans une méme base. Si A> = B%, a-t-on A = B?

VII Matrices antisymétriques

Exercice 83 (CCP PC 2012) [/Solution

Montrer que le déterminant d’une matrice antisymétrique réelle est dans R* et que ses valeurs propres sont dans iR.

Exercice 84 (Centrale PSI 2015) |/Solution|

1. Soit A > 0. Montrer qu’il n’existe aucune matrice antisymétrique réelle A telle que A% = \I,,.
2. Donner une CNS sur A € R pour qu’il existe A, antisymétrique réelle telle que A% = \I,,.

3. Soit A < 0 et A antisymétrique réelle telle que A% = AI,,. Montrer que A est orthogonalement semblable & une

matrice diagonale par blocs, chaque bloc étant <2 _OM )

Exercice 85 (Mines-Ponts PC 2013) |/Solution

1. Soit A € M,,(R). Montrer que “AA a toutes ses valeurs propres positives et que ker( “AA) C ker(A).
2. Soit U € M, (R) telle que ‘U = —U. U est-elle diagonalisable dans M., (C) ?

indication : U? est diagonalisable puis utiliser un polynome annulateur

VIII Espaces normés euclidiens

Exercice 86 (Mines-Ponts PSI 2014) [/Solution|

R™ est muni du produit scalaire canonique.

1. Montrer que N(A) = sup [||[AX||2 est une norme sur M, (R).
I Xl2=1

2. Montrer que N(A) = maxSp(*AA)



Solutions

1 1 1
Exercice 1 [[sujet]| Si u; = U U2 = E(Q 1,—-1) et ug = ug Aug = ﬁ<_4’ 1,1) alors B = (u1, uz,u3) est une bond
10 0 A
dans laquelle Matg(r) = [ 0 —1/2 —/3/2 |.Si P = 375 2v/2 3v2 1 | alors Matg, (r) = PMatg(r)'P
0 V32 -1/2 V2 \ova 3V 1
Exercice 2 |[sujet]| Si u; = L(1,—1,1)7 U = i(1,1,0) et uz = up Aug = L(—1,1,2) alors B = (uq1,usg,us)
V3 V2 V6
10 0 ACERZEES
est une bond dans laquelle Matg(r) = [ 0 cosw/5 —sinw/5 |.Si P = —| —v2 V3 1 | alors Matg,(r) =
0 sinw/5 cosw/5 V6 V20 2

PMatg(r)'P
Exercice 3 Symétrie orthogonale par rapport a ker(A — Is) = {(z,y, 2)|3x — 2y + z = 0}

Exercice 4 |/sujet/| Rotation autour de (1, 1,0) d’angle fg

2
Exercice 5 |[sujet/| A est orthogonale, det(A) = 41 donc rotation d’axe u = (3,1, —1); Tr(A) = 1+ 2cos(d) = -3 donc
cosf = —% et [u,eq,r(e1)] > 0 donc 6 = arccos (—%)
Exercice 6 Rotation autour de (2, —1,2) d’angle g

Exercice 7 [[sujet]] On vérifie M? = M et *M = M donc M est la matrice du projecteur orthogonal sur Im(M)
1 1 1
ker(M — I4) = Vect {—(1, 0,-1,0), —(0,1,0, — )} puis ker(M) = Im(M)* = Vect { (1,0,1,0), — O, 1,0,1 }

V2 V2 V2
Exercice 8 [[sujet/| Co L C si et seulement si ¢ = —2 puis pour cette valeur A est une matrice de rotation si et
-2
seulement si C3 = C1 ACy = = 3 |. Pour ces valeurs, A est la matrice de la rotation autour de v = (1,1,1) et d’angle
6

(11>
—arccos | —
14
P +ri=1

Exercice 9 [[sujet]| A € SO3(R) si et seulement si (C1, Cy, C3) bon et det(A) = 1 donc si et seulement si (S) pr+gp+rqg=0
3, 3,3
p° +q’ +1r° — 3pgr
De plus p, g, sont racines de P = (X — p)(X —¢)(X —7) = X® — (p+ q + ) X? + (pqg + rq¢ + rp)X — pgr. Comme
P +a* 1% = (pq+r)* =2(pg-+pr+qr) et, avec P(p) = 0, p° = (p+q-+7)p* — (pg-+pr+qr)p+pqr (idem pour g et 7), on a

=0
P>+’ +1°=3pqr = (p+q+7)(p*+¢°+r*) — (pg+pr+rq)(p+g-+r) donc (S) & { p;i’;qj:q: | e P=X"-X"—pqr

Exercice 10 1. Comme P est réel, on a P(e?) = ¢ et P(e™") = ¢ on vérifie alors que si R(0) est
une matrice de rotation de Oy(R) alors P(R(#)) = R(¢) (car les valeurs propres de R(6) sont ¢*%); on a alors

10\ _(pP1 O ) . ,
P(() R(H)) —( 0 R(¢) donc est bien une rotation.

2
2. Ry est orthogonale et det(Rg) = 1; rq est la rotation autour de u = (1,1,1) et d’angle = g On a bien P(1) =

2 x ™
et P (e’%) = e '3 donc P(rg) est la rotation autour de u et d’angle -3

Exercice 11 At =A% = A donc X(X —1)(X? + X + 1) annule A est SARS dans C et Spe(4) C {0,1, 4,5}
Si Sp(A) = {0} alors A est DZ donc semblable & 0 donc A =0; si Sp(A4) = {1}, on a de méme A = I5; si Sp(A) = {0,1}
alors X4 = X(X — 1) donc A% = A = A, A est symétrique réelle donc DZ dans une bon et semblable & Eq,1. Enfin si
Sp(A) = {4, 7%} (comme A est réelle, il n’y pas d’autre possibilité) alors X4 = X?4+X+1donc A1 = —A—1, = A? = ' A,
A est orthogonale, det(A4) = j x j% = 1 donc A est une rotation R(0) telle que R(30) = I et R(0) # I,. Il y a deux

solutions R ( 3 > et R < 37r) qui sont orthogonalement semblables entre elles (inverser les vecteurs de base pour garder

une bon, mais plus directe).

Exercice 12 M 1. Ona M* = M et comme M est inversible, M> = I,,, ce qui donne bien ‘M = M~! donc M
est orthogonale. Si X € ker(M — I,)* et Y € ker(M — I,,) alors (MX|Y) = (MX|MY) = (X]Y) = 0.



2. On a M® = I,, donc det(M) = +1, M est une rotation. Pour n = 2, si M = R(#) alors M? = 'M si et seulement
2
si 30 € 2nZ ; on a donc trois solutions Is, R <:l:?7r)

Pour n = 3, M est orthogonalement semblable a ((1) R(()9)> et on vérifie que M est solution si et seulement si

R(0) est une des trois solutions pour n = 2; réciproquement, toute matrice orthogonalement semblable & une de
ces trois matrices est bien solution.

Exercice 13 1. A est orthogonale et symétrique, det(A) < 0 donc s est la réflexion par rapport & P =
Vect{(1,1,1)}*

2. Si s et r commutent alors D = E_1(s) = Vect{(1,1,1)} est une droite stable par r. Si § # =, la seule droite stable
par une rotation est 'axe donc r est une rotation d’axe v = (1,1,1) (qui sont bien solutions). Si § = =, r est un
demi-tour (ou une symétrie orthogonale par rapport a une droite); r est donc une rotation autour de u, ou un
demi-tour autour d’une droite orthogonale & u (qui sont bien solutions & nouveau).

2m
3. Tr(r) = 0 donc 7 est une rotation d’angle i? donc 7 est une rotation autour de u; les deux rotations sont bien

solutions

Exercice 14 1. Si D = Vectu et B = (u,v,w) est une bond, on a Matg(r) = ((1) R(()9)> et Matp(s) =

0

2. D = Vect u est une droite stable par s donc elle est engendré par un vecteur propre de s. On a donc deux possibilité :
soit u € E_1(s) est on est ramené & la question précédente, soit u € E;(u) et on peut compléter en une bond B

(—1 0) .
qui commutent.
I

1 0 0 1 0 0
telle que Matg(r) = [ 0 cosf —sinf | et Matg(s) = 0 1 0 | qui ne commutent que si sinf = 0 donc si
0 sinf cos6 0 0 -1

r est un demi-tour.

Exercice 15 1. ker(f) = Vect{u} et fo f = (u|z)u — |ul]*x

0 —c b
2. A= ¢ 0 —a|etA®=
-b a O
3. Ona f3 = —a?f donc f2" = (—a?)" 1 f2 pour n > 1 et f2"*1 = (—a?)"f pour n > 0.
1 0 0 O
Si on pose e; = —u et B = (e1, ea, e3) une bond, on vérifie que Matg(f) = | 0 0 —a | puis que exp(f) est la
e
0 aa O
rotation autour de u et d’angle a.
Exercice 16 |[sujet/| m;; = (e;[f(e;)) donc Zm” = |(f(uw)|u)] si u = e3 + -+ + ey, on en déduit par C-Sch,

[(f)a)] < [ F @) lull = [lul® = n.

C—Sch 1/2 1/2
Zmij =1donc |m; ;| <letn= Zm Z Imij| < (Z m?)j) (Z 12) — p3/2
‘ 1) 1,5

Exercice 17 [[sujet] |lu(z)|* = o® < z,a >* ||a|®* + ||z[|* — 2a < z,a > donc u € O(E) si et seulement si & = 0 ou

a=|a|~?
Sia=0,u= —id et si « = ||a]| "2 alors (vérifier que u est symétrique) u est la réflexion par rapport a I’hyperplan
Vect{u}l
Exercice 18 |[sujet] 1. Si |le;]] = |lej|| alors e; + e; J_ e; —e; donc u(e;) + u(e;) L u(e;) — u(e;) ce qui donne
lulea|® = [lule;)|* = (ule:) + ulej)lule:) — ule;)) =
2. On écrit x = inei avec (e;) bon et on a u(z) = sz u(e;) et par Pythagore, ||u(z)|? = Za:2||u e)|l? = pllz|*.
1
Si u =0, g = id convient ; sinon on pose g = —u et on vient de vérifier que g € O(FE)
1
n
Exercice 19 [[sujet] Z u(e; |e = |lu(e;)|? car (¢}) est une bon ; puis Z [[u(e;)||?. Si on note A = (a; ;) la matrice de

i=1

u dans (e;) alors Z u(es)|* = Z aj j = Tr(*AA); si on remplace B par une autre bon B” alors P = P(B — B") € O,(R)
i=1 i,]

et A= PA"'P donc Tr(*AA) = Tr(P'A” A" P) = Tr(*A” A”) ne dépend pas de la bon (e;)



Exercice 20 [[sujet] 1. Si f(z) = 2 alors £||z||> =0

2. On pose y = (id — f)_12($) et on a lg@)II* = lly + FWI* = llyll* + [ f(»)]|* (Pythagore) et z =y — f(y) donc on
vérifie aussi [|z[|* = |ly[|” + L/ (»)|"
Sig(z)=—zalorsy+ f(y) = —y+ f(y) doncy=0et =0

3. Onpose g = (id+g) 'o(g—id) = (g—id)o(id+g)~" (car id+g et id—g commutent) et on a, avec y = (id+g) " (x),
(J(@)kz) = (9(y) — yly + 9(y)) = 0 car g ost orthogonal

1+ tco 0
0 L, +C'C
(—1)"Xoic(—1). ' XC'OX = ||'CX||* = 0 donc —1 ¢ Sp(C*C) et det(I,, + C'* C) #0.
2. 'NN=M'M"*M~YIM; on vérifie "MM = MM ce qui donne ‘MM~ = M~1tM.

Exercice 21 1. M'M = ( ) puis 1 + ‘CC = 1+ Za # 0 et det(l, + C'C) =

E

Exercice 22 1. (F@h) “L (Pl fw) = ~(Fw)])
2. Seules R(£7/2) conviennent
3. On aurait det(f)? = (-1)% = —1

4. (f(x + y)|lzr +y) = 0 donne (f(x)ly) = —(y|f(x)) en développant; la matrice de f, dans une bon, est donc
antisymétrique et orthogonale : A = —A = A~ donc A% = —

. - 2 2 2 2 MeO, (R) 2
Exercice 23 |[sujet] 1. on a 9||z||* = ||2Mz + z||* = 4||Mz|* + 4(Mz|x) + ||=]| =" 4(Mzx|z) + 5|z
2. On peut en déduire Spg(M) C {1} car si Max = Az avec x # 0 alors ||z]|? = (Mz|z) = \||z||* mais on peut

faire plus précis. On a "MM = I,, et (2M + I,,)(2'M + I,,) = 91,, donc M + *M = 2I,,. On pose A = M — I,
etona ‘A+ A = 0 donc M s%écrit M = I, + A avec ‘A = —A. Comme MM = I,, on a A2 = 0 puis
[AX|? = ' XTAAX = —'XA?’X =0donc A=0et M = I,.

Exercice 24 1. Existence cf cours; si P = QT = Q'T" alors M = (Q')"'Q = T'T~! est orthogonale et
triangulaire supérieure; on en déduit M = I, car M~ ! est aussi triangulaire supérieure et M1 = ‘M est
triangulaire inférieure donc M est diagonale, puis ||C;|| = 1 donne A\; = %1 donc A; = 1 car les coefficients
diagonaux sont (comme ceux de T et T") positifs.

2. Si A n’est pas inversible, det(A) = 0 donc l'inégalité est évidente. Si A est inversible, on écrit A = QT et on a

n n n
det(A)? = det(T Ht (avec Q7" = (pi;)) t7; = (Z a; jDj, Z) < Za?’j Zp?l et enfin E:pfz =1 car
=1 =1 j=1

Q™! est orthogonale.

1 e (n=10/2 5in(nd/2)

Exercice 25 1. S, +iT, = - Sn(0/2) donc lim S, =1lim 7}, =0

n 1 0 0
1 _
2. En dimension 2, — ZR(G)k = (S” Tn) —— 0; en dimension 3, — ZR 0o S, -T,,| —
n Tn Sn n—-+oo n—-+oo
pam 0 7, S,
1 0 0
0 0 O
0 0 0
3. Six € ker(u—id) alors (x|(u—id)(y)) = (z|u(y)—y) = (z|y)— (u(z)|u(y)) car u(z) = z. On a Im(u—id) L ker(u—id)

1 1
et on obtient I’égalité avec les dimensions. On écrit © = a + (b — u(b)), puis — Z ub(z) = a + = (u(b) — u" (b))
n n

n

E uk> converge donc
k=1

| —

1
et on vérifie E(u(b) —u" (b)) — o Ocar lu" L (B)|| = ||b]| (suite bornée). La suite

3

vers la projection orthogonale sur ker(u — id).

u(a) a

Exercice 26 [/sujet] 1. sia € ker(v) alors (alv(v)) = (alu(b) —b)
trouve 1’égalité par le théoreme du rang

(u(a)|u(d)) — (alb) = 0 car u orthogonal ; on

1
2. On écrit a = ag + u(b) — b et on trouve x, = ag + —(u" b —b) e 0 car [[u™ 1 (b)| = ||b|| (donc borné)
n n—-+0o0

Exercice 27 1. cours
2. Siw € ker(f —id) alors (](f — id)(y)) = (21 (y) =) = (2ly) — (f@)| () car f(@) = z. On a I(f) LK(f) et on

obtient I’égalité avec les dimensions.



3.

I(f) = K(f)* et Vect{uy,...,u,}* C K(f) car s,(z) = = si # L u. Pour linclusion inverse, on raisonne par
récurrence sur p (évident si p = 1) : on pose f = 5y, 0--- 05y, = 8, 0g et si x € K(f) alors f(x) = x puis
Sup 0+ 08y, (1) —x = 5y, (x) —x € I(g) NI (5y,) = Vect{ua, ..., up} N Vect{us} par HR appliquée & g; les u; étant
libres, on en déduit s,,0- - 08, ()~ = sy, (2)—2x = 0 donc z € K(g)NK (sy,) g Vect{ua, ..., u,}NVect{u }* C
Vect{uy, ..., up}".

Exercice 28 L (f(x) + [ @)ly) = (f(@)ly) + (2] f(y)) = (f(y) + [~ (y)|z) donc f+ f7F est symétrique.

2.

Soit « un vecteur propre de f 4 f~!, on a f%(2) +x = Af(z) donc f?(x) € Vect{x, f(x)}

On raisonne par récurrence sur dim(F) : le résultat est évident en dimensions 1 et 2. Si on suppose le résultat en
dimensions n — 1 et n — 2 et soit f est un endomorphisme orthogonal de E, de dimension n ; si f admet une valeur
propre (associée & e) alors elle vaut +1 et D = Vect{e} est une droite stable, sinon on choisit un vecteur 2 comme
dans la premiére question et P = Vect{x, f(x)} est un plan stable par f. Dans les deux cas D+ ou Pt sont stables
aussi et ’endomorphisme induit par f sur cet orthogonal est un endomorphisme orthogonal auquel on peut donc
appliquer ’'HR

Exercice 29 1. 'ZAZ = \N'Z7Z = Xz |zi|? si Z est un vecteur propre de A. D’autre part, ‘ZAZ =
i=1

Z a; ;Z;zj est réel car A est réelle (si on conjugue la somme double, cela revient & échanger les deux indices ¢
1<i,j<n B
: . ZAZ , , Lo
et 7). On en déduit A = 7 € R (c’est le début de la preuve du théoréme spectral)

. SiA=a+ibalors A(X +1iY) = (a+ ib)(X +iY) donne AX = aX —bY et AY = bX + aY. Reste & vérifier la

liberté : si Y = aX (ou l'inverse), alors A(1 +ia)X = A(1 + ia) X donc X est un vecteur propre réel associé a la
valeur propre non réelle A (et A est réelle), c’est absurde si X # 0.

. C’est une matrice orthogonale de taille 2 et sans valeur propre réelle (car A en est une valeur propre non réelle

donc la seconde est \) donc de la forme R(6) (avec 6 €]0, 27]).

. Le résultat est vrai pour n = 1 et n = 2 car les matrices S(#) sont semblables a ((1) _01) (et méme n = 3); si

on suppose le résultat vrai en dimensions n —1 et n —2 et si A € O,,(R), on distingue si A posseéde une valeur
propre réelle ou non : si A possede une valeur propre réelle, elle vaut pml et on trouve une droite stable F'; sinon,
on introduit un plan stable F par b. Comme A est orthogonale, F- est stable par A donc on applique I’'HR &

L
I’endomorphisme (orthogonal) induit par A sur F* et on conclut dans une bon adaptée & R" = F @ F*.

Exercice 30 X4 = X(X? +2) donc une seule droite stable Ey = Vect{(3,0,2)}.

Si P est un plan stable, X € P et Y € P alors (‘AX|Y) = (X|AY) = 0 car AY € P; on a méme P est stable par
A si et seulement si PL est stable par ‘A (réappliquer a ‘A). Comme X:y = X4, ‘A possede une seule droite stable
Eo(*A) = Vect{(2,0,3)} donc A possede un unique plan stable P = Eo(*A)*.

Exercice 31 |/sujet] 1. fait en cours (réduction)

2.
3.

Si A laisse stable tous les hyperplans alors (cf ex ! A laisse toutes les droites stables donc *A = \I,, et A = \I,,.

n
Sir< 5 toute droite est 'intersection de deux sev de dimension r : si D = Vect{e}, on compléte en (e, ea, ..., €e,)
base de E puis D = Vect{e,ea,...,e.} N Vect{e, e 11,...,e2.—1}, ces deux sev sont stables donc D aussi et on

termine avec la premiere question. Si r > 5 alors 'A laisse stable tous les sev de dim n — r < 5 et on termine

avec ‘A qui vérifie ce que I'on a fait avant avec A.

V31 V2

1
Exercice 32 [[sujet] 1. SiP:—G —V3 1 /2| alors "PAP = diag(—1,—1,1)

2.

Ve 0 -2 V2
si (ug, vo, wo) = To+yo avec xg € E_1(A) et yo € E1(A) alors (uy, vn, w,) = (—1)"x0+yo donc CV si et seulement
si o = 0 donc si et seulement si (ug, vo, wo) € E1(A), ie si et seulement si ug = v = wp

V31 V2

1
Exercice 33 P = 76 -3 1 V2| et,)PAP =diag(3,3,-3).

\fo—2x/§

Exercice 34 1. Eo(K) = Vect{(1,0,-1)}, E 5(K) = Vect{(1v'2,1)} et E_ 5(K) = Vect{(1, —v2,1)}

2.

L /V2 L
M(a,b,c) = (a — b)I3 + cK 4+ bK? donc P = 3 0 V2 —v2 | convient
V2 11



Exercice 35 |/sujet] 1. Cours (début de la preuve du théoréme spectral)

—1)(2n—1)
2. Tr(A) = n et Tr(A%) = n(n
(A) =n et Tr( Z@ +n? 6

On a rg(A) = 2 donc (A est DZ) mg(A) = dim(Eo(A)) = n —2; en DZ A, les deux derniéres vp vérifient
—1)(2 1 1)(2 1
M= Te(A) e 224 p2 = MDY ey = g 2 - (a2 4 ) = - MOEVERED
n(n+ 1)@+ 1)
12

Exercice 36 B € S19(R) est DZ et rg(B) < rg(A) < 5 donc mg(B) > dim(Ey(B)) > 5

donc A\ et

w sont les deux racines de X2 — nX — =0

Exercice 37 M 4 'M est symétrique réelle donc DZ, de plus X* annule M + ‘M donc Sp(M + M) c {0} puis
M + M est semblable & 0, donc nulle.

Exercice 38 |[sujet] 1. Par commutativité, (*AA)” = "A"A =0

2. B = "AA est DZ (symétrique réelle), X™ annule B donc Sp(B) = {0} donc B = 0 puis ||A||* = Tr(B) = 0 donc
A=0.

Exercice 39 AA € M,(R) et rg(TAA) =1g(*A) =p

Exercice 40 |[sujet/| B est symétrique réelle donc DZ, Tr(B) = 0 donc la seule vp possible de B est 0; B est semblable
a la matrice nulle donc B = 0.

Exercice 41 A est DZ donc Z A = Tr(A?%) et Tr(A%) = Tr(TAA) = | A|* = Zal j

Exercice 42 YAA est symétrique réelle donc DZ et le nombre de vp non nulles de *AA est rg(*AA). Comme
ker(A) = ker(*AA), on a rg(*AA) = rg(A).

Exercice 43 [[sujet]] A = Pdiag(\1,...,Ar,0,...,0)'P avec r = 1g(A4), \i # 0 et P € O,(R); on a Tr(A)? =

(Zl )\Z.) C—Seh (i)ﬁ) (Zl ) Tr(A?) rg(A)

Exercice 44 Si D = diag()\;) alors (DY);; = Ajy;; donc (avec Y sym) Tr(DY DY) Z)\ )\Jy” <
(@.4)

Z(Aiyi,j)Q X Z()\jyi’j)Q = Z(Aiyi}j)Q en échangeant 4 et j. Enfin, Tr(D?Y?) = Z )\Qyw

g (i) (i,3) ()
Sinon, X = PDPT Tr(XY XY) = Te(PDPYYPDP?Y) = Tt(DPTY PDPTTP) = Tr(DZ) avec Z = PTY P symétrique
réelle donc Tr(XY XY) < Tr(D?*Z?) = Tr(D?*PTY?P) = Tr(PD?*PTY?) = Tr(X?Y?).

Exercice 45 1. a) Z by, = Card(E;) = cet, sii # j, ("BB)i; Y _ bgibk; = Card(E;NE;) = d
k=1

donc 'BB = (¢ — d)I,, + dJ,

b) ‘BB est symétrique réelle et comme rg(J,) = 1, on trouve rg(‘BB — (¢ — d)I,,) = 1 donc m._4('BB) =
dim(E._4(*BB)) = n — 1; la derniére valeur propre est donc Tr(*BB) — (n —1)(c —d) = c+ (n — 1)d

¢) ¢+ (n—1)d>0etsic=d alors les E; sont tous égaux donc 0 ¢ Sp(*BB) donc BB puis B sont inversibles.

n
j= Zblm = Card(E;) = cet (BJy)i; = me est le nombre de parties qui contiennent i. On suppose
= k=1

donc que pour chaque i, il existe exactement ¢ parties qui contiennent i.
3. Comme J? = nJ,,ona ‘BBJ, = (c+(n—1)d)J,. On a alors ||BJ ||2 Tr('J,'BBJ, ) Tr(n(c+(n—1)d)J,) =
n?(c+(n—1)d) et |BJ,||*> = || J.B|* = Z(JnB)ij = ZCQ =n?c% On en déduit n*c* = n?(c+ (n —1)d)) donc

4,J ,J
F=c+(n—-1)d

Exercice 46 [[sujet] (f(z)|y) = (z|y) + k(z|a)(aly) = (z|f(y)) donc f est symétrique. Si f(z) = 0 alors z = —k(z|a)a €
Vect{a} et comme f(a) (1+ klla|>)a = (14 k)a # 0, on a ker(f) = {0}. Si z € Vect{a}' alors f(z) = = donc
1 € Sp(f) est Vect{a}* C E1(f); de plus f(a) = (1 + k)a donc 1+ k € Sp(f). On a donc X4 = (X —1)" " H(X — 1 —k),
Ei11x(f) = Vect{a} et E1(f) = Vect{a}J‘.

Exercice 47 1. Facile avec < P|P >=0= Yk €[[0,n], P* (a) = 0 donc « est racine de P d’ordre > n + 1
et deg(P) < n donc P =0.



2. Endomorphisme facile. ¢(P)*) = (X — a)P*+1) 4 £P®) donc < o(P)|Q >= Z EP™ (0)Q™ (o) =< Plp(Q) >.
k=0

Exercice 48 Vérifier (T'(f)|g) = (f|T(g)) par des IPP (en remarquant T'(f) = (uf’)’ pour aller plus vite).

Exercice 49 |[/sujet] 1. Soit (e;) une bon de vecteurs propres; si = Zmiei alors (f(x)|z) = Z/\ﬂ?? et ||z]]* =

2
D

2. 0 = Mlz|™ = (f(2)|z) = Z()\n — \i)z? (somme de termes positifs); donc z; = 0 si \; # \,, ce qui donne
S Vect{ei, )\1 = )\n} = E)\n (f)

3. On raisonne par récurrence sur n : pour n = 1, toute base est formée de vecteurs propres. On suppose le résultat
pour un endomorphisme symétrique d’un espace de dimension n — 1; (f(ey)|en) = A, donne e,, vecteur propre
associé a A\, d’apres la question précédente; H = Vect{en}J‘ est un hyperplan stable par f (donc de dimension
n—1), 'endomorphisme ¢ induit par f sur H est symétrique et ses valeurs propres sont A1, ..., An—1, (€1,...,€n-1)
est une bon de H et vérifie (g(e;)|e;) = A; donc par HR, les e; sont des vecteurs propres de g, donc de f.

n
Exercice 50 [/sujet] 1. g= Z ug — 1id est symétrique

k=1
2. On a (g(z)|z) = 0 pour tout = donc Sp(g) = {0} et g = 0 car DZ

3. Onaz= Zuk(aﬂ) donc £ = Z Im(uy) ce qui donne E = @Im(uk) avec I'égalité des dimensions. Pour = € E,
k=1 k=1 k=1

n
on a u;(xr) = g ug o u;(x) donc par unicité de I'écriture dans une famille d’espaces en somme directe, on a
k=1

u;(z) = ui(x) (proj) et ug o u;(z) = 0 sii # k. Enfin (u;(z)|uj(y)) = (u; o u;(x)|y) = 0 sii # j donc les images
sont orthogonales.

Exercice 51 1. Si BX = AX et X # 0 alors ‘XBX = ||[AX||? > 0 et ‘XBX = )| X|?; on en déduit
AERTH

2. pour ¢ > 2, on a (BX1]|X;) = (AX;1]AX;) = 0 donc BX; € Vect{Xs,... 7Xn}L = Vect{X;}

Exercice 52 |[sujet/| Soit (e1,...,e,) une bon de vecteurs propres de u, on pose e = e; + --- + e, et on a (u(e)le) =
1
Tr(u) =0; ona E = Vect{e} ® H et H est stable par u. Si v est 'endomorphisme induit par u sur H, on a Tr(u) = Tr(v)

1
donc on applique ’'HR & v et on obtient une bon de E en rajoutant —e a la bon de H donnée par I’'HR

NG

Exercice 53 On a Tr(S?) = Z a7 et Tr(S%) = Tr(D?) = Z aj;;on a donc Z aj ; = 0 puis (somme de termes
i i>1 i
positifs nulle) S = D

1

Exercice 54 #(P) = ((1 — X*)P'Y donc par IPP, (¢(P)|Q) = —/1(1 — )P (H)Q'(t)dt puis (¢(P)|Q) =
(#(Q)|P) = (P]o(Q)

La matrice de ¢ dans la base canonique est triangulaire supérieure donc les vp de ¢ sont les k(k + 1) pour k£ €0, n].

Exercice 55 1. Fait en cours.

2. (poqop(x)ly) = (gop(@)lp(y)) = (p(x)lgop(y)) = (zlpogop(y))

3. Im(p) C Im(p) +ker(q) donc (Im(p) +ker(q))* C Im(p)* = ker(p) ; de méme (Im(p) +ker(q))* C ker(q)
récip, si ¢ € ker(p) NIm(q) et p(a) + b € Im(p) + ker(q) alors ¢(x) = x donc (z|p(a) + b) = (p(x)]a) + (¢(z)|a) =
(zlg(a)) = 0.

4. Im(p) est stable par po g op donc il existe une base (e;) de Im(p) constituée de vecteurs propres de po gop; pour
de tels vecteurs, on a p(e;) = e; donc pog(e;) = pogop(e;) = A\;e; donc ce sont aussi des vecteurs propres de pogq.
E =Im(p) + ker(q) + (ker(p) NIm(q)); on compléte la famille précédente par une base (f;) de ker(g) et une base
(gx) de ker(p) NIm(q), on obtient une famille génératrice G de E qui vérifie po ¢(f;) =0 et poq(gx) = p(g) = 0.
Ainsi G est constituée de vecteurs propres de po ¢ ; on en extrait une base qui reste constituée de vecteurs propres
de pog.

On vient de voir que les valeurs propres de p o g sont 0 et des valeurs propres de p o g o p; on vérifie que 0 <
(a(®)]z) < |l2]) (car Sp(g) € {0,1}, avec une bon de vecteurs propres) puis (p o g o p(x)[z) = (¢ 0 p(x)|p(z)) donc
0< (pogop(a)lr) <|[lp(x)]l < [[z]| (Bessel) donc Sp(pogop) C [0,1].

Exercice 56 1. Si A= PD'P avec D = diag(\;) alors A+rI,, = P(D+rl,)"P donc les vp de A+ I, sont
les A\; +7r>0



— -1,

A
2. De méme, on trouve que B = P(D —rI,)(D + 7"1,1)*1 !P est symétrique et les vp de B sont m
" r

Exercice 57 [[sujet]] 1. on remarque N = ‘MM donc (NX|X) = ("MMX|X) = (MX|MX)

2. N? = (MP)PH = tMPHL = IN = N car N = "M M est symétrique. On a Sp(N) C {—1,0,1} (—1 selon la parité
de n) car N est symétrique réelle donc ses vp sont réelles

3. Sp(N) C R* d’aprés a donc Sp(N) C {0,1} et N est DZ (symétrique réelle) donc X (X — 1) annule N.
4. ker(M) “="ker(*MM) = ker(N) et Im(N) = Im(MP*!) C Tm(M), égalité par dimensions
Exercice 58 1. Si U et V non inversibles alors det(U) = det(V) = 0, (UX|X) > 0 et (VX|X) > 0 donc
(U+V)X|X)20,ie Sp(U+V) € R" et det(U + V) > 0 = det(U) + det(V).

2. Si \; sont les vp de U alors det(U + I,,) = H(l +X) =1+ H Ai = 1+ det(U).

3. Si V est symétrique réelle, on peut écrire V.= M? avec M symétrique; si V est inversible alors M aussi puis
det(U + V) = det(M) det(I,, + M~*UM ') det(M) et on vérifie que I'on peut appliquer le cas précédent a U’ =
M™*UM™ : U’ est symétrique et 'XU'X = (M X)UM~'X) > 0 (car Sp(U) C R") donc Sp(U’) C RT.

Exercice 59 1. fait en cours

2. On écrit, si U inversible, U = S? avec S symétrique réelle inversible puis UV = S~1(SV'S)S donc Sp(UV) =

Sp(SV'S) et comme (SVSX|X) = (V(SX)|[SX) >0, on a Sp(SVS) C RT.
Exercice 60 1. Fait en cours

2. AB = R"'(RAR)R est semblable & RAR qui est symétrique réelle

3. Sp(AB) = Sp(RAR) et (RARX|X) = (AY|Y) > 0 (avec Y = RX) car Sp(4) C RT (cf cours); on en déduit
Sp(RAR) € RT (cf cours)

Exercice 61 1. Tr(AAT) = || AT|2>0si A#0

2. S = PDPT = PA?PT (avec A = diag(y/A1, ...,/ ) et prendre A = APT qui est inversible car \; > 0 et P
inversible.

3. Tr(SS') = Tr(ATAS") = Tr(AS’AT) > 0 car AS’AT € STT(R) car (AS’ATX|X) = (S’ATX|ATX) >0si X #£0
car AT est inversible. (on a méme Sp(SS’) C RT¥)

I n
Exercice 62 [[/sujet/| Si ¢ existe et X = € R" alors "XMX = ¢(y,y) avec y = Zmiei.
i=1
Ln

Réciproquement, si Sp(M) C R™™, on a m; ; = (Mejle;) et on vérifie que ¢(z,y) = (Mz|y) est un produit scalaire sur
R™.

Exercice 63 1. Si A est la matrice de f dans la base (e;) alors a; ; = (e;|f(e;)).

2. Si (e;) est une bon de vecteurs propres de f et A; les vp de f alors Tr(go f) = Z)\i(g(eiﬂei) >0car A\; 2 0et
g(x)|z) = 0 pour tout =

Exercice 64 1. (AX|X) = (X|'"AX) = —(X|AX)
2. Si(A+B)X =0alors 0= ((A+ B)X|X) = (BX|X) > 0si X # 0 donc ker(4 + B) = {0}.

Exercice 65 |/sujet/ 1. p et ¢ sont symétriques donc u est symétrique donc DZ

2. Sp(p) = {0,1} donc 0 < (p(z)|z) < ||=|%, ce qui donne 0 < (u(x)|z) < 2||z||* donc Sp(u) C [0,2]. Si u(z) = 0
alors (p(z)|z) = (¢(x)|z) = 0, ce qui donne p(z) = ¢(x) = 0 (prendre une bon de vecteurs propres de p), on a donc
ker(u) C ker(p) Nker(q), réciproque évidente. On trouve de méme ker(u — 2id) = ker(p — id) Nker(q — id)

Exercice 66 |/sujet/ 1. Facile en DZ f dans une bon (le signe des vp ne sert & rien pour la premiére partie); puis
fait en cours

2. Si (f+g)(x) =0alors (f(x)|x)+ (9(x)]z) = 0 et comme les deux termes sont > 0, on a (f(z)|z) = (g(z)|x) =0, ce
qui donne f(z) = g(z) = 0 (avec une bon de vecteurs propres de chaque endomorphisme) ; on a donc ker(f + g) C
ker(f) Nker(g) (récip évidente). On en déduit Im(f + g) = ker(f 4+ g)* = ker(f) L +ker(g)* = Im(f) + Im(g).

Exercice 67 L (f@)ly) = Y (enln) (ely) = (F0)l) = (@l 7)) puis (f(@)|r) = 3 (exlr)? > 0siw #0.

2. ! est lui aussi symétrique défini positif donc cf cours



SN (DZ 4) (Tr(4)) =

=1

C—Sch
Exercice 68 Tr(AB) = Tr(*AB) = (A|B) < ||A||||B| puis ||A| = \/Tr(A2) =

n
<Z Ai ) Z A7 (& vérifier par récurrence sur n avec les \; > 0)

=1

Exercice 69 A = PD'P donc |Tr(AU)| = | Te(D'PUP)| = | Tr(DQ)| avec Q = "PUP orthogonale. On en
n n n

déduit | Tr(AU)| = Z)\iqm < Z)\i = Tr(D) = Tr(A) car A\; > 0 et comme @ est orthogonale, Zqzj =1, ce qui

domne Jgid <1 - -

Exercice 70 1. Te(AB) = (A|B) < [|A[|.| B]| et [A]* = Te(4?) =Y A2 < (D] )\i)Q = Tr(A)? car A; >0
2. norme cf cours; |[MN|?> = Te(VN  MMN) = Tr(*MMN'N) < Tr(*MM) Te(N 'N) = | M|]?|N|>.

Exercice 71 Si la décomposition existe alors AA = S?; on vérifie donc que *AA est symétrique définie positive

(car (TAAX|X) = |[AX||*> > 0 si X # 0 car A est inversible), il existe donc S symétrique définie positive telle que
YAA = S? (cf cours) ; on pose alors O = AS™! et on vérifie 100 = S~'*AAS™! = I,, donc O est bien orthogonale

Exercice 72 |[sujet] 1. On décompose X = Z z;e; dans (e;) une bon de vecteurs propres de Aetona ‘XX = Z z?
et TXAX = Z Niz?.

2. On pose M = tA+(1—t)B qui est symétrique; ona *XMX > u'X X avec y = t min Sp(A) + (1 —) min Sp(B) € I
et min Sp(M) > p donc min Sp(M) € I'; on fait de méme avec max Sp(M)

Exercice 73 M [sujet]| On pose T Zaclez avec (e;) bon de vecteurs propres de ¢ et on a ¢(x Z)\ x;e; donc
n
o(x)|? = AiZ;) 2 et r; = ||x 2 = 1; on en déduit max |[¢(z)|| = max |\| (atteint pour le vecteur de la base
6 = 3 Z = [l = e [o(@)] = max | (
associé). De méme, on a | < ¢(z),z > | = Z/\ﬂ?f donc max | < ¢(x),x > | = \)\Iréax |A| aussi
i=1

Exercice 74 |[sujet] 1. Si f contraction et e un vecteur propre alors |A| ||z|| = || f(z )H < Jlz|| et « # 0 donc |A| < 1

" 12

i=1

n

Réciproquement, on diagonalise f dans une bon, x = szel puis ||f(x

=1
n 1/2
(Zx?) el
=1

2. 1l suffit de diagonaliser f et de remarquer que les vp de P(f) sont les P()\;)

3. Début fait en cours. Comme [|[MX|? = {(MX)(MX) = 'XS?X = ||SX|? donc M est une contraction si et
seulement si S est une contraction donc si et seulement si Sp(S) € [—1,1] donc si et seulement si Sp(*M M) € [0, 1]
(les vp de “M M sont déja positives)

Exercice 75 [[sujet]] P = X(X? 4+ 4X + 5) n’admet que 0 comme racine réelle; A est symétrique réelle donc DZ dans
M, (R) et on en déduit Sp(A) = {0} puis A =0 (semblable & la matrice nulle)

Exercice 76 1. P=X*-X=X(X-1)(X?+ X +1) annule A

2. Si0 € Sp(A) alors Sp(A) = {0, 1} car A étant réelle, on ne peut pas avoir j ou 52 vp seule et Sp(A) = {0} donnerait
A =0 car A est DZ dans My(C) (car P est SARS); on ne déduit que X (X — 1) annule A (car DZ) donc A% = A,
ce qui donne A = "A donc A est symétrique réelle avec Sp(A4) = {0,1}

Exercice 77 A est DZ dans M,,(R) et Sp(A) C Uy (racines k™ de 1'unité) donc les deux seules vp possibles
de A sont +1 et (X 4+ 1)(X — 1) annule donc A (car DZ)

Exercice 78 |/sujet] 1. cours

2. si B = 'MM alors (par commutativité) B? = 'M?M? = 161 donc (X — 4)(X + 4) annule B; avec la question
précédente, on en déduit Sp(B) = {4} et comme B est DZ, on a B =4I

3. On a donc M = 2R(6) (car (25(0))* = 4I3) et en remplagant on trouve deux solutions : M = 2R(£n/2)

Exercice 79 [[sujet] 1. I, — M = 'M? = (I, — M*)? donc P = X (X — 1)(X? + X — 1) annule M
2. det(M — I,,) = det(*M — I,,) = det(—M?) # 0 car M est inversible.



3. Ona M(M —I,,)(M? + M — I,,) = 0 donc en simplifiant par M et M — I,, inversible, on a M? + M = I,,. On en

—1+£+v5
déduit (avec I'équation initiale) M = t™ donc M est symétrique réelle, Sp(M) C {1, Ao} avec \; = %
On vérifie alors que les solutions sont toutes les matrices orthogonalement semblables a ()\10[” \ 19 )

2dn—p

Exercice 80 [/sujet] 1. Comme det(M) = det(*M), on a det(M)® = 1 donc det(M) = 1 (réelle)
2. Mt = (’5MM)72 est symétrique donc M aussi
3. Reste M® = I,,, M est DZ par th spec et Sp(M) C {1} (pas de vp complexe) donc M = I,,

Exercice 81 [[sujet] A = PD'P donc B = P(D* 4+ D + I,)'P; il suffit donc de trouver un polynéme Q tel que
A= Q()\3 + A+ 1) pour les vp de A. Un tel polynéme existe par interpolation de Lagrange : introduire les vp distinctes
et vérifier que  — x> 4+ z + 1 est strictement croissante donc bijectives (donc si les A3 + \; + 1 sont distinctes alors les
A; aussi)

Exercice 82 Si X € Ex(A) (X #0) alors A2PT1X = A\PT1X donc 0 = (B +AB? ' ... £ \P[)(B—\I,) X ;
on en déduit BX = AX :si A # 0, la matrice (B?? + AB?*P™! 4 ... 4 \?P[,,) est inversible car Sp(B) € R et la seule
racine réelle de X?PT — \2PT1 est X ; si A = 0 alors X € ker(B**!) = ker(B) car B est DZ. On a donc E\(A) = E\(B)
(I'inclusion inverse se fait de méme); A et B sont donc DZ dans la méme base et comme z +— 2Pt est injective, on en
déduit A = B (en prenant des matrices diagonales semblables & A et B)

Bien siir que non : si A = —B, on a aussi A2 = B%; on peut encore prouver que A et B sont codiagonalisables dans une
bon, A = Pdiag(\;)'P et B = Pdiag(£\;)‘P.

Exercice 83 [[sujet] A® est symétrique et ses vp sont les carrés des vp de A donc les vp de A% sont réelles; de plus
(A?2X|X) = —||AX||* < 0 donc les vp de A sont des complexes dont les carrés sont dans R~ donc des imaginaires purs.

Comme A est réelle, on regroupe les vp de A avec leurs conjuguées et on a det(A) = 0mo(4) % H |)\|m*(A) €R".
A€Sp(A)\{0}
Exercice 84 1. On aurait (A*X|X) = || X||? et (A°X|X) = —||AX]]* donc [|AX| = 0 pour tout X et
A =0 ce qui est absurde
2. SiA =0, A=0 convient et si A\ < 0, on a det(4)?> = A" donc n est pair. Si on pose A\ = —pu? et A la matrice

diagonale par blocs de blocs diagonaux (2 _O’u>, on vérifie que A? = \I,,.

3. n est pair, n = 2p et on raisonne par récurrence sur p (évident pour p = 1) : si une matrice antisymétrique
de Ma,_s(R) telle que A? = Alyp_o est orthogonalement semblable & une telle matrice et si A € Mg, (R) est
antisymétrique et vérifie A% = \,,, on choisit X un vecteur unitaire et on a (AX|X) = (X|'AX) = —(X|AX));
comme A est inversible (A # 0), AX # 0 donc (X, AX) est une base de P plan stable par A. Si on norme le vecteur

AX, on obtient une bon de P dans laquelle la matrice de ’endomorphisme associé a A est (2 _OM) Reste a

vérifier que Pt est stable et appliquer 'HR & I’endomorphisme induit sur P~.

Exercice 85 |[sujet] 1. Fait en cours

2. U? est symétrique réelle donc DZ; soit P = H (X —)), P est SARS et annule U? (car DZ). Q = P(X?) est
AESP(U?)
annulateur de U, scindé dans C (poser i tel que p? = ) et SARS si ¢ Sp(U). Reste le cas ot 0 € Sp(U), 0 est
alors racine double de Q@ = X?R(X); on a U?R(U) = 0 donc Im(R(U)) C ker(U?) = ker(U) d’aprés la premiére
question donc Im(R(U)) C ker(U), ce qui donne UR(U) = 0 donc X R(X) est aussi annulateur de U et SARS

Exercice 86 1. Fait en cours (evn)
2. |AX|3 = (AX|AX) = ("AAX|X) = Z)\ixf si X = inei avec (e;) bon de vecteurs propres de "AA (symé-

trique réelle), on a donc ||[AX||? < max()\i)fo = max()\;)[| X]|3. On a donc N(A) < max()\;) et on obtient
Pégalité avec un vecteur propre unitaire associé a la vp max(\;)
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