Correction TD15 : Intégrales a parametres

Exercice 5 (Centrale PSI 2019)
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. En déduire la valeur de f; on donne e dt =Y,
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Montrer que f(z) = / exp <7t2 — t—Q) dt est définie et continue sur R.
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Montrer que f est dérivable sur R*.
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indication : trouver une équation différentielle vérifiée par f.

2
. Avec g(z,t) = exp (ft2 - %), on a

H1 : pour ¢t > 0, x — g(x,t) est continue sur R
H2 : pour z € R, t + g(x,t) est continue sur R**
H3: pourt >0et z € R, ona |g(z,t)] < et = ©(t) (indépendante de z) et o est continue et intégrable sur Rt
1
car o(t) =0 (t—2
Ainsi, ‘ f est continue sur R (et paire) ‘

. Cette fois :

H1 : pour t > 0, x + g(z,t) est C* sur R**
H2 : pour x > 0, t — g(x,t) est continue et intégrable sur R™*
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H3 : pour x >0, ¢t — a—g(z,t) = —t—fg(z, t) est continue sur R™*
x
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H4 : pourt >0et z € [a,b] CR™™ ona a—g(x,t) = ng(x,t) < 3 XP (—t2 - %) = ¢(t) (indépendante de x)
T
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3 inté + _ il : — — -1/t
et 1 est continue et intégrable sur R™ car ¢(t) = 0 (tZ) et }g%w(t) 0 (car t2€ W 0)
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On en déduit | f € CY(R™) et f/(x) = —2x/0 t—Qg(x,t) dt pour z >0

x x
. On pose u = 7 la fonction u + = est C' bijective et strictement décroissante (car z > 0) de RT* sur RT*;
u
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x x x -z
dt = —= duet f'(z :—2;10/ — ex (———uQ)(—> du = —2f(x).
et o) =20 [ e (-5 = (@)
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On en déduit f(z) = ae™* pour 2 > 0. Par continuité de f en 0, on a a = f(0) = 5 puis comme f est paire,
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pour tout z € R

fz) =




