
TD21 : Suites dans les espaces vectoriels normés

Exercice 1
Pour a ∈ [0, 1], et f ∈ E = C1([0, 1],R), on pose ‖f‖a = |f(a)|+ ‖f ′‖∞.

1. Montrer que ‖ ‖a est une norme sur E.
2. Montrer que si a, b ∈ [0, 1], ‖ ‖a et ‖ ‖b sont équivalentes.

Exercice 2 (CCINP PSI 2019)
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∣∣∣∣∣
définissent-elles des normes sur E = C2([0, 1],R) ?

2. Montrer que ∀f ∈ E,∃c ∈ [0, 1], f(c) =
∫ 1

0
f(t) dt.

indication : encadrer l’intégrale avec le théorème des bornes atteintes et utiliser le TVI.
3. Montrer que ∀f ∈ E,N0(f) 6 N1(f) ; peut-il y avoir égalité pour f 6= 0?
4. Montrer que N0 et N1 ne sont pas équivalentes.

Exercice 3 (Mines-Ponts PSI 2007)

Soit A ∈Mn(R) telle que A3 = 1
3(A2 +A+ In).

1. Étudier suite (Ak).
2. Caractériser géométriquement la matrice P = limAk.

indication : vérifier que c’est la projection sur ker(A− In) parallèlement à Im(A− In).

Exercice 4 (Centrale PC 2008)
Soit A ∈Mp(R) telle que A = PDP−1 avec D une matrice diagonale à coefficients diagonaux strictement positifs.

1. Étudier la suite réelle (un) définie par u0 = λ > 0 et un+1 = 1
2(un + λu−1

n )

2. Montrer que la suite X0 = Ip et ∀n ∈ N, Xn+1 = 1
2
(
Xn +AX−1

n

)
est définie et que Xn = PDnP

−1 avec Dn

diagonale.
indication : par récurrence sur n, trouver l’expression de Dn+1 en fonction de Dn.

3. Montrer que (Dn) converge vers une matrice ∆
4. Montrer que NP : A 7−→ ‖PAP−1‖ est une norme surMn(R) si ‖ ‖ est une autre norme surMn(R).
5. En déduire que (Xn) converge et que sa limite X vérifie X2 = A.
6. Montrer que si on suppose A symétrique alors X est elle aussi symétrique.

Exercice 5
Soient E un espace vectoriel normé de dimension finie et u ∈ L(E) tel que la suite (up) soit bornée. (c’est une suite de
L(E))

1. Soit x0 ∈ E, montrer que la suite (uk(x0)) est bornée.
indication : on peut représenter u par une matrice et on peut aussi choisir la base en fonction du vecteur x0.

2. Soit x ∈ ker(u−id)2. Déterminer an et bn tels que un(x) = anu(x)+bnx et en déduire que ker(u−id)2 = ker(u−id)
puis E = ker(u− id)⊕ Im(u− id).
indication : le plus rapide pour trouver an et bn est d’utiliser la division euclidienne de Xn par (X − 1)2 ; sinon,
le faire par récurrence sur n pour trouver (an+1, bn+1) en fonction de (an, bn).

3. Pour x0 ∈ E, on pose xn = 1
n+ 1

n∑
k=0

uk(x0). Montrer que la suite (xn) converge.

Exercice 6
Soit n ∈ N tel que n > 2.

1. Montrer qu’il n’existe pas de norme surMn(K) telle que ∀(A,B) ∈Mn(K), ‖AB‖ = ‖BA‖.
indication : tester avec les Ei,j.

2. Montrer qu’il n’existe pas de norme surMn(K) telle que deux matrices semblables aient toujours la même norme.
indication : utiliser que toute matrice deMn(K) est limite d’une suite de matrices inversibles.


