Fonctions de plusieurs
variables

Soient p € N* et U est un ouvert de R” non vide.

Rappels sur la continuité : soient f : U — R, a un point de U et || || une norme sur RP.
o f est continue en a si et seulement si Ve > 0,3n > 0,Vz € U, ||z —a| <n=|f(z) — f(a)| <e.
¢ La continuité de f en a est indépendante de la norme que 'on choisit sur RP.
© Si f est lipschitzienne sur B(a,r) N U, pour r > 0 alors f est continue en a.

o Pour h € E, application ¢, : t € R — f(a+ th) est définie sur un intervalle | — r, [ et si f est continue en a,
I’application ¢y, est continue en 0 pour tout h € E.

o Si g : RP — R est continue sur R? alors U = {(z1,...,2p) € RP, g(x1,...,2p) > 0} est un ouvert de R”.

Exemple(s) :

322 + zy

R.1 (z,y) € RA\{(0,0)} — —F—=Z
fa i (z,y) € R2\{(0,0)} — % n’est pas prolongeable par continuité en (0,0).
T Y
2

fa: (2,9) € RA\{(0,0)} — fi 5 est pas prolongeable par continuité en (0,0).
€T Y

est prolongeable par continuité sur R?.

I Fonctions de classe C!

1. Dérivées partielles d’ordre 1 et classe C'

Définition : Soient f: U — R, a € U et (e1,...,ep) la base canonique de R”.

1. On dit que f admet une dérivée partielle d’ordre 1 d’indice i au point a si la fonction ¢ — f(a + te;) est
dérivable en 0.

Dans ce cas, on note 3 (a) (ou 8;f(a)) la i®™° dérivée particlle de f au point a, définie par
Li

af (a) — lim f(a‘ + tei) — f(a’)

ox; t—0 t

2. Si f admet en tout point de U des dérivées partielles, on définit, pour tout ¢ € [1,p], les applications
dérivées partielles premiéres de f par

0
/ Uu — R
a oz, (a)

Remarque(s) :

: of e sme - .
@ Sia = (ai,...,a,) alors ax_(a) est la dérivée en a; de f;, la i®™° application partielle en « :

) , :
81{. (a) = f{(al) S1 fl R e d f(al, S ¢ VI I N ¢ T I ap).

0
@ Si elles existent, chaque application af est une nouvelle application de p variables définie sur U.

L
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Conséquence [I.1] : Si f: U +— R est définie sur U C R? contenant (0,0) alors, si elle existent, les dérivées
partielles premiéres de f en (0,0) sont définies par

g(o 0) = llm [f(t 0) — f(0,0)] et —(O 0) = hm [f(O t) — £(0,0)]

Exemple(s) :

@ si f: RP — R est une forme linéaire sur R? alors f admet en tout point a de RP des dérivées

0
8f (a) = f(e;) (les dérivées partielles sont donc indépendantes du point a).

f 2 €RP — ||z|| admet des dérivées partielles en tout point autre que 0, si || || est une norme
euclidienne sur RP.

1
@ Soient A € Mp(R) symétrique et f : X € RP §(AX |X). Montrer que f admet des dérivées
partielles premieres en tout point Xy de RP et les calculer.

partielles et

Attention : L’existence de dérivées partielles n’implique pas la continuité; c/ex : f(z,y) = % st
x Y
(z,y) # (0,0) et £(0,0) =0 admet des dérivées partielles en (0,0) mais f n’est pas continue en (0,0).

Définition : Soit f: U — R. On dit que f est de classe C' sur U si

> f admet en tout point a de U des dérivées partielles

83{‘ (a) pour tout i € [1,p]

et

8f':aEUl—> 6;

On note C*(U,R) I’ensemble des fonctions de classe C! sur U et & valeurs dans R.

> les p dérivées partielles de f, (a) sont continues sur U (pour tout i €1, p]).

Remarque(s) :
@ Pour prouver la classe C' d’une fonction de p variables, on doit donc prouver la continuité de p
fonctions de p variables.
Exemple(s) :

2

@ Montrer que f : (z,y) — xyxz vy si (z,9) # (0,0) et £(0,0) = 0 est de classe C' sur R?.

Toute application polynomiale est de classe C* sur RP.
Toute application linéaire sur R? est de classe C! sur RP.

Théoréme [I.2] : Soit f une application de classe C* sur U. Alors f admet un développement limité & Iordre 1
en tout point de U de la forme

1. Dans le cas général (U C RP) : aveca € U et h = (hq,...,hy) € RP

flath) = fla)+ 3 hix 2L (a) + of ]

"
i=1 Oz

2. Dans le cas de deux variables (U C R?) : avec (z,y0) € U et (h, k) € R?

of of
f(xo + h,yo + k) (h,k)i(0,0) J(xo,90) + h%(fﬂo, Yo) + k@(xo,yo) + O(H(ha k||)
Remarque(s) :
La notation g(h) = o(||h]) signifie lim ”(h”) =0, ie Ve > 0,3r >0, |h]| <7 = |g(h)| < e|h|.
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Conséquence [1.3] : Toute application de classe C! sur U est continue sur U.

Définition [I.4] : Soient f : U — R de classe C' sur U et a € U. On appelle différentielle de f en a la forme
linéaire, notée df(a) (ou dfy), définie par

1. Dans le cas général (U C RP) :
df(a): RP — R
h h p h of
(ha,.. o hp) — ixa—zi(a)

i=1

p
L’image de h = (hq,...,h,) € R? par df(a) est notée df(a).h = th X 8f_ (a).

=1

2. Dans le cas de deux variables (U C RQ) s avec a = (xo,y0) € U

of

V(h, k) € R?, df(x0,y0)-(h, k) = hes

0
(%0,90) +k6*£($0,y0)

Exemple(s) :

Si f est une forme linéaire sur R? alors df(a) = f pour tout a € RP.

Conséquence [I.5] : Soient f de classe C! sur U et a € U.

of
axi

2. Le développement limité de f a l'ordre 1 en a s’écrit

fla+h) = J(@)+ df(@).h+o|hl)

(a) = df(a).e;, ol e; est le i vecteur de la base canonique de RP.

1. Les dérivées partielles de f sont

Remarque(s) :
o : s - of
df(a) est la forme linéaire canoniquement associé & la matrice ligne J, 8 g ——(a) |.
.’L‘l In
df(a) est en fait 'unique forme linéaire ¢, sur R? telle que f(a +h) = f(a)+ @a(h) + o(||h|).
h—0
2. Opérations sur les fonctions de classe C'
Propriété [1.6] : Soient (f,g) € C'(U,R)? et a € U
0 0
1. Si (a, B) € R? alors af + 3g € C*(U,R) et pour tout a € U, on a W(a) = 3:5 (a )—i—ﬂax (a) donc,

pour h € RP,
d(af + Bg)(a).h = adf(a).h + Bdg(a).h

En particulier C' (U, R) est un sous-espace vectoriel de C°(U,R).

g;?)( )= f(a) gi (a) + g(a) SZ; (a) donc, pour h € R?,

d(fg)(a).h = f(a) x dg(a).h + g(a) x df(a).h

2. On a fg € CY(U,R),

: ; 1 o(1/f) 1 of
3. Si f ne s’annule pas sur U alors 7 € CYU,R) et 0z, (a) = ~ )2 onn (a) done, pour h € RP,

(
d (%) (a).h = — d}{t((s))éh
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Propriété [1.7] : (Régle de la chaine)

1. Soient U un ouvert de RP, f : U — R de classe C! sur U et ¢y, ... , ¢p des applications de classe C! sur un

intervalle I (de R) et a valeurs dans R telles que V¢ € I, (p1(t),...,9p(t)) € U. Soit g 'application de I dans
R définie par

Alors g est de classe C* sur I et, pour tout t € I,

P

9(t) =D Gi(t) x 0if(pr(t), ... pp(1))

A S0, nl0)

1
_ N
M@ i
I

N
Il
-

2. Cas de deux variables : si g(t) = f(«a(t), 5(t)) vérifie les hypotheses précédentes alors
vt € I,9'(t) = a'(t) x d1f(a(t), B(t)) + B'(t) x 92f(a(t), B(t))
7] 7]
= /() X T (a(t), D) + B() X o (ax(t), (1)
Yy

Remarque(s) :

g représente la restriction de f le long de la courbe de R? paramétrée par (¢1, ..., ¢p), ie 'ensemble
des points de R? de la forme (p1(%),...,¢p(t)) avec t € I.

Conséquence [I.8] : Soient U un ouvert convexe de R? et f € C'(U,R). Alors f est constante sur U si et seulement
si , pour tout a de U, df(a) =0, ie si et seulement si

Va € U,Yi €1, p] %(a) =0

Remarque(s) :

rappel : C est convexe si V(z,y) € C2,Vt € [0,1],tz + (1 —t)y € C

Propriété [1.9] :

1. Soient U un ouvert de R?, f : U — R, de classe C! sur U, z1,... ,Zp des applications de classe C! sur un
ouvert V de R"™ telles que V(u1,...,uy) € V. (x1(u1, ... upn)s ..., xp(u, ..., uy)) € U.
Si on pose g(us, ..., un) = f(z1(u1, ... un)s- .., xp(us, ..., u,)) alors f est C* sur V et on a

Vie[l,n],0:ig(ut, ... un)

[
NE

0ixr (Ut -y un) X O fxr(ur, .o yun)y ey (U, ..o up))

Jg < Oz, of
ou 8ui(u1"”’u”) :Z o, (U1, .. Up) X a—xk(xl(ul,...,un),...,xp(ul,...,un))

2. Cas de deux variables : si g(u,v) = f(a(u,v), B(u,v)) vérifie les hypotheéses précédentes alors
{ 019(u,v) = 0ra(u,v) X 01 f(a(u,v), B(u,v)) + 018(u,v) X 92f(a(u,v), B(u,v))

329(%”) = 82()4(“"”) X alf(a(uav)a ﬂ(u,'u)) + 82B(ua ’U) X 82f(a(u7v)a B(u,v))
dg _ O of ap of
%(uav) = %(ua v) X %(a(uvv)aﬁ(uav)) + %(uav) X Fy(a(ua v), B(u,v))

g O of op of
%(uav) - a(uav) X %(a(ua v)a B(uav)) + %(uav) X aiy(a(uav)a ﬂ(ua'v))

ou
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Remarque(s) :

dg Oa 0 0
Dans cette propriété, —g, —a, —ﬁ et —f désignent les dérivées partielles d’ordre 1 des fonctions g,
ou’ ou’ dy Oz

«, B et f par rapport a leur premiere variable. On considere implicitement que la premiére variable
de g, a et 8 s’appelle u alors que celle de f est notée x.

Exemple(s) :

Soient f de classe C* sur R? et g(x,y) = f (y2e$,xsin(y)). Calculer les dérivées partielles de g en
fonction de celles de f.

Conséquence [I.10] : (Cas des coordonnées polaires)

Soient f : B(0, R) — R, de classe C' sur la boule ouverte de centre 0 et de rayon R, et g(p,0) = f(pcos@, psin6).
Alors g est de classe C' sur ]0, R[xR et

dg _ of : ., 0f ‘ :

9p (p,0) = cos@ax (pcost, psinf) + bln@ay (pcosb, psin6)

99 oy — —0sin 0 (peosd. osi 027 (1 cost. osi

20 (p,0) = —pbln@ax (pcos@, psinf) + pcosﬁay (pcosb, psin6)

Remarque(s) :
Ce changement de variable n’est pas bijectif (sur ’ensemble |0, R[xR) mais le devient si on se
place sur |0, R[x] — 7, [ par exemple.

On peut inverser ce systeme et déterminer les dérivées partielles de f en fonction de celles de g.

Exemple(s) :
: 1 2 of | ,of iy
Trouver les fonctions f, de classe C* sur R” telles que e + 28— = 0 en utilisant un changement
z Y

de variable linéaire.

0 0
Résoudre sur R? \ {(0,0)}, xa—f - ya—f = x en utilisant les coordonnées polaires.
Yy x

3. Vecteur gradient

Dans ce paragraphe, on note (| ) le produit scalaire cononique de RP.

Définition : Soient f € C*(U,R) et a € U. On appelle vecteur gradient de f au point a, le vecteur de R?, noté
V f(a), défini par
of

Vf(a)= (8—%((1), ey aagi(a))

Propriété [I.11] : Soient (f,g) € C'(U,R)?, (o, B) ER* et a € U

V(af + Bg)(a) = aVf(a) + BVg(a)
V(fg)(a) = f(a) x Vg(a) + g(a) x V f(a)

Si f ne s’annule pas sur U alors

Propriété [1.12] : Soient f € C'(U,R), a € U et h € R?. On a

df(a).h = (Vf(a)lh)

Remarque(s) :

Le DLy (a) de f peut s'écrire f(a+h) = f(a) + (Vf(a)[h) + of[|2])-

PSI2 - Lycée Montaigne Page 5



Le vecteur V f(a) est en fait 'unique vecteur u, de R? tel que Vh € RP, df(a).h = (uq|h).
Exemple(s) :

Déterminer I’expression du gradient en coordonnées polaires.

Soient U un ouvert convexe de R? et f € C'(U,R) telle qu’il existe & € RT tel que, pour tout
a €U, ||Vf(a)|l < k. Montrer que f est k-lipschitzienne sur U (inégalité des accroissements finis).

IT Fonctions de classe C?

1. Dérivées partielles secondes

Définition :
2

1. Soient f : U — R, a € U et (4,5) €[1,p] %. On note 323%

(a) (ou 83 ;f(a)), sielle existe, la dérivée partielle

2

0
premiere par rapport a x; de la fonction —f au point a. Le réel (a) est appelé dérivée partielle

€ 5 ;0T
seconde de f par rapport & z; puis z; au point a.
2. On dit que f est de classe C% sur U si les p? dérivées partielles secondes de f existent et sont continues sur U.
On note C?(U,R) 'ensemble des fonctions de classe C? sur U et & valeurs réelles.

Remarque(s) :
0% f 0% f
11.1) Lorsque i = j, on écrit —= (ou 82 f) au lieu de a).
(11.2) f est de classe C? sur U si et seulement si f admet des dérivées partielles premiéres de classe C*

sur U.

Théoréme [I1.1] : (Théoréme de Schwarz)
Si f est une application de classe C2 sur un ouvert U alors pour tout (i,7) €[1,p] 2 ona:
0% f B 0*f
81‘,'8:13]‘ B 813](9£CL

Remarque(s) :

Le théoréme de Schwarz ne peut pas servir & montrer qu’une fonction est de classe C2.
p(p+1)

Pour une fonction de classe C? sur R?, il existe donc au plus dérivées partielles secondes

différentes.
Exemple(s) :

2 2

(IL.5) Montrer que f: (x,y) # (0,0) —> zy% et £(0,0) = 0 n’est pas de classe C? sur R?.
T Y

Soit D = {(z,y) € R*,xz +y > 0}

a) Déterminer une condition nécéssaire sur g : R™ — R, de classe C! sur RY*, telle que, si
Vi(z,y) €D (L+ay+2*)glz+y), 1+zy+y°) g(z +y)), alors il existe f : D — R,
de classe C? sur D vérifiant V = grad(f).

b) Vérifier que cette condition est suffisante et calculer f.

Propriété [I1.2] :
1. C*(U,R) est un sous-espace vectoriel de C*(U, R).
2. Si (f,g) € C*(U,R)? alors fg € C*(U,R).

1
3. Si f € C*(U,R) ne s’annule pas sur U alors 7 € C*(U,R).
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Exemple(s) :

Soient f de classe C* sur R? et g(x,y) = f (ze¥, z + y). Calculer les dérivées partielles secondes de
g en fonction des dérivées partielles de f.
. : . 2 2 0? 2 0% f P .
(I1.8) Déterminer les fonctions de classe C* sur R telles que i c ol 0 (équation de propagation)
x
en utilisant le changement de variables (u,v) = (x + ct,z — ct)

Soient U = R*\ {(x,0),2 € R™} et f : U — R de classe C* sur U. On pose, pour (p,0) €

f2f

RY*x] -7, 7], g(p,0) = f(pcosh, psinh). Calculer le laplacien de f, Af = 5T o5 57 en fonction

des dérivées partielles de g.

Définition [I1.3] : Soient f: U — Ret a € U. Si f est C? sur U, on définit H(a), la matrice Hessienne de f
au point a, par

Hw=(1w)  es®

00z, 1<i,j<p

Propriété [I1.4] : (Formule de Taylor-Young a l’ordre 2)
Soient f: U — R et a € U. Si f est C% sur U, alors

flat+h) = fla)+Vfa)h+ %hTHf(a)h +o(/In)?)

Remarque(s) :

Si h = (hi,...,hy) alors

Vi(@)'h = (Vf(a)lh) = df(a) Zaxl

et h"Hy(a)h = (Hy(a)hlh) = ZZ (% 8% h;

2. Extrema

Définition : Soient f: U — R et a € U. On dit que f admet en a
— un maximum local sl existe r > 0 tel que Vo € B(a,r), f(x) < f(a).
— un minimum local s’il existe © > 0 tel que Va € B(a,r), f(z) = f(a).
— un extremum local si f possede en ¢ un maximum local ou un minimum local.
— un maximum global (ou absolu) si Vx € U, f(x) < f(a).
— un minimum global (ou absolu) si Vz € U, f(x) > f(a).
— un extremum global (ou absolu) si f posséde en ¢ un maximum global ou un minimum global.

Propriété [I1.5] : Soient U un ouvert de R?, f: U — R de classe C' sur U et a € U.

Si f admet un extremum local en a alors V f(a) =0, ie

ay=0

%

Vi €[1,p]

Attention : Celte propriété est fausse sur un ensemble non ouvert; c/ex : x ||ac||2 est constante sur
S(0,1) (donc extrémale en tout point) mais son gradient ne s’annule jamais.
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Définition : Un point a pour lequel on a V f(a) = 0 est appelé un point critique de f.

Propriété [I1.6] : Soient U un ouvert de R?, f: U — R et a € U un point critique de f.
> Si Hy(a) € S§*(R) alors f admet en a un minimum local strict.

> Si Hy(a) ¢ S (R) alors f n’a pas de minimum local en a.

Remarque(s) :
I1.11) Cette propriété s’adapte & I’étude des maximum locaux de f (en remplagant f par —f) :
> Si —Hf(a) € S (R) alors f admet en @ un maximum local strict.

> Si—Hf(a) ¢ S, (R) alors f n’a pas de maximum local en a.

Conséquence [I1.7] : (Cas des fonctions de 2 variables) Soient U un ouvert de R? f: U — Ret a € U in
point critique de f.

> Sidet (Hy(a)) >0 et Tr(Hs(a)) > 0 alors f admet un minimum local strict en a.
> Sidet (Hf(a)) > 0 et Tr(H¢(a)) <0 alors f admet un maximum local strict en a.
> Si det (Hf(a)) < 0 alors f n’a pas d’extremum local en a.

Remarque(s) :

On ne peut pas avoir det (Hs(a)) > 0 et Tr (H¢(a)) =0
Exemple(s) :

Déterminer les extremum sur R? de f : (z,y) — (2% + y)ef(m%ry?).

11.14) Soit f : (z,y) — zyln(z? + y?). Montrer que f se prolonge en une fonction de classe C* sur R?
et déterminer ses extrema locaux.

Déterminer les extrema de f(z,y) = zy\/1 —z —y sur T = {(z,y) € RT)?,z +y < 1}.
Attention : Si det(Hf(a)) =0, on ne peut pas conclure : f(x,y) = 2°y + In(4 + y?).

IIT Applications a la géométrie

1. Application aux courbes planes

Définition [III.1] : Soient U un ouvert de R%, f : U — R une application de classe C* sur U et la courbe plane
I’ définie par une équation implicite : I' = {(z,y) € R?, f(z,y) = 0}.

1. On dit qu'un point My = (x9,yo) de T' est régulier si V f(My) # 0.

2. La tangente a I" en M est alors la droite passant par My et normale a V f(My).
Si My = (zo, y0), 'équation cartésienne de la tangente & I' en My est donc

(& = 20) g (a0, 90) + 3= ) 5. (a0, ) =0

Exemple(s) :

(II1.1) Déterminer ’équation de la tangente au cercle de centre 2 = (a, b) et de rayon R > 0 en un point
de coordonnées (zg, yo)-
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Conséquence [I11.2] : Soient f € C'(U,R) et A € R. On note Cy = {(z,y) € R?, f(z,y) = A} (une ligne de niveau
de f). Si (zo,y0) € Cx est tel que Vf(zo,yo) # 0 alors V f(x0,yo) est orthogonal & la ligne de niveau Cy et orienté
dans le sens des valeurs croissantes de f.

2. Application aux surfaces de R?

Définition : Soient U un ouvert non vide de R?, f : U — R de classe C! sur U et S = {(z, y,z) € R3, flz,y,2) = O}
une surface de R?, définie par une équation implicite.
1. Un point My de S est régulier si V f(My) # 0.

2. Si My est régulier, le plan tangent & S en My = (xg, Yo, 20) est le plan passant par My et normal a V f(My).
C’est donc le plan d’équation

(x — z0)

%(MO) +(y— yo)%(ﬂ/fo) +(z— zo)%(Mo) =0

Exemple(s) :

I111.2) Déterminer Péquation du plan tangent & une sphere d’équation z2 4+ y2 + 2% + 2ax 4 2by + 2¢z = d.

Définition : Soient U un ouvert non vide de R3, f : U — R de classe C! sur U et S la surface d’équation implicite
f(z,y,2) = 0. Soient x, y et z trois fonctions de classe C' sur un intervalle I telles que V¢ € I, f(x(t),y(t), 2(t)) = 0.
L’ensemble T' = {(x(t),y(t), 2(t)),t € I} est une courbe de R® tracée sur la surface S.

Exemple(s) :

Soit g de classe C' sur U ouvert de R? et S la surface de R?® d’équation z = g(z,y). On appelle
z=glay) { z=g(z,B)

r=o y=5

intersections de la surface S avec les plans paralleles aux plans (zOz) et (yOz).

courbes coordonnées de S les courbes d’équations { ; ce sont les

Propriété [II1.3] : Soient My un point régulier d’une surface S définie par une équation implicite f(x,y,z) =0 et
I" une courbe tracée sur S passant par Mj. La tangente a la courbe I' au point Mj est incluse dans le plan tangent
a la surface .S au point M.
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