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|Colles semaine 6 |

En bref

Représentation géométrique des complexes incluant notamment ’inégalité triangulaire et ses cas d’égalité.

Formules de Moivre et d’Euler, application & la linéarisation ou délinéarisation d’expression trigonomeé-

trique.

Technique de factorisation par angle-moitié et application pour retrouver la factorisation de cos(a)+cos(b)

par exemple.

Exponentielle d’un complexe.

Exemples de probléme géométrique résolu avec les complexes : alignement de points, équation de droite,

de médiatrice et de cercle.

Systéme linéaire :

— Résolution des systémes triangulaires en distinguant les cas selon que les coefficients diagonaux sont
nuls ou non.

— Mise en pratique du pivot de Gauss pour triangulariser un systéme carré.

— Notion de systéme de Cramer pour les systémes carrés.

— Structure de 'ensemble des solutions d’un systéme, lien entre les solutions d’un systéme et celles de
son systéme homogéne associé.

— Bréve généralisation aux systémes non carrés.

Calcul matriciel :

— Addition et produit.

— Cas des matrices carrées. Produit de matrices diagonales (ou triangulaires). Notion d’inversibilité,
unicité de la matrice inverse en cas d’existence.

Traduction matricielle des systémes linéaires.

. Calcul pratique de une matrice carrée Reporté a la semaine suivante.

Exemples non exhaustifs de questions de cours

Les suggestions suivantes restent des erxemples d’illustrations, les colleurs ont toute liberté pour poser une
question de cours.

Citer puis prouver la formule cos(a) + cos(b) = 2 cos ("—’Lb) cos (“T_b) On imposera une preuve utilisant

les complexes. ’

Linéariser I’expression cos*(#).

Dé-linéariser I’expression cos(46) (dans ce contexte, cela signifie I’exprimer comme un polyndme en cos(f).
Pour A et B deux points donnés du plan, déterminer une équation complexe de la droite (AB) ou de la
meédiatrice du segment [AB].

Pour A un point donné du plan et r un réel positif, donner I’équation complexe du cercle de centre A et
de rayon r.

Représenter géométriquement I’ensemble {z eC| szr} € R} ou un autre exemple du méme genre.
Citer les liens entre nombre de solution d’un systéme et de son systéme homogéne associé.

Définir un systéme de Cramer, donner un critére simple permettant de reconnaitre les systémes de Cramer
parmi les systémes triangulaires.

Citer la formule de produit matriciel. Montrer avec cette formule que le produit de deux matrices trian-

gulaires inférieures est encore triangulaire inférieure.

Note aux colleurs

La résolution d’équation polynomiale complexe (notamment du second degré et I’étude des racines de
l'unité) fera ’objet d’un chapitre ultérieur.

La propriété affirmant que I'unicité de la solution d’un systéme carrée entraine 'existence de la solution
pour toute valeur du second membre est admise et connue des éléves sous le nom de « miracle des systémes
carrés ».

Suite aux diverses évacuations et cours manquant, nous avons & peine effleure le fait qu’un systéme carré
est de Cramer si et seulement si sa matrice associé est inversible.
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En détail

1 Nombres complexes

Reprise du programme précédent

2 Systémes linéaires

Notation générale employée dans le reste du document

Définition 1. Soient n et p deux entiers naturels non nuls. On appelle systéme linéaire de n équations a
p inconnues z1, 3, - , &, tout systéme (L) d’équations du type :

a1121 +a12%2 + -+ ay T+ a1 T, = by

2171 + a22%T2 + -+ + az ;T + -+ az Ty = bo

(£):

Ap,1%1 + Ap2%2 + -+ An T+ + AnpTp = by

ol (a;,j)1<ign est une famille d’éléments de C et (bq,b2,- - ,b,) un n-uplet de scalaires appartenant & C.
1<j<p

2.1 Reésolution par triangularisation
2.1.1 Opérations élémentaires

Définition 2. On dit que deux systémes linéaires de méme format (méme nombre d’inconnues et méme nombre
d’équations) sont équivalent lorsqu’ils ont méme ensemble de solutions.

Le but est donc, étant donné un systéme de trouver un systéme équivalent plus simple. On procéde alors
par étape a ’aide des opérations suivantes :

Définition 3. Notons (L1, Lo, ..., L,) les lignes du systéme linéaire £. On appelle opération élémentaire sur
le systéme linéaire, les trois opérations suivantes :
— La permutation de lignes : pour deux indices (,j) € ([1; n])*, Péchange de la ligne L; avec la ligne L;.
On note L; <> L;
— La dilatation : pour un indice ¢ € [1; n] et pour un réel A non nul, on multiplie la ligne L; par A. On
note L; < AL;.
— La transvection (ou combinaison) : pour deux indices (i,5) € ([1; n])* avec i # j et un scalaire o, on
remplace L; par la combinaison L; + aL;. On note L; < L; + «L;.

L’intérét résidant évidemment dans le fait que ces opérations élémentaires transforment un systéme en un
systéme équivalent.

Théoréme 4. Les opérations élémentaires transforment un systéme linéaire en un systéme linéaire qui est
équivalent. Autrement dit, les opérations élémentaires préservent l'ensemble des solutions d’un systéme.

2.1.2 Algorithme du pivot de Gauss

Théoréme 5. Tout systéme carré peut étre transformé en un systéeme triangulaire équivalent o ’aide d’une
succession d’opérations élémentaires.

2.1.3 Cas des systémes non carrés

Méthode 6. Pour résoudre un systéme non carré, on procéde de maniére analogue en cherchant & échelonner
le systéme.

— Si le systéme comporte plus d’inconnues que d’équations, on considérera temporairement certaines in-
connues particuliéres comme paramétre et on écrira une solution pour chaque valeur de ces inconnues
particuliéres. On prendra garde a bien ré-inclure ces inconnues particuliéres pour décrire I’ensemble des
solutions.

— Si le systéme comporte plus d’équations que d’inconnues, alors I’échelonnement finit par écrire des équa-
tions ne dépendant plus d’aucune inconnue. Ces équations sont dites « non-principales » et sont alors
soit toujours vraies, soit toujours fausse. Dans le cas ot 'une des équations non principales est fausse,
le systéme n’admet pas de solution. Dans le cas ou elle sont toutes vraies, on est en fait ramené a un
systéme carré.
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2.2 Structure de ’ensemble des solutions

Muni maintenant d’une certaine habileté calculatoire, nous nous efforcons de déterminer des théorémes
généraux quant a I’ensemble des solutions d’un systéme linéaire.

2.2.1 Cas des systémes homogénes

Remarque 7. Le p-uplet (0,0,---,0) est toujours solution du systéme homogéne L.

Lemme 8 (Principe de linéarité). Si (x1,29, -+ ,xp) est une solution particuliére du systéme homogéne Lo,
alors pour tout A\ € R le p-uplet (\x1, w2, -+, \xp) est également solution. Si de plus (2,25, -+ ,x),) est une
autre solution, alors (¥ + 1,75 + X2, -+ , 7, +xp) est également solution.

Corollaire 9. Un systéme linéaire homogéne admet soit une unique, soit une infinité de solutions.

2.2.2 Cas des systémes avec second memebre

Lemme 10. Considérons deux p-uplets © = (1,2, -+ ,zp) ety = (y1,Y2, -+ ,Yp) €t supposons que x soit
solution du systéeme L. Alors y est solution de L si et seulement si le p-uplet x — y est solution du systéme
homogeéne Ly.

Théoréme 11 (Structure de I'ensemble des solutions). Notons S et Sy les ensembles respectifs des solutions
de L et Ly. Soit également X = (z1,x2,- - ,Tp) une solution particuliére de L. Alors, on peut écrire ’ensemble
des solutions de L comme :

S:{X+Y I Y€So}:{($1 + Y1, T2 + Y2, 71'p+y2) | (ylayQa"' ayp) GSO}

Autrement dit, on obtient a partir d’une solution particuliére, toutes les solutions en ajoutant les solutions du
systéme homogeéne.

Corollaire 12. Un systéme linéaire admet soit aucune, soit une unique, soit une infinité de solutions.

Proposition 13. Pour un systéme linéaire L et son systéme homogéne associé Ly, nous avons les résultats
suivants :

— Si Lo admet une unique solution, alors L admet soit aucune, soit une unique solution.

— Si Ly admet une infinité de solutions, alors L admet soit aucune, soit une infinité de solutions.

Par ailleurs, pour les systémes carrés, on peut étre plus précis. Un systéme carré admet une et une unique
solution si et seulement si le systéme homogéne associé admet une unique solution. Il s’agit du « miracle des
systemes carrés ». Cette derniére précision reste admise pour le moment.

Définition 14 (Systéme de Cramer). Un systéme linéaire carré est dit de Cramer s’il admet une unique solution.

Corollaire 15. Pour un systéeme carré, la propriété d’étre de Cramer ne dépend que du systéme homogéne
associé.

Remarque 16 (Provisoirement admis). Un systéme linéaire avec strictement moins d’équations que d’inconnues
admet soit aucune, soit une infinité de solutions.

3 Le formalisme matriciel

3.1 DMatrices
3.1.1 Définition

Définition 17. Soit (n,p) € (N*)2. On appelle matrice & n lignes et p colonnes un tableau de scalaires (réels
ou complexes) (a; ;)

1<i<n’
1<j<p
ail a2 ce ai.p
, . az1 a2 ce az.p
On la représente par un tableau rectangulaire A =
an,1 QAp2 ...0nn

On note M,, ,(K) I’ensemble des matrices & n lignes et p colonnes a coefficient dans K (c’est-a-dire que
M, p(R) désigne les matrices a coefficients réels et M,, ,(C) les matrices a coefficients complexes). On note
simplement M,, (K) ’ensemble des matrices carrées a n lignes et n colonnes.

Définition 18 (Matrice nulle). On appelle matrice nulle de M,, ,(K) la matrice dont tous les coefficients valent
zéro. On la note 0, , ou simplement 0,, pour la matrice nulle carrée de taille n.
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3.1.2 Calcul matriciel

Définition 19 (Addition de matrices de méme format). Si A = (ai;) ;<;c, € B = (bij) 1<;c,, sOnt deux
1<j<p 1<isp
matrices de méme format, alors on définit la somme A 4+ B comme la matrice de M, ,(C) égale a

A+ B= (Ci,j) avec Vi € [[1, ﬂ]] VJ c [[]. N pﬂ7 Cij = Qjj + bi,j

1<ign
1<jisp

Attention ! La somme A + B n’est définie que si les matrices A et B sont de méme format.
Définition 20 (Multiplication externe). Si A = (a;;) ;,,, st une matrice et A € C, alors on définit le produit

1<j<p
A - A comme la matrice de M,, ,(C) égale a

AA=(cij) 1cicnavec Vi € [1;n] V) € [1;p], ¢ij = Aai;
1<ji<p

Proposition 21. Soit n et p deux entiers naturels non nuls. Les opérations d’addition et de produit externes
des matrices n x p vérifient les régles suivantes. Pour A € M,, ,(K), A € M,, ,(K) et (\,pn) €K?, on a :

i) A+ p)A =X A+ pA.

ii) MA+ B) = AA + AB.
iii) A+ B =B+ A.
Définition 22 (Produit matriciel). Soit n ,p et ¢ trois entiers naturels non nuls. Soit A € M,, ,(C) et B €
My q(C). St A= (ai;) 1¢;c, €8 B = (bij) <<, alors on définit le produit AB comme la matrice de M, 4(C)

1<G<p 1<i<a
égale a

p

AB = (Ci,j) 1<i<n ou Vs € [[1; n]], Vj e [[1; qﬂ, Cij = Zai,kbk,j
1<j<p k=1

Attention ! Le produit AB est défini uniquement si le nombre de colonnes de A est égal au nombre de lignes

de B.

Attention ! Soit n ,p et ¢ trois entiers naturels non nuls. Soit A € M,, ,(R) et B € M, ,(R).
L’égalité AB = 0,, , n’implique pas en général que I'une des deux matrices A ou B est nulle.

Attention. Le produit n’est pas commutatif | On n’a pas en général AB = BA. Premiérement 'un de ces
termes peut étre défini sans que lautre ne le soit. Deuxiémement méme lorsque ces deux termes ont un sens (le
lecteur se demandera quand se produit ce cas), ils peuvent étre de formats différents. Troisiémement, lorsque
ces deux termes existent et sont de méme format, ils peuvent encore étre différents.

Les autres régles de calcul restent valables :

Proposition 23. Soit A, B et C trois matrices (le lecteur déterminera les formats nécessaires pour que les
égalités aient un sens) et (A, ) € C2. On peut alors écrire, sous réserve que les termes suivants aient un sens :
i) A(B+C)=AB+ AC.
ii) (A+ B)C = AC + BC.
iii) (MA)B = A\(AB) = A(AB).
w) A(pA) = (Ap)A.
v) (AB)C = A(BC).

3.2 Cas des matrices carré

3.3 Terminologie spécifique aux matrices carrées

Proposition-Définition 24 (Matrice identité). Soit n € N*. Il existe une unique matrice Iy qui est un élément
neutre & droite pour le produit matriciel. C’est-a-dire une matrice I; vérifiant
VM e M,(K), MI; =M.

1l existe également une unique matrice Iy qui est un élément neutre a gauche pour le produit matriciel.
C’est-a-dire une matrice 1, vérifiant VM € M, (K), I,M = M.

Ces deux matrices sont en fait les mémes, on l'appelle la matrice identité et on la note I, et on a :

100 ... 0
010 ... 0
I, = 0 01 ... 0
0 00 1
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Définition 25 (Matrices diagonales). Une matrice carrée D = (d; j)1<i j<n est dite diagonale si d; ; = 0 dés

que i # j.
d 0 ... 0
p_ |0 d :
P
0 ... 0 d,

Définition 26 (Matrices triangulaires). Les matrices triangulaires peuvent étre inférieures ou supérieures.
— Un matrice carrée T' = (t; j)1<i j<n est dite triangulaire supérieure lorsque ¢; ; = 0 dés que i > j.

t171 t172 . tl,n
0 t
T — 2,2
. . tnfl,n
0o ... 0 tyn
— Un matrice carrée T' = (¢; j)1<i j<n est dite triangulaire inférieure lorsque ¢; ; = 0 dés que ¢ < j.
t1p 0 e 0
t ' :
7 | t21 to2
: 0
tn,l e tn,n—l tn,n

Remarque 27. Les matrices diagonales sont exactement les matrices qui sont a la fois triangulaires supérieures
et triangulaires inférieures

Proposition 28 (Produit de matrices diagonales ou triangulaires). Soit « € R, Dy, Dy deux matrices diago-

nales, D = 0 A , Dy = 0 pa 7o , alors aDy, Dy + D5 et
: . -0 Do 0
0 ... 0 M 0 ... 0 pn
)\1/,61 0 N 0
DDy = 0 Aaftz sont des matrices diagonales.
: . . 0
0 - 0 /\n,ufn

On dit que ’ensemble des matrices diagonales D,, est stable par produit.

Soit T1, T deux matrices triangulaires supérieures et o € R, alors o1y, Ty +T5 et T1 T sont des matrices trian-
gulaires supérieures. L’ensemble des matrices triangulaires supérieures T, est stable par produit, de méme pour
T, Uensemble des matrices triangulaires inférieures.

3.3.1 Inversibilité des matrices carrées

Définition 29. Soit n € N et M € M, (K). On dit que M est inversible si 34 € M, (R), AM = MA = I,.
On appelle groupe linéaire d’ordre n et on note GL,,(K), I’ensemble des matrices inversibles de M., (K).

Attention ! Il existe des matrices non nulles qui ne sont pas inversibles.

Exercice 30. Prouver que la matrice M = (8 é) n’est pas inversible.

Proposition 31 (unicité de l'inverse). Si M € M, (K) est inversible, alors

V(A,B) € (M, (K))*, AM = BM < A = B. Ainsi Uinverse d’une matrice (s’il existe) est unique et on le note
Mt

Proposition 32. Soit (4, B) € (M,(K))>. Si A et B sont inversibles, alors le produit AB est inversible et
(AB)"! =B~tA-L.

3.4 Lien avec les systémes linéaires
3.4.1 Principe général
Proposition 33 (Remarque fondamentale). Soit (S) le systéme linéaire de la notation ??7. On pose

A= (a'i,j) 1<ign € Mn,p(R), B = (bi)1gign S Mn,1(R) et X = (l‘i)lgigp S Mp,l((C). AlOTS,

1<jisp

le p-uplet (x1,--- ,x,) est solution de (S) si, et seulement si AX = B.
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3.4.2 Lien avec l'inversibilité

Reporté & a semaine prochaine

3.5 Détermination pratique de ’inverse par opérations élémentaires

Reporté a la semaine prochaine
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