EXERCICES de MATHEMATIQUES sur les SUITES PSI2 2023-2024

Suites définies explicitement. Recherches de limites et d’équivalents.

1. Etudier la convergence des suites de terme général

: 24 2n+3 bognd
0

Pour les deux premieres, proposer un équivalent.
2.a. Donner un développement limité & Pordre 1 de u,, = /2 lorsque n tend vers 400, autrement

b 1
dit trouver des réels a et b tels que u, = a+ — + 0(7).
n n
b. Déterminer lirf (3 V2 —23)".
n—-—+oo

3. Pour tout n entier naturel, on note N(n) le nombre de chiffres de ’entier n dans son écriture
décimale, et S(n) la somme de ses chiffres.
Par exemple, N(23) =2 et S(23) = 5.
a. Montrer que Vn € IN*  log(n) < N(n) <1+ log(n), ol log est le logarithme décimal.
b. Montrer que Yn € IN* 1 < S(n) < 9(1 +log(n)).
. S(n+1) . , s
c. Soit u, = St Ol Montrer que la suite (u,) est bornée, donner ses bornes inférieure et

supérieure.

Suites définies par récurrence.

4. Soit (up) une suite définie par la donnée de wy > —1 et la relation de récurrence
Vn €N up41 =1+ u,. Déterminer son sens de variation, étudier sa convergence.

5. Soit la suite (u,) définie par ug = 1 et la relation de récurrence

Vn € IN Upt1 = sin(uy,) .
a. Montrer que (u,) décroit et tend vers zéro.

. 1 1
b. Calculer lim w,, avec v, = —5— — —-
n—-+oo un+1 un
c. On rappelle le lemme de Cesaro, hors programme, que l’on ne demande pas de démontrer :
n—1
si (vy) est une suite réelle de limite I, alors on a aussi lir_irrl — Z v, = . En déduire un
n—-+oo N,
k=0

équivalent de la suite (uy,).

6. Soient (uy,) et (v,) définies par ug =1, vg = 2 et
Vn € IN Upt1 = SUp + 20, et Upt1 = 2uy + 3, .

Que dire de la suite (u, — v,) ? Exprimer u,, et v, en fonction de n.

7. Soit f : [a,b] — [a,b] une application 1-lipschitzienne. Soit (x,) une suite réelle définie par

> . Montrer que la suite

la donnée de xy € [a,b] et la relation Vn € IN 2,41 =

(x,) converge vers un réel [ tel que f(I) = 1.

8. Soit f : [a,b] — [a,b] une fonction de classe C', on suppose que Vz € [a,b] |f'(2)| < 1.
a. Montrer que f admet un unique point fixe c.

b. Soit (u,) une suite définie par la donnée de uy € [a,b] et la relation de récurrence

VYn € IN  upy1 = f(uy). Montrer que  lim  u, = «.
n—-+o0o



9%, Points fixes répulsifs ou attractifs

Soit I un intervalle de IR, soit f : I — I une application de classe C1, soit xo € I un point fixe
de f. Soit par ailleurs (u,) une suite telle que ug € I et Vn € IN  up41 = f(un).

a. On suppose que |f'(xg)| > 1. Montrer que la suite (u,) ne converge vers xo que si elle est
stationnaire.

b. On suppose que |f'(zg)| < 1. Montrer que, si ug est suffisamment proche de zg, alors la
suite (u,,) converge vers xg.

10. Soient a et b deux réels tels que 0 < b < a. On définit les suites (u,) et (v,) par ug = a,

vg="bet ) . .
U v
Vn € IN un+1:D et = — 4+ —.
2 Un+1 Up  Un

a. Montrer que ces suites sont adjacentes et déterminer leur limite commune .
Up — 1

b. Montrer que la suite (x,,), définie par 2, = In ( ), est une suite géométrique.

Uy, + 1
c. En déduire une expression explicite de u,, en fonction de n et de xg.

11*. Méthode de Newton
Soit f : [a,b] — IR, convexe, de classe C?, avec f(a) < 0 < f(b).
a. Montrer que f admet un unique zéro, noté «, sur [a, b].

b. On définit une suite (u,) par up = b et Vn € IN wu,y1 = o(uy), ou Uon a posé

f(x)

f'(x)

c. On suppose dans cette question que f est de classe C* sur [a, b]. En appliquant & ¢ I'inégalité
de Taylor-Lagrange, montrer qu’il existe un reél positif M tel que

Yn € IN [ty — o <M (u, —a)?.

oz) =z — . Montrer que la suite (u,,) est bien définie et qu’elle converge vers a.

On dit que la vitesse de convergence de (u,) vers «a est quadratique, ou encore d’ordre 2.

Suites définies implicitement.

xT
12. Pour n € IN*, on définit g, : © — / et dt.
n

a. Montrer que, pour tout n € IN*, il existe un unique réel z,, tel que g, (z,) = 1.

b. Donner un équivalent de ().
1
c. Soit k un entier naturel. Montrer que 'on a z,, = n + 0(7) lorsque n — +o0.
n
13. Pour tout n € IN*, soit P, la fonction polynéme définie par P,(x) = 2™ + = — 1. Montrer

que, pour tout n € IN*, P, admet une unique racine réelle positive, que ’on notera x,,.
Vérifier que x,, €10, 1[. Montrer que la suite (z,,) est croissante. Montrer que liT T, =1
n—-+0oo

(indication : pour € > 0 fizé, on pourra exprimer P,(1 —€). Une autre méthode consiste
raisonner par l’absurde en supposant que | = lirf Tn #1).
n—-+0oo



1
14. Montrer que, pour tout n € IN*, 'équation sinz = — admet une unique solution x,, dans

1
Iintervalle I, = {271 , (Zn + 5) 7T:|. Montrer que la suite (z,, — 2nm) converge vers zéro

en décroissant, donner un équivalent du terme général de cette suite.

15. Pour n € IN* et € IR, on pose f,(x) =ze” —n.

a. Montrer que, pour tout n € IN*, ’équation f,(z) = 0 admet une unique solution u,, et
montrer qu’elle est strictement positive.

b. Montrer les inégalités 1 < u,, <In(n) pour n > 3.
c. Montrer que u,, ~ In(n) lorsque n tend vers +oo.

d. Trouver un équivalent de wu,, — In(n).

16.a. Pour tout n € IN*, montrer que 1’équation x + In(z) = n admet une unique solution, que
'on notera z,,, dans IR .

b. Montrer que la suite (x,,) diverge vers +oc.

c. Donner un développement asymptotique de x,, avec trois termes non nuls, plus un reste.

Autres exercices sur les suites. Ensembles dénombrables.

17. Soient (uy,) et (v,) deux suites réelles. On suppose que lirf (uZ +unv, +v2) = 0. Montrer
n—+00

que lim u, = lim v, =0.
n—-+oo n—-+o0o

18. Théoréme de Cesaro N

Z ug (v, est la moyenne

k=1

arithmétique des n premiers termes de la suite u). On suppose que hr—{l u, =1 € R.
n—-+0oo

. o 1
a*. Soit (u,)neN+ une suite réelle. Pour tout n € IN*, on pose v,, = —
n

Montrer que lim v, =1.
n—-+o0o

b. Soit (u,) une suite réelle telle que lim (up4+1—uy,) =1 (I € R). Montrer que lim .
n—-+o0o n—+4+oco N

. . . . o . T
c. Soit (z,,) une suite de réels strictement positifs telle que  lim el

= lavecl € RY.
n——+oo T
Montrer que lim /z, =1.

n—-+oo

d. En déduire lim ¢ <2”> et lim

n——+oo n

19. Soit (zy,)n>1 une suite de réels positifs. Pour tout n, on pose y, = \/xl + /T2 4+ + VT,

a. Déterminer lirf yn lorsque (z,,) est une suite constante de valeur a > 0.
n—-+0oo

n—4oo nl

b. Méme question lorsque z,, = a v avec a > 0,b>0.

%

c*. Montrer que (y,) converge si et seulement s’il existe un réel positif M tel que

VneIN* 2, < M?".



20. Une suite réelle (u,)nen- est dite sous-additive si elle vérifie
V(m,n) € (IN*)? Umtn < Upm, + Uy, -
a. Pour quels réels a la suite (v, )nen+ avec v, = n® est-elle sous-additive ? Lorsque c’est le

, . . . n
cas, déterminer la limite de —.
n

b. Quelles sont les suites réelles (wy,)new+ vérifiant V(m,n) € (]N*)2 Wintn = Wy + Wy 7

, . .. Wnp,
Déterminer alors la limite de —.
n

c*. Soit (un)new+ une suite réelle sous-additive, on suppose que la suite ( — | est minorée et
n

U U
on pose o = inf {—n i nE ]N*}. Montrer que lim — = a. On pourra fixer ¢ > 0 et
n

n—+oco N

.y . U € . .. Lo .
considérer un entier p tel que o < £ < o+ 3 puis utiliser une division euclidienne.
p

21. Soit (uy) une suite réelle. On suppose qu’il existe un réel k appartenant a l'intervalle ]0, 1]
et une suite réelle (r,,) de limite nulle, tels que

Vn e IN [Uns1| < K |un| + [ral -
On se donne par ailleurs un réel ¢ strictement positif.

€
a. Justifier 'existence d’un entier N tel que, pour tout n > N, on ait |r,| < 5(1 — k).

€
b. Montrer que, pour tout entier n tel que n > N, on a |u,| < k"™ |uy| + 7
c. Montrer que lim w, = 0.
n——+00
Qn + Gni2

22%*. Une suite réelle (a,) est dite convexe siona Vn € N a,y; < . Elle est dite

concave si la suite (—a,,) est convexe.

a. Par quelle propriété simple de la suite (d,,), de terme général d,, = an+1 — ay, se traduit la
convexité d’une suite réelle (a,,) ? Quelles sont les suites réelles qui sont & la fois convexes
et concaves ?

b. Soit (ay) une suite convexe majorée. Montrer qu’elle est décroissante.
c. Dans cette question, (an) est une suite convexe bornée et on pose d,, = a,41—a, pour tout n.
i. Montrer que la suite (a,,) est convergente.
ii. Soient n € IN* et p € IN* tels que n > 2p. Prouver les inégalités 2(a, —a,) < nd,—1 < 0.
iii. En déduire que ngrfoo nd, = 0.
23.a. Montrer que ’ensemble Py (IN) des parties finies de IN est dénombrable.

b. Montrer que l'ensemble P(IN) des parties de IN est infini non dénombrable. On pourra
supposer qu’il existe une bijection ¢ de IN wvers P(IN) et chercher une contradiction en
considérant 'ensemble A ={n € IN|n & ¢(n)}.



