SUITES NUMERIQUES PSI2 2023-2024

I. Généralités
a. Notations. Opérations.
Une suite est une application v de IN vers IK, avec IK = IR ou C. Il est d’usage de noter u,,

au lieu de u(n), 'image par u de lentier naturel n (notation indicée), on dit que w, est
le terme d’indice n de la suite. La suite elle-méme sera notée u, ou alors (u,), ou encore
(un>n€]N-

Une suite peut étre définie a partir d’un certain rang. Notation (un)n>1 par exemple.
L’ensemble IK™ des suites & valeurs dans K est muni d’une structure de K-espace vectoriel.
Siu et v sont deux suites, si « et 5 sont deux scalaires, on peut définir la combinaison linéaire
au + Po.

On peut aussi définir une notion de “produit naturel” de deux suites, i.e. une suite uv telle
que (uv), = u,vy, pour tout n.

Un autre “produit”, appelé produit de convolution ou encore produit de Cauchy
n

s’avérera utile: on définit la suite parfois notée uxv par (u*v), = Z UpVp—k = Z UpVyq.
k=0 pt+g=n

b. Modes de définition
Une suite peut étre définie de fagon explicite (soit u, = 2"), ou bien de fagon
implicite (pour n > 1, soit x, la racine réelle positive du polynéme X" + X — 1), ou
bien par récurrence.
On admettra & ce sujet que, si f : E — E est une application (ou E est une partie de K,
qui est dite alors stable par f) et si a € E, il existe une unique suite (u,,) vérifiant uo = a
(initialisation) et Vn € IN  up4+1 = f(u,). Dans le cas réel, ’étude de ce type de suite
définie par une “récurrence simple”, notamment de leur monotonie et de leur convergence,
fera 'objet d’un TD.

De facon plus générale, si k est un entier naturel non nul, si ag, a1, -+, ax—1 sont des
scalaires, si f : K* — K est une application, il existe une unique suite u € K™ telle que
Up =ap; Uy =40ay; -+ 5 Ukg—1 = 0k-1
vn € IN Un+k = f(unaun+17 te 7un+k—1)

On dira qu’une telle suite est définie par une récurrence d’ordre k (ou “avec k prédécesseurs”).
Les suites définies par une “récurrence double” interviennent dans de nombreuses situations.

On peut aussi définir des suites par “récurrence forte”, i.e. on donne wug et, pour tout
n € IN*, un moyen de calculer u,, si on connait tous ses prédécesseurs, i.e. ug, « -, Up_1.
c. Exemples usuels

- les suites arithmétiques: on passe d’un terme au suivant par I’ajout d’un nombre fixé r,

appelé raison, on a donc upy; = u, + r pour tout n, d’ou une expression explicite
u, = ug + nr. La relation
n(n + 1
Lrag Zk nn+l)

a connaitre!, permet d’en calculer la somme de termes consécutifs.

- les suites géométriques: on passe d'un terme au suivant par multiplication par un
nombre fixé r, aussi appelé raison. On a donc wu,+1 = ru, pour tout n, puis I'expression
explicite u, = ug r". La relation

L+r+r2+- ZT l—r (r#1)




permet aussi d’en calculer une somme de termes consécutifs ( “somme partielle d’une série
géométrique”).

n—1 n—1
Ezercice 1: Calcul de Cp(z) = Z cos(kx) et de S,(x) = Z sin(kx), pour x réel.
k=0 k=0

- les suites arithmético-géométriques: elles sont définies par la donnée de leur premier
terme ug et d’une relation de récurrence de la forme u,4+1 = a u, + 0.
Cas particuliers: - si a =1 et b = 0, c’est une suite constante ;
- si a = 0, la suite est stationnaire (ici constante & partir du rang 1) ;
-sia=1et b+#0, la suite est arithmétique de raison b ;

-sib=0et a # 1, la suite est géométrique de raison a.

Lorsque a # 1, 'équation | = al 4+ b admet pour unique solution [ = T—a On notera

que ce scalaire [ est la valeur de 'unique suite constante vérifiant la relation ge récurrence
Up+1 = au, + b. En posant ensuite v, = u, — [, on s’apergoit que cette suite (v,) est
géométrique de raison a, d’ou v,, = a™ vy, puis une expression explicite (ne pas apprendre
par ceur!) de u, :

b b
Vn e IN un:a”<u0— )—|— .
1—a 1—a

- les suites définies par une relation de récurrence linéaire homogeéne d’ordre
deux a coefficients constants

Voici les résultats a connaitre sur ce sujet: si a, b, ¢ sont trois nombres complexes avec a # 0
et ¢ # 0, on note R l'ensemble des suites complexes vérifiant la relation de “récurrence
double”

(R) : Vn € IN A Uptz +bUpy1 +cu, =0.

Alors R est un plan vectoriel, ¢’est-a -dire un sous-espace vectoriel de dimension 2 de C™.
Pour en construire une base, on introduit ’équation caractéristique (C): ar?4+br+c =0,
qui est une équation polynomiale du second degré. Soit A = b? — 4ac son discriminant.
Deux cas se présentent:

- si A # 0, Péquation (C) admet deux racines distinctes r; et rz, et une base de R est
constituée des deux suites géométriques (r7') et (ry). On a donc w, = Ary + Bry ;

- si A =0, I’équation (C) admet une racine double ry, et une base de R est constituée
des suites (rg) et (nrg). On a donc u, = (An+ B) r(.
Dans les deux cas, A et B sont des constantes arbitraires que 1’on peut déterminer si I’'on
connait les deux premiers termes de la suite.
Exemple: la suite de Fibonacci, avec ug =0, uy =1, et ¥n € IN  upyo = Upt1 + Up.

On notera la forte analogie avec I'étude des équations différentielles linéaires du second
ordre a coefficients constants, i.e. les oscillateurs harmoniques.



d. Monotonie et caractére borné (suites réelles)

Une suite réelle (u,) est dite croissante si Vn € IN wu,41 > u,, décroissante si
Vn € IN wuyy1 < uy ; elle est dite monotone si elle est, soit croissante, soit décroissante.
On parle aussi de suite strictement croissante, strictement décroissante ou stricte-
ment monotone.

Concretement, pour étudier les variations d’une suite (u,,), on étudie le signe de uy+1 — uy,.
On pourra remarquer qu'une suite (u,) est monotone si et seulement si l’expression
Up+1— Uy garde un signe constant, cette remarque peut étre utile pour les suites récurrentes.

Dans le cas des suites a valeurs strictement positives, on pourra aussi comparer a 1 le

U
rapport ntl

n

Une suite réelle (u,) est dite majorée s'’il existe M € IR tel que Yvn € IN w,, < M.
Elle est dite minorée s’il existe m € IR tel que Vn € IN  u,, > m. Elle est dite bornée si
elle est a la fois minorée et majorée.

La suite réelle (uy) est bornée si et seulement si la suite (Ju,|) est majorée.
Traduire avec des quantificateurs la condition: la suite (u,) n’est pas majorée.
Ezercice 2: Soit f : I — I une application croissante. Soit une suite (u,) telle que ug € I
et Y'n € IN  wupq1 = f(upn). Montrer que la suite (u,) est monotone.
e. Cas des suites complexes

Dans le corps C, il n’y a pas de relation d’ordre “intéressante”, i.e. compatible avec les
opérations usuelles. Il n’y a donc pas de suite croissante, décroissante, minorée ou majorée.
On peut toujours dire qu’une suite complexe (u,) est bornée si la suite réelle positive
(Jun|) est majorée, ot | - | représente le module.

Une suite u est dite stationnaire si elle est “constante a partir d’un certain rang”, i.e.

INeIN Vn>N Upt1 = Up (donc Yn>N u, =up).

I1I. Notion de limite
C’est bien siir la notion centrale de ce chapitre, pour ne pas dire de toute I'analyse.
a. Limite finie pour une suite réelle ou complexe

Définition. Soit (u,) une suite réelle ou complexe, soit I un nombre réel ou complexe. On
dit que la suite (u,) admet pour limite [ si on a

Ve>0 INeINVneIN n>N= |u, 1| <e.

Cette assertion tres formalisée peut se lire de la fagon suivante: si on se donne un réel stricte-
ment positif € (appelons-le “la précision requise”), il existe un rang (le N de la définition) &
partir duquel |u,, — l| est majoré par £. Autrement dit, tous les termes de la suite, & partir
d’un certain rang, se situent dans Uintervalle [l —e,1 4+ €] dans le cas réel, ou dans le disque
fermé de centre [ et de rayon € dans le cas complexe.

De facon plus générale, si P(n) est une assertion (ou “proposition”) dépendant d’un entier
naturel n, on dira que cette assertion est vraie & partir d’un certain rang (en abrégé
APCR) s'il existe un entier naturel N tel que P(n) soit vrai pour tout n > N. Cela signifie
aussi que 'ensemble {n € IN | nonP(n)} est fini (ou majoré, cela revient au méme).



Propriété. Unicité de la limite. Une suite donnée admet au plus une limite.

Autrement dit, une suite donnée ne peut admettre deux limites distinctes. Cela permet,

lorsqu’une suite admet une limite [, d’écrire limwu, = [, ou 11111 u, = [, ou encore
n—-+0oo
Up, — [, ou simplement u,, — (.
n——+oo

Mais ATTENTION! C’est une propriété d’unicité, pas d’existence! De nom-
breuses suites n’admettent pas du tout de limite, il faut avoir cela a ’esprit. L’oubli de
cette remarque est a ’origine de nombreux raisonnements faux! Ainsi la négation

de lim wu, =1 ne peut s’écrire lim wu, # [ puisque cette derniére écriture reviendrait a
n—-+oo n—-+oo

sous-entendre ’existence d’une limite, mais autre que [.

Pratique. Pour montrer la convergence d’une suite (u,) vers un nombre [ (en dehors de
Putilisation d’opérations sur les limites), on essaie souvent de majorer la valeur absolue (ou
le module) |u,, — I| par quelque chose qui tend vers 0. Cela peut étre le cas pour ’étude de
suites de la forme wu,11 = f(u,), ou 'on essaie parfois d’obtenir une majoration de la forme
|up, — 1| < CKk™ avec 0 < k < 1 (majoration par une suite géométrique convergente).

Définition. Une suite réelle ou complexe (u,) est dite convergente si elle admet une
limite [ (finie!), divergente sinon.
Proposition. Toute suite convergente est bornée.

La réciproque est fausse comme le montre le contre-exemple classique u,, = (—1)".

Exemple des suites géométriques.
Soit u une suite donnée par u,, = r™ avec r € C. On a alors la discussion suvante:
-si|r] <1, alors lim w,=0;
n——+oo
- si |r] > 1, alors la suite est non bornée donc divergente, en fait lm |u,| = 400 ;
n——+0oo
- si r =1, la suite est constante et lim wu, =1 ;

n——+oo

-sir)=1maisr # 1, i.e. r €U \ {1}, alors la suite est bornée mais divergente.

. Opérations sur les limites

Les opérations sont essentiellement les combinaisons linéaires, produits et quotients.
On a les résultats suivants: si (u,,) et (v, ) sont deux suites réelles ou complexes convergentes,
avec u, — | et v, = ', si a et 5 sont deux scalaires, alors

n l
Uy + v, = al+pl Up Uy — U Sil’;éO,u——>l7.
Un

Une suite complexe (z,) converge si et seulement si les suites réelles (x,) et (y,) sont
toutes deux convergentes, o 'on a posé x,, = Re(z,,) et y, = Im(z,). Dans ce cas, on a

lim z,= lim =z, + ¢ lim y,,
n—-+oo n—-+4oo n—-+4oo

autrement dit EE{I Re(zn):Re( lim zn) et lim Im(zn)zlm< lim zn)

n——+oo n—-+oo n—-+o0o



C.

Un résultat utile. Si (u,,) est bornée et lim v, =0, alors lim (u,v,)=0.
n—+oo n—+oo

Enfin, il est utile de connaitre le résultat suivant concernant 'image d’une suite par une
fonction continue:

Proposition. Si (u,) est une suite & valeurs dans un intervalle I de R, et si f : [ — C

est une application, si lim w, =11 avec [ € I, si enfin f est continue au point [, alors
n—-+oo

HI—P fluy) = f(1). La continuité de f au point | pouvant s’écrire liml flx) = f(l), on peut
n—-+0oo r—r
considérer ce résultat comme un cas particulier de composition de limites.

Limite infinie d’une suite réelle.
Dans le cas d’une suite réelle, on envisage aussi le cas d’une limite —oo ou +o00. Par exemple,

Définition. On dit qu’une suite réelle (u,) tend vers +oo lorsque 'on a
YVAeR INelN VnelN n>N=u,>A.
Cela signifie que, si on se fixe un réel A, on a u, > A a partir d’un certain rang.

On peut alors étendre partiellement les théoremes d’opérations sur les limites en intro-
duisant le formalisme de la droite numérique achevée IR (hors programme mais bien
pratique!), qui consiste & poser R = IR U {—00,+0co} et & étendre les opérations (addi-
tion et multiplication) de IR hormis quelques cas “indéterminés” comme (—o0) + (+00) ou
0 x (+00).

Une petite extension aussi de la propostion en haut de page (“caractérisation séquentielle
de la limite”):

Proposition. Si (u,) est une suite & valeurs dans un intervalle I de IR, et si f : I — IR est

une application, si lirf un =1 avec [ € R adhérent & I (i.e. appartenant a I ou extrémité
n—-+0oo

de I), si enfin f admet une limite a € IR au point ! (liml f(z) = a), alors lirf fup) = a.
Tr— n—-—+0o0

. Suites extraites

Définition. Soit (uy) une suite réelle ou complexe. On dit qu’une suite (v,) est extraite
de la suite (u,) s’il existe une application ¢ : IN — IN strictement croissante telle que
VnelN v, = Uy

On peut aussi écrire v, = uy,, o (N, )new est une suite d’entiers naturels strictement
croissante.

Par exemple les relations v, = ugy, Wy = Uzpt1, Tn = Un2, Yp = Ugn définissent des suites
extraites de la suite (uy,).

Théoréme. Si une suite (u,) admet une limite [ (finie ou infinie), alors toute
suite extraite de (u,) admet aussi pour limite .

Cela résulte essentiellement du fait que, si p : IN — IN est strictement croissante, alors

w(n) > n pour tout n, donc lirf p(n) = 400. On conclut par une composition de limites.
n—-+0oo

Ce théoreme est surtout utile pour montrer qu’une suite est divergente: en effet, si une suite

(ur,) admet deux suites extraites convergeant vers des limites différentes, alors la suite (u,,)



2

n*m
diverge. Ezemples: up, = (—1)™ ou ay, = ( )
iverge. Exemples: u (=)™ ou u cos m—rm

Proposition. Si les suites extraites (ug,) et (uz,+1) convergent toutes deux vers
une méme limite [, alors la suite (u,) converge vers .

ITI. Limites et inégalités (suites réelles)
a. Les théorémes
Le premier résultat utile concerne le passage a la limite des inégalités larges :

Théoréme. Soient (u,,) et (v,) deux suites réelles supposées convergentes. Si on a
Uy < v, a partir d’un certain rang, alors lim u, < lim v,.

n—-+4oo n——+oo

Il est évident que les inégalités strictes ne passent pas a la limite.

I1 faut toujours avoir & I’esprit que ce théoréeme ne peut étre appliqué que si 'on a préalablement
démontré 'existence de limites pour chacune des deux suites.

Les résultats qui suivent, essentiellement différents, sont des théorémes d’existence
d’une limite. Tout d’abord, le théoréme de convergence par encadrement, parfois
appelé “théoreme des gendarmes”:

Théoréeme. Soient (v,) et (w,) deux suites réelles convergeant vers la méme
limite [. Soit (u,) une suite réelle telle que v, < u, < w, a partir d’un certain

rang. Alors la suite (u,) est convergente, et nll}l}goo Up = 1.

1 .n
2™ cos(nx
Exemple. Déterminer lim I, avec I, :/ #dm
n——+oo 0 1 + T

. p P . . 2n + cos(nz
Ezxemple. Soit x un réel. Déterminer lim #
n—-+oo n + 1
Viennent enfin les théorémes de divergence par minoration ou majoration:

Théoréme. Soit (v,) une suite réelle divergeant vers +oo. Soit (u,) une suite

réelle telle que u, > v, a partir d’un certain rang. On a alors liIJIrl Uy = +00.
n——+0o0

De méme, une suite (u,) majorée APCR par une suite (v,) divergeant vers —oo
tend aussi vers —oo.

Ezemple élémentaire: lim (\/ﬁJr cos(n)) = +00.
n—-+oo

Mentionnons aussi ce résultat découlant immédiatement de la définition de la limite:
Proposition. Si une suite réelle (u,) admet une limite ! strictement positive,
alors u,, > 0 a partir d’un certain rang.

b. Propriétés de R

Théoréme et définition. Soit A une partie de IR, non vide et majorée. Alors I’ensemble
des majorants de A admet un plus petit élément (un “minimum”), que I’on appelle la borne
supérieure de la partie A, et que I'on notera sup(A).

La borne supérieure de A est le plus petit majorant de la partie A. On a donc une
caractérisation de la borne supérieure de A par



) : Vee A <M

M = A) — .
sup(4) {(2); Ve>0 JreAd z>M-—¢

L’assertion (1) traduit le fait que M est un majorant de la partie A. La proposition (2)
signifie que c’est le plus petit majorant (si un réel, ici noté M —e avec € > 0, est strictement
inférieur & M, ce n’est pas un majorant de A).

Si A est une partie de IR non vide et minorée, on définit de méme sa borne inférieure,
notée inf(A), qui est le plus grand des minorants de A.
Proposition. Soit A une partie de IR, non vide et majorée. Alors il existe une
suite d’éléments de A qui converge vers M = sup(A).
En des termes topologiques qui seront introduits ultérieurement, le réel M = sup(A4) est
adhérent a la partie A, i.e. sup(A) € A.
1
En effet, pour tout n € IN*, le réel M — — n’est pas un majorant de la partie A, donc il
n

. 1 o ,
eziste un élément de A, que l’on notera x,, tel que x,, > M — —. On a ainsi construit une
n

1
suite (x,,) d’éléments de A, et les inégalités M — — < x,, < M montrent, par encadrement,
n

que lim =z, =M. ———
n—-+oo

De méme, si A est une partie de IR non vide et non majorée, alors il existe une suite
d’éléments de A qui diverge vers +00. On note parfois sup(A4) = oo dans ce cas

Lorsque la borne supérieure M de A appartient a ’ensemble A, on dit que M est le plus
grand élément de la partie A, ou encore le maximum de A, et on note M = max(A).
Lorsque la borne inférieure m de A appartient a ’ensemble A, on dit que m est le plus
petit élément de la partie A, ou encore le minimum de A, et on note m = min(A).
Définition. Soit  un réel. Alors I’ensemble {n €Z |n< x} admet un plus grand
élément, appelé partie entiére du réel x, et noté |x].
La partie entiere de x est donc le plus grand entier relatif inférieur ou égal a x. C’est le seul
entier relatif n tel que n <z <n+ 1. On a donc, pour tout réel z, 'encadrement
lz] <z < |z]+1.

On peut définir a partir de la les approximations décimales d'un réel z. Si z € IR et
n € IN, on a les inégalités

107" 10"z <z < 107" [10" 2] +107";
Les termes extrémes de cette double inégalité sont les valeurs décimales approchées du

réel x a la précision 10™" respectivement par défaut et par exces.

Enfin, signalons qu’une partie I de IR est un intervalle si et seulement si, pour tous réels
a et bdans I avec a < b, on a [a,b] C I. On peut formaliser cela en disant que les intervalles
sont les parties convexes de IR, c’est-a-dire les parties I vérifiant:

Y(a,b) € I* Vte[0,1] (Q—tla+tbel.



c. Suites monotones bornées

De la propriété d’existence d’une borne supérieure pour toute partie non vide et majorée
de IR, on déduit le résultat important suivant :

Théoréme de la limite monotone. Soit (u,) une suite réelle, croissante et

majorée. Alors cette suite est convergente, et on a lim wu, = sup u,, i.e. la
n—+o0 neN

limite de la suite (u,) est la borne supérieure de I’ensemble U = {u, ; n € IN}
des valeurs prises par la suite.

De méme, toute suite décroissante minorée converge, et alors lim u, = in{\I Uy s
n—+oo ne

Finalement, une suite monotone et bornée est toujours convergente.

Pour étre complet sur les suites monotones, signalons aussi que toute suite croissante et non
majorée admet pour limite 400, alors que toute suite décroissante et non minorée admet
pour limite —oo.

Définition. Deux suites réelles (u,,) et (vy,) sont dites adjacentes lorsque l'on a
(1) : T'une est croissante ;

(2) : Tautre est décroissante ;

3): lim (v, —u,)=0.

n—-+00
On démontre alors la propriété suivante :

Théoréme des suites adjacentes. Si deux suites réelles (u,) et (v,) sont adja-
centes, alors elles sont toutes deux convergentes, et elles ont la méme limite.

En effet, si on suppose (uy,) croissante et (v,) décroissante, on a facilement, pour tout n,
les inégalités
u<up < <up, < v, << <,

d’ov Uon déduit que (uy,) est croissante majorée, (vy,) est décroissante minorée, elles sont
donc toutes deux convergentes. Enfin, elles ont la méme limite grdace a (3). ———
Ezemple. Si x est un réel, les suites (uyn) et (vy) définies par w, = 107" [10" x| et
Up = Up+107" | autrement dit les valeurs décimales approchées du réel x a la précision 107"
respectivement par défaut et par exces, sont deux suites adjacentes de limite commune .
Le réel x est donc limite d’une suite de mombres décimauzx, et a fortiori d’une suite de
rationnels.

Ezxemple des suites dichotomiques. Si on construit deuzx suites par l’algorithme suivant:

- initialisation: xo = a, Yo = b, avec a et b deux réels donnés tels que a < b ;

Tn+l = Tn
- pour tout n, suivant le résultat d’un test, on pose, soit Ty + Yn s
. 3 T + Un Yn+1 = 2
so0it s 2
Yn+1 = Yn

Alors les suites () et (yn) sont adjacentes, et leur limite commune appartient a [a, b].



n
Exercice 3. Pour n € IN*, posons H, = Z 7 Pourn > 2, on pose a, = H,_1 —Inn

k=1
et b, = H, —lnn. Montrer que les suites (a,) et (b,) sont adjacentes.

IV.

Analyse asymptotique

. Relations de comparaison

Voici un rappel des définitions: si (u,,) et (vy,) sont deux suites réelles ou complexes, la suite
(vn,) ne s’annulant pas a partir d’un certain rang, on dit que:

u
- (uy,) est dominée par (v,) si le rapport — est borné, on note alors wu,, = O(v,).
Un

. . . U .
- (un) est négligeable devant (v,) si le quotient — tend vers zéro. On note alors
Un
U, = o(v,). Cela signifie aussi que l'on peut écrire wu, = v, €,, ou (g,) est “un infini-

ment petit”, i.e. une suite de limite nulle.

. . N . . U
- (up) est équivalente & (v,) si le quotient v—n tend vers 1, on note alors wu,, ~ vy,.
n

Cette derniere relation est symétrique (si u,, ~ v, alors v,, ~ u,), elle est aussi réflexive

) )
et transitive, c’est une “relation d’équivalence” (HP) dans I’ensemble des suites ne s’annulant
pas a partir d’un certain rang.

Il est utile de noter que u,, ~ v, peut s’écrire aussi, de fagon équivalente, u,, = v, (1 + &,)

avec lir_irrl en = 0, ou encore u,, = v, + o(vy,), cette derniére écriture nous rapprochant de
n——+0oo

I’idée de développement asymptotique.

Les relations o et O sont transitives.

Liens logiques entre les relations de comparaison:
[un = 0(vn)] = [un = O(vy)]
[un ~ o, = [un =O(vy,) et v, = O(un)]
NB: On peut généraliser un peu ces notions en s’affranchissant de I’hypothese qu’une des
suites ne s’annule pas a partir d’'un certain rang, de la facon suivante:
- on dira que (u,) est dominée par (v,), i.e. u, = O(v,) lorsque
M eR, INelN VnelN n>N = |u,| <M |v,]|.

- on dira que (uy) est négligeable devant (v,), i.e. u, = o(v,) lorsque

VeeR, INeIN VnelN n>N=|u,| <elv,.
- on définit toujours ’équivalence (u,, ~ v,) par la condition: u,, — v, = o(vy).

Remarque. Soit I un complexe non nul. Une suite (u,) est alors équivalente & [ (suite

constante) si et seulement si  lim w, = .
n——+o0o

En revanche, une suite est équivalente a 0 si et seulement si elle est stationnaire (nulle &
partir d’un certain rang). On évitera donc d’écrire u,, ~ 0, pour éviter des confusions.



Reégles de manipulation. Les équivalents sont “compatibles” avec les produits, les
quotients, et 1’élévation a une puissance fixée. Plus précisément, si u,, ~ «a,, et v, ~ B,
alors

UpVp ~ Qpf, et — ~ — (si v, ne s’annule pas APCR). De plus, si u, ~ v, avec

up > 0 et v, >0, et si « est un réel fixé, alors uy, ~ vy,.

Attention!!! Les opérations du type combinaison linéaire (addition, soustraction) avec les
équivalents sont rigoureusement proscrites. Il est interdit aussi de composer avec une
fonction, i.e. u, ~ v, n’entraine pas en général f(u,) ~ f(v,).

. 2 2
Ezemple. On a n’® +n ~ n?, mais pas €™ T ~ ™ !l

1 2 2 2
Ezercice 4. On a 21n <l—|—7) ~ —, In <1+7) ~ — . Donner un équivalent de la différence
n n n n

1 2
Ty = 2 ln(l—l—f) —ln(1—|——> .
n n
n
Ezercice 5. En utilsant des sommes de Riemann, donner un équivalent de S, = Z Vk.
k=1

1
Ezercice 6. Donner un équivalent de u,, = In (COS 7).
n

Obtention d’un équivalent par encadrement: Dans le cadre des suites réelles, si
v < up < w, a partir d’un certain rang et si v, ~ w,, alors u, ~ v,.

Preuve. C’est une conséquence immédiate du théoreme d’encadrement dit “des gendarmes”.

Propriétés conservées par équivalence:

- si deux suites sont équivalentes et si I’une d’elles admet une limite (finie ou
infinie), alors I’autre admet la méme limite.

- si deux suites réelles (u,,) et (v,) sont équivalentes, alors u,, et v, sont de méme
signe a partir d’un certain rang.

n
Ezercice 7. Soit S,, = Z k!. Montrer que S,, ~ n!
k=0

. Croissances comparées

Sont a connaitre les résultats suivants concernant les suites usuelles: si § > 0, a > 0, v > 0,

on a alors, lorsque n — +00, les comparaisons (Inn)? = o(n®) et n® = o(e™™).

Cette derniére comparaison s’écrit aussi, par un changement de notation (poser r = e7):
sia>0etr>1ona n*=o(r")

(comparaison d’une “suite puissance” et d’une suite géométrique).

Ezercice 8. Soit r > 1. Montrer que " = o(n!) et nl = o(n™). Pour cela, on pourra
an+1

an

montrer que, si une suite (a,) de réels strictement positifs est telle que — 1 avec

0<lIl<1, alors a, — 0.



c. Notion de développement asymptotique

Un développement asymptotique d’une expression (ici le terme général d’une suite) est une
écriture de cette expression comme une somme de plusieurs termes, chacun étant négligeable
devant ceux qui le précedent. Cette écriture se termine éventuellement par un reste sous la
forme o(ay,), ol ay, est une expression simple.

Par exemple, du développement limité a l'ordre 3 de In(1 + x) au voisinage de 0, on peut
déduire le développement asymptotique

1 1 1 1 1
TR T I )
. +\/ﬁ vn 2n+3n\/ﬁ+0 ny/n
Ezercice 9. Donner un développement asymptotique d trois termes de u, = In(n? + 1).

1 n
FExercice 10. Déterminer lim (n sin > .
n

n—-+oo

Bien entendu, il est indispensable de connaitre les développements
limités des fonctions usuelles!

V. Ensembles dénombrables
a. Les entiers naturels
Nous admettrons tout d’abord deux propriétés de I’ensemble IN des entiers naturels:
Propriété 1. Toute partie de IN non vide admet un plus petit élément (ou
“minimum”).
Propriété 2. Toute partie de IN non vide et majorée admet un plus grand
élément (ou “maximum”).

Ezxzemple. Un endomorphisme u d’un K-espace vectoriel E est dit nilpotent s’il existe au
moins un entier naturel k tel que u¥ = 0. L’ensemble A = {k € IN | u* = 0} est alors une
partie de IN non vide, elle admet donc un plus petit élément p = min(A), que 'on nomme
indice de nilpotence de u. Un exercice classique d’algebre linéaire consiste a prouver que,
si dim(E) = n < 400, alors cet indice p vérifie p < n, autrement dit u"™ = 0.

On a par ailleurs, de facon évidente:

Proposition. Une partie de IN est majorée si et seulement si elle est finie.

b. Principe de récurrence.

Voici un premier énoncé:

Soit A une partie de IN telle que

- initialisation: 0 € A ;

- hérédité: vneIN ne A= n+1¢€ A.
Alors A =1N.



En effet, soit B=1IN\ A. Si on suppose B non vide, il admet un plus petit élément m par
la propriété 1. On ne peut avoir m = 0 grace d linitialisation. Donc m € IN*, et m admet
un prédécesseur m — 1 qui appartient & A =1IN\ B vu la définition de m comme plus petit
élément de B. La propriété d’hérédité donne alors m = (m—1)+1 € A, ce qui est absurde.
Finalement, B=0 et A=IN. ———

On applique souvent ce principe a l’ensemble des entiers naturels n pour lesquels une
propriété P(n) est vraie. On parle alors de démonstration par récurrence de I’assertion
P(n).

NB: Attention! P(n) doit étre une assertion dépendant d’une variable “libre” n décrivant
Pensemble IN. Par exemple, si u = (u,,) est une suite réelle, I’assertion A: “la suite (u,) est
croissante” ne contient pas n comme “variable libre” et ne peut donc étre notée A(n). En
revanche, 'assertion P(n): “u,q1 > u,” contient n comme variable libre, et est susceptible
d’étre prouvée par récurrence.

On admet aussi la possibilité de définir des objets par récurrence, cf. paragraphe L.b.
sur les modes de définition d’une suite.

Il existe plusieurs variantes, notamment:
Récurrence double

Soit A une partie de IN telle que

- initialisation: 0 € Aet 1€ A ;

- hérédité: YvneIN (n€Adetn+1€ A) = n+2¢€ A.
Alors A =1N.

Récurrence forte
Soit A une partie de IN telle que

- initialisation: 0 € A ;

- hérédité: VneIN [0O,n]C A= n+1€ A.
Alors A =1N.

Des suites peuvent aussi étre définies par une récurrence double, ou par une récurrence
forte.
. Ensembles dénombrables

Définition. Un ensemble F est dit dénombrable s’il existe une bijection de IN vers E.

Commentaires. Si ¢ : IN — F est une bijection, en notant z,, = ¢(n), on a donc

E={x,; neIN},

ainsi E' est ’ensemble des valeurs d’une suite injective, i.e. telle que m # n = x,,, # .
Une telle écriture est appelée une énumération de I'’ensemble E.

On s’intéressera aussi dans ce paragraphe aux ensembles finis ou dénombrables (dont la
définition tombe sous le sens), que 'on nomme aussi ensembles au plus dénombrables.



Un tel ensemble E peut alors étre décrit en extension sous la forme {z, ; n € IN}, ou
(Zn)new est une suite non nécessairement injective.

Exemples. Les ensembles IN et IN* sont dénombrables (évident). L’ensemble Z des
entiers relatifs est dénombrable.

En effet, on peut “énumérer” les entiers relatifs en prenant alternativement un entier positif,
puis un entier négatif, etc., donc en les prenant dans l'ordre suivant:

07 715 17 727 27 737 3a 747

Pour ceux qui aiment les constructions explicites, l’application ¢ : IN — Z définie par

n . .
— S1 n est pair

2

Vn € IN p(n) = nitl

si n est impair

est une bijection, la bijection réciproque étant ¢~ ' :Z — IN telle que
2k si k>0

ke s"_1(]“):{—%—1si/lc<0'

Exemple. L’ensemble IN x IN est dénombrable.

On peut en effet énumérer les couples d’entiers naturels par un “balayage diagonal”, de la
facon suivante:

(0,0), puis (1,0), (0,1), puis (2,0),(1,1),(0,2), puis (3,0),(2,1), (1,2), (0,3), etc.
Ici aussi, il est possible d’expliciter la bijection ¢ : IN — IN? ainsi construite, mais il est
plus facile d’expliciter la réciproque ¢~ qui est donnée par

Y(p,q) € IN? <p_1(p,q)=q+(p+q)(p2+q+1) .

En effet, le couple (p, q) est le (q+1)-iéme considéré dans sa diagonale (paralléle a la seconde
bissectrice), et il faut numéroter préalablement tous les couples (k,l) avec k +1 < p+ gq,

p+q
1
ilyena Zz = (p+ q)(p2+ i+ ), et enfin décaler d’une unité puisque la numérotation
i=1

commence a 0. Je ne démontrerai pas formellement que l’on a bien ainsi construit une
.. . 2
bijection de IN* vers IN.

Conséquence. Si F et I’ sont des ensembles dénombrables, il en est de méme de
leur produit cartésien FE x F'.

1l existe en effet une bijection u : IN — E et une bijection v : IN — F. Pour tout couple
(p,q) € INxIN, posons p(p,q) = (u(p), v(q)), on définit ainsi une application ¢ de IN? vers
E x F, et il est facile de vérifier qu’elle est bijective. Détaillons:

- soit (z,y) € E X F, alors comme u et v sont surjectives, il existe p € IN tel que u(p) = x,
et il existe ¢ € IN tel que v(q) = y, on en déduit que ©(p,q) = (x,y), d’ou le caractére
surjectif de l'application .



- soient (p,q) et (p',q') deux couples d’entiers naturels tels que o(p,q) = o(p',q"), on a
alors u(p) = u(p’) et v(q) = v(q¢'). Comme u et v sont injectives, il résulte que p = p' et
qg=4¢, soit (p,q) = (v',q'). On a donc prouvé le caractére injectif de .

Enfin, comme IN? est dénombrable, il existe une bijection ¢ : IN — IN?. L’application
composée p o) est alors une bijection de IN vers B x F', ce qui termine la démonstration.
De fagon plus générale, tout produit cartésien d’un nombre fini d’ensembles
dénombrables est encore dénombrable.

Exemple. L’ensemble {0, 1} des suites & valeurs dans {0, 1} n’est pas dénombrable.
Supposons en effet qu’il existe une énumération de cet eHSfTr)Lble.' {0, 1} (:){s(") ; n € IN}
n n

o, pour tout n entier naturel, s représente la suite (sk )keIN avec s, € {0,1} pour
(k)

tout k. Considérons alors la suite u = (uy) € {0,1}™ donnée par uy =1 — s, pour tout
k € IN. Cette suite u ne fait pas partie de l’énumération précédente puisque, si n est un
entier naturel, le terme d’indice n de la suite u ne coincide pas avec celui de la suite s("),

1
en effet u, =1 — s £ s puisque s # 3 On a donc obtenu une contradiction.
Proposition. Toute partie infinie de IN est dénombrable.
Soit A une partie infinie de ’ensemble IN. Soit v : IN — A définie par ¢(0) = min(A) et
VEEINT (k) = min (A\ {p(0), 0k~ 1)}) .

Nous allons montrer que ¢ est une bijection de IN vers A.

e D’abord ¢ est bien définie: comme A est une partie de IN non vide, elle admet un minimum

d’ou Vexistence de ¢(0). Puis, par récurrence forte, pour k € IN*, si ©(0), ---, p(k — 1)
ezistent, alors A\{(p(O)7 s o(k— 1)} est encore une partie de IN non vide, d’ou l’existence
de (k).

e Pour tout k € IN*, (k) & {¢(0),---,p(k—1)} par construction, d’ou Uinjectivité de .

e Posons By = A\{(p(O), e ,ga(kfl)} pour tout k € IN, alors By = A et, pour tout k € IN,
on a (k) = min(By). De Byy1 C By, on déduit immédiatement ’inégalité o(k+1) > (k)
et, de l'injectivité de p, on déduit que cette inégalité est stricte. L’application ¢ est donc
strictement croissante.

e On déduit par récurrence que Yk € N (k) > k.

e [l reste a montrer le caractéere surjectif de . Soit x € A, posons E = {k eIN | ¢(k) < x}
Alors E est une partie de IN, non vide car ¢(0) = min(A) <z donc 0 € E, et majorée car
E C [0,z] d’aprés le point précédent. Elle admet donc un mazimum M = max(E).
Comme M € E, on a (M) <z et, comme M +1¢ E, on a p(M+1) > x.

Si on avait o(M) < z, alors x € By41 = A\ {¢(0),--,¢(M)}, donc x > min(Bys41) =
(M + 1), ce qui est contradictoire. On a finalement x = @(M). On a prouvé que tout
élément de A admet un antécédent par .

Conséquence. Toute partie de IN, ou plus généralement toute partie d’un
ensemble dénombrable, est au plus dénombrable.



Conséquence. L’ensemble @) des nombres rationnels est dénombrable.
Déja cet ensemble est infini puisqu’il contient IN. De plus, tout nombre rationnel r admet

- , . . , . a . .
une unique écriture irréductible r = — avec a € Z et b € IN* premiers entre eux. Soit

Uensemble E = {(a,b) € ZxIN* | a Ab = 1}. Cet ensemble est une partie infinie de
I’ensemble dénombrable Z xIN*, il est donc lui aussi dénombrable. Comme [ : E — Q,

a
(a,b) — 3 est une bijection, on déduit que Q est dénombrable.

Conséquence. L’ensemble IR des nombres réels est infini non dénombrable.
Tout réel x de Uintervalle I = [0, 1] admet un unique développement décimal propre:
+oo
z=0,a1az = Z %, les ay, étant des entiers de lintervalle [0, 9], non tous égaux a 9
k=1
& partir d’un certain rang. Par une démonstration analogue a celle faite pour {0, 1}1N, on
déduit que l’ensemble [0, 1] est infini non dénombrable. Comme R contient [0, 1[, il est lui

aussi infini non dénombrable.

Conséquence. Un ensemble F est au plus dénombrable s’il est en bijection avec
une partie de IN, c’est-a-dire s’il peut étre décrit en extension sous la forme
E ={xz;; i € I} avec I une partie de IN, et les z; distincts.

Propriété. Toute union au plus dénombrable d’ensembles dénombrables est
dénombrable.

Idée de preuve, dans le cas d’une réunion disjointe. Considérons une union dénombrable

disjointe E = U FE; d’ensembles E; supposés tous dénombrables. Enumérons chaque FE;
i€IN

sous la forme E; = {xi") ;n€IN}. On a alors E = {xfn) ; (i,m) € ]NQ}. L’application

¢ : IN?  E définie par o(i,n) = chn) est alors une bijection de IN* vers E et, comme on

a prouvé que IN? est dénombrable, il en est de méme de E.

UN PROBLEME

Dans ce probléme, on considére un segment S = [a,b] de R, et on note f : [a,b] — IR une
b
fonction de classe C*. On posera I = / f :/ f(t)dt.
S a

On fixe un entier naturel n non nul et on subdivise le segment S en n parties égales. Les

points de subdivision sont alors les ay, (0 <k <mn), avec ap =a+k _ a.
b—
Pour k € [0,n—1], on pose aussi ¢ = a+(2k+1) 5 @ _ 9k +2ak+1 le milieu du segment
n

[ak, ar+1], parfois appelé point médian.

On introduit enfin les trois sommes suivantes, qui sont les valeurs approchées de 'intégrale I
respectivement par:

- la méthode des rectangles avec point initial,
- la méthode des rectangles avec point médian,

- la méthode des trapézes:



Rn(f)zb_aif(ak); R;L(f)zb_aif(ck); Tn(f):b—aif(ak)+2f(ak+1) .

n n n
k=0 k=0 k=0

1. Montrer I'existence de M; = "(t)| et de My = "(t)].
ontrer 'existence de M; I{lEaSX’f()‘e e M, I;{leaég(‘f()‘

2. Etude de la méthode des rectangles avec point initial

a. Soit k € [0,n — 1], soit ¢ € [ak, ar11]. Prouver la majoration |f(t) — f(ak)’ < My (t — ag).

[ - s

k

b. En déduire une majoration de

c. En déduire la majoration
(b—a)?
2n

3. Etude de la méthode des rectangles avec point médian

|1 = R,(f)] < M

a. Dans cette question préliminaire, on note ¢ un réel, o un réel strictement positif, et

g:lc—a,c+ a] — IR une fonction de classe C2. On pose M = [max | lg" (1))
telc—a,ct+a
ct+x
Pour tout réel x € [0, «], on pose p(z) = / g(t) dt — 2z g(c).

i. Montrer que la fonction ¢ est de classe C? sur [0, ], et donner les expressions de ¢’ ()
et ¢ (x) pour x € [0,q].
ii. Prouver la majoration
Va € [0, ] l¢"(z)| <2M = .
iii. En déduire que |¢'(z)| < M 2®, puis que [p(z)| < M%3 pour z € [0, a.
b. En utilisant le a., prouver la majoration

b—a)3
—_ R < (7
|I Rn(f)| < M, Y
4. Etude de la méthode des trapézes

a. Soit ¢ un réel, soit o un réel strictement positif, soit g : [¢,c + @] = IR de classe C?, soit
enfin M = max |g”(t)|.

t€lc,c+al
ct+x
Pour tout réel z € [0, o, on pose ¥(z) = / g(t)dt —x w En suivant une
(&
3
démarche analogue a celle de la question 3.a., prouver la majoration ’1/}($)| <M 316—2 pour

z € [0,al.
. N (b—a)®
b. En déduire la majoration |I —T,(f)| < My ~————
12 n?
5. Comparaison des méthodes

Comparer les performances des différentes méthodes d’intégration numérique étudiées
ci-dessus.



