CORRIGES des EXERCICES d’ALGEBRE LINEAIRE PSI2 2023-2024

Structure d’espace vectoriel. Familles libres.

1. Soit (eq, - -, ep) une famille libre de vecteurs dans un espace vectoriel E, soit a un vecteur de
E n’appartenant pas a Vect(eq, - - -, ep,). Montrer que la famille (e; +a, - - -, e, +a) est libre.
Supposons  Ai(er + a) + --- + Ap(ep +a) = O avec Aq, ---, A, scalaires. On a alors
)M+ FAp)a=—(er + -+ Apep).

P
1
Si A #0, on déduit a = ————— (A A € Vect(er, -, ep), ;
1; i # 0, on déduit a )\1+---+)\p(161+ + Apep) € Vect(e ep), ce qui
est exclu.

P P

On a donc Z A; = 0, puis Z Aie; = 0 d’apres (), ce qui entraine que tous les A; sont nuls
i=1 i=1

puisque la famille (eq,- -, ep) est libre. On a ainsi prouvé que la famille (e; +a,---, e, + a)

est libre aussi.

2. Soient ay, ---, a, des réels distincts, soit pour tout ¢ € [1,n] la fonction f; : © — |z — a;l.

Montrer que la famille (fy,- -, f,) est libre dans 'espace vectoriel R = F(IR, R).

Notons d’abord que chaque fonction f; est dérivable en tout point de IR, sauf au point a;.

n
Soient A1, - -+, A, des réels, supposons Z)\ifi = 0. S’il existait un indice j € [1,n] pour
i=1

n
lequel A; est non nul, alors la fonction Z A:ifi (qui est par hypotheése la fonction nulle)
i=1
ne serait pas dérivable au point a;, ce qui constitue une absurdité. Les coeflicients \; sont
donc tous nuls, ce qui prouve la liberté de la famille.

3*. Soit (e1, - - -, ep) une famille libre de vecteurs d’un espace vectoriel E, soit F' = Vect(eq, -+, ep),

a.

b.

a.

soit G un supplémentaire de F dans E. Pour tout vecteur a de G, on pose
F, =Vect(e1 +a, -, e, +a).
Montrer que G est un supplémentaire de F}, dans F.

Montrer que F, = F} si et seulement si a = b.

Soit x € E. Comme E = F + G, il existe un vecteur z de G et des scalaires Ay, ---, A, tels
que T = Areq + -+ Apep + 2. On peut alors écrire

T = ()\1(61+a)+~-~+)\p(ep+a)) + (z—()\1+~--+)\p)a) ,
ce qui montre que x € F, + G. Ainsi, £ = F, + G.
P
Soit x € F, N G, alors = peut se mettre sous la forme x = Z Ai(e; +a) et € G. Posons
i=1
P P
y = Z)‘iei’ alorsy e F,etye Geary =z — (Z)\i>a. Donc y = Og puisque F et G
i=1 i=1
sont en somme directe. La famille (eq,- - -, e,) étant libre, on en déduit que les A; sont tous
nuls, puis que = 0g. Ainsi, F, N G = {0g}.
En conclusion, £ = F, ® G.

b. Supposons F, = F},. Alors le vecteur e; +a, qui appartient clairement a F,, appartient aussi



p

a Fp, donc il existe des scalaires Aq, - -+, A, tels que e; +a = Z Ai(e; + b). Cette relation
i=1

entraine

Zp:)\iei—elz (zp:Ai)b—aeF ae
i=1 i=1

(le premier membre est dans F, le second est dans G, et les deux sont égaux). Donc ce
vecteur est nul, i.e.

()\1—1)61+)\2€2+~"+/\p€p:0E.

La famille (eq1,---,ep,) étant libre, on en déduit que Ay = 1 et Ay = --- = A, = 0, donc
e1+a=e;+b,puisa=>o.

La réciproque est triviale!

Espaces vectoriels de dimension finie.

4. Soient F', GG, H trois sous-espaces d’un espace vectoriel F de dimension n.
a. On suppose que dim(F) 4+ dim(G) > n. Montrer que F N G # {0}.
b. On suppose que dim(F) + dim(G) + dim(H) > 2n. Montrer que FF N G N H # {0}.
a. La formule de Grassmann donne
dim(F N G) =dim(F) 4+ dim(G) — dim(F + G) > n — dim(F + G) .
Or, F 4+ G est un sous-espace vectoriel de E, donc dim(F + G) < n, on obtient donc
dim(F N G) >0, soit F N G # {0g}.

b. On applique deux fois la formule de Grassmann:

dim(F N G N H) dim ((F n G) N H)
dim(F N G) +dim(H) — dim ((F N G) + H)
= dim(F) + dim(G) + dim(H) — dim(F + G) — dim ((F N G) + H)

> 2n — (dim(F+G)+dim((F N G)+H)).

Or, F+G et (F N G)+ H étant deux sous-espaces vectoriels de E, la somme de leurs
dimensions ne peut excéder 2n, on déduit donc dim(F N G N H) > 0.

Applications linéaires.

5. Soient p et ¢ deux projecteurs d’un espace vectoriel £. On suppose que p et ¢ commutent
(poqg =g¢q Op). Montrer que f = pog et g = p+ g — po g sont des projecteurs de F,
déterminer leur image et leur noyau en fonction des images et noyaux de p et ¢q. On pourra
éventuellement noter que idg — g = (idg — p) o (idg — q).



o Il est immédiat que fo f = f, donc f est un projecteur. De f = pog, on tire Ker ¢ C Ker f.
Comme on a aussi f = gop, alors Kerp C Ker f. Le sous-espace vectoriel Ker f contient
les deux sous-espaces Ker p et Ker ¢, donc il contient leur somme : Kerp + Kerq C Ker f.
Inversement, si z € Ker f, on écrit « = q(as)Jr(:z:fq(x)), avec g(x) € Kerpet x—q(x) € Kerg
(vérifications immédiates, laissées au lecteur). Donc Ker f = Kerp + Kerg.

De méme, de f = pogq, on tire Imf C Imp, et de f = qop, on tire Imf C Img.
Donc Im f € Imp N Imgq. Inversement, si « € Imp N Img, alors z = p(z) = q(z)
(tout vecteur appartenant & limage d’un projecteur est invariant par ce projecteur), donc
z =p(q(z)) = f(x) € Im f. Finalement, Im f =Imp N Img.

e Notons p’ = idg —p et ¢’ = idg —q : ce sont les projecteurs respectivement “associés” aux
projecteurs p et ¢ (cf. cours), autrement dit ce sont des projecteurs tels que Imp’ = Ker p,
Kerp' = Imp, et de méme Imq¢ = Kerq et Kerq’ = Imgq. De plus, p’ et ¢ commutent
(évident). Donc, en appliquant ce qui précede, g = p’oq’ = ¢’ op’ est un projecteur tel que

Kerg' = Kerp’ + Ker¢' = Imp + Imgq et Img' =Imp N Imq¢ =Kerp N Kergq.

Comme g = idg — ¢/, donc g est le projecteur associé & ¢’, c’est donc le projecteur tel que

Kerg =Img = Kerp N Kergq et Img=Kerg =Imp+1Imgqg.

6. Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel E vérifiant la relation u? — 3u 4 2idg = 0.
Démontrer la relation

E =Ker(u —idg) @ Ker(u — 2idg) .

Premiére méthode : par analyse-synthése
e Analyse : Soit © € F, supposons (*) : x = y + z avec y € Ker(u — idg) et
z € Ker(u—2idg) ; on a alors u(y) = y et u(z) = 2z, donc (**) : u(z) = u(y)+u(z) = y+2=.
Des relations (*) et (*¥*), on tire que y = 2z —u(z) et z = u(x) — 2. Ce sont des conditions
nécessaires portant sur y et z : si une décomposition du vecteur x existe, ce ne peut étre
que celle-ci, on a donc prouvé 'unicité.

e Syntheése : c’est une vérification consistant & prouver que les vecteurs x et y obtenus ci-
dessus répondent bien a toutes les conditions imposées. Soit donc z € FE, posons
y =2x — u(x) et z = u(z) — x. On vérifie immédiatement que y + z = x. Par ailleurs,

(u—idg)(y) = —(u—idp) (u(z) —2z) = —((u—idg)o(u—2idE))(z) = —(u* —3u+2idg)(z) = 0
d’aprés I'hypotheése de I’énoncé, donc y € Ker(u — idg). De méme,
(u—2idg)(2) = (u—2idg)(u(z) — 2) = ((u—2idg) o (u —idg))(z) = (u* — 3u+2idg)(z) = 0

donc z € Ker(u — 2idg). Cette “synthése” montre que les conditions données sur y et z
sont suffisantes et prouve l'existence de la décomposition.

Moralité : E = Ker(u — idg) & Ker(u — 2idg).



Deuzieme méthode : en utilisant le cours sur les projecteurs
Posons p = u — idg, alors

p? = (u—idg)? =u® — 2u+idp = 3u — 2idg —2u+idg =u —idg =p :
I’endomorphisme p est donc un projecteur de l'espace E ; son projecteur associé est
q=1idg —p = idg —(u — idg) = 2idg —u. Rappelons que deuz projecteurs p et q sont dits
associés s’ils vérifient la relation p+ q = idg, et que cette relation équivaut aux conditions
{Kerqg = Imp ; Img = Kerp}. On sait enfin que l'image et le noyau d’un projecteur

sont supplémentaires (géométriquement, l'image est le sous-espace sur lequel on projette, le
noyau est la direction de projection), on a donc

E=Kerp®Imp =Kerp® Kerq = Kerp ® Ker(—q) = Ker(u — idg) ® Ker(u — 2idg) .

7. Soient a et b deux réels distincts, soient f, p, g trois endomorphismes d’un IR-espace vectoriel

oo

=2

C.

FE vérifiant les relations
p+ g¢q=idg

a p+b qg=f
a®> p +b* ¢ = f?
. Vérifier la relation (f —a idg) o (f — b idg) = 0.
. Montrer que p et g sont des projecteurs associés.

. Montrer que f™ =a™ p+ 0™ ¢ pour tout entier naturel m.

. On développe, dans L(F) :
(f—aidg)o(f—bidg) = f*—(a+b)f+abidg
= (®p+b°q)—(a+b)ap+bg)+ablp+q)
= [a®—(a+ba+ab]p+ [b°— (a+b)b+ab] g
= 0.

. On a déja la relation p + ¢ = idg, il ne reste plus qu’a montrer que p et ¢ sont des
projecteurs. En fait, il suffit de montrer que p est un projecteur car alors ¢* = (idg —p)* =
idg —2p + p? = idp —p = ¢, donc ¢ sera aussi un projecteur.

Mais on peut remarquer que f —a idg = (ap + bq) — a(p + q) = (b — a) q, et de méme
f—bidg = (a — b) p. La relation obtenue en a. se réécrit alors —(a — b)? g o p = 0, soit
qop =0 puisque a # b. On a donc (idg —p) o p = 0, soit p — p? = 0 : Pendomorphisme p
est bien un projecteur, et ¢ = idg —p est le projecteur associé (autrement dit Kerg = Imp
et Img = Kerp).

La relation est vraie pour m = 0, m = 1 et m = 2. Si on la suppose vraie pour un m donné,
alors

frtt=fofm=(ap+bg)o(@mp+bTq)=a" T p "y

si 'on développe en tenant compte des relations pop =p, gog=¢q,qop=poq=0. La
preuve est donc achevée par récurrence.



8. Soient u un endomorphisme d’'un IK-espace vectoriel F, et F' un sous-espace vectoriel de F.

a. Exprimer v~ (u(F)) en fonction de F' et de Ker u.

b. Exprimer u(u""(F)) en fonction de F et de Imu.

a. Soit z € E, on a alors

zeu (u(F)) < u(x)€ulF)
<= JyeF ulx)=u(y)
<— dyeF zxz—-—yeKeru
<~ zec€F+Keru.

Ainsi, u™" (u(F)) = F + Keru.
b. Soit y € E, on a alors

yeu(u'(F) < Jreu ' (F) y=u(z) < Jx€E y=u(z) et u(z)eF.

Donc u(u™'(F)) =F N Imu.

9. Soient f, g, h des endomorphismes d’un espace vectoriel E tels que

fog=h, goh=f e hof=g.
a. Montrer que f, g, h ont méme noyau et méme image.
b. Montrer que f% = ¢°> = h?, puis que f° = f.
c. En déduire que E = Im(f) @ Ker(f).

a. Larelation fog = h entraine classiquement Im(h) C Im(f) et Ker(g) C Ker(h). En “faisant
tourner”, on obtient les inclusions Im(h) C Im(f) C Im(g) C Im(h), d’on légalité des
images, et Ker(g) C Ker(h) C Ker(f) C Ker(g), d’ou I’égalité des noyaux.

b. On omettra le symbole o de composition des applications. On a d’abord

2= (gh)f =g(hf)=g* = (hf)g=h(fg) =h".

Ensuite,

f=gh=9(fg) = g(gh)(hf) = g*h*f = .
c. Procédons par analyse-synthese:
e Analyse: soit x € E, supposons x = y+z avec y € Im(f) et z € Ker(f), alorsil existe t € E
tel que y = f(t), ainsi « = f(t) + 2. En appliquant f*, on obtient f*(z) = f>(¢t) = f(t) = v.
Ainsi, y = f*(z) et z =z — f*(x), ce qui prouve I'unicité de la décomposition.
e Synthese: soit 2 € E, posons y = f4(z) et z = x — f*(z). Alors y + z = x, et on a bien
y € Im(f) et z € Ker(f) car f = f°, ceci prouve I'existence d’une décomposition.




Applications linéaires en dimension finie.

10. Soit n un entier au moins égal & 2, soit ® 'endomorphisme de IK,[X] défini par

®:P—Q tlque QX)=PX+1)+P(X—-1)—2P(X).

Déterminer le degré du polynéome Qj = ®(X*) pour k € [0,n]. En déduire I'image de ®.
Déterminer le noyau de ®.

On s’assure d’abord que ® est bien un endomorphisme de l’espace vectoriel K, [X] : la
linéarité est immédiate, et si Q = ®(P), on a manifestement deg(Q) < deg(P), donc @ va
de IK,,[X] dans lui-méme.

Mais il y a mieux : calculons les images par ® des polyndmes de la base canonique de IK,[X].
Déja Qo = ®(1) = 0 et @1 = ®(X) = 0, d’out 'inclusion IR;[X] = Vect(1,X) C Ker ®.
Pour k > 2, on montre (calcul laissé o Uestimable lecteur) que le polynéme Qp = ®(X¥)
est de degré k — 2 exactement, les termes de degrés k et k — 1 s’annihilant mais pas ceux
de degré k — 2, puisque le coefficient de X*~2 dans Q, est k(k — 1).

Or, Im® est le sous-espace vectoriel de IK,[X] engendré par les vecteurs ®(X k) pour
0 < k < n, ou encore pour 2 < k < n, puisque les deux premiers sont nuls. La famille
(Q2,- -, Q) est constituée de polyndmes non nuls de degrés tous distincts (famille échelonnée
en degrés), elle est donc libre ; et comme elle est constituée de n— 1 polynémes de IK,,_5[X]
qui est de dimension n — 1, ¢’est une base de K,,_5[X]. Donc Im(®) = K,,_»[X].

Donc rg(®) = dim(Im ®) = n—1, puis dim(Ker ®) = (n+1)—(n—1) =2 par le théoréme
du rang. Comme Ker ® contient IR1[X] qui est de dimension 2, alors Ker ® = IR;[X].

11. Noyaux itérés d’un endomorphisme. Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie,

a0 oo

soit u un endomorphisme de E. Pour tout entier naturel k, on note nj; = dim(Ker u").

. Montrer que la suite (ny) est croissante.
. On pose p = min{k € IN | ng41 = ny}. Justifier I'existence d’un tel entier p.
. Montrer que ny = n, pour tout entier £ supérieur a p.

. Montrer que F = Keru? @ ImuP.

. Pour tout entier k, notons N = Ker(u*), ce sont les noyaux itérés de ’'endomorphisme .

On a Ny = Ker(idg) = {Og} donc ng = 0, et la suite de sous-espaces (Nj) est croissante
pour linclusion, c’est-a-dire N, C Niy1 (évident), d’ou il résulte que ny < ngq1 : la suite
d’entiers naturels (ny) est donc croissante.

. Il existe au moins un entier k tel que ny = ng41 : en effet, si ce n’était pas le cas, on aurait

Ng+1 > N pour tout k et, comme les ny sont des entiers, cela entrainerait ng41 > np + 1
pour tout k puis, par une récurrence immédiate, np > k pour tout k, on aurait donc

i lim ny; = +00, ce qui est absurde puisqu’on doit avoir ny < dim E pour tout k.
—+0oo

L’ensemble {k € IN | ni41 = ni} est une partie de IN non vide, elle admet donc un plus
petit élément (un minimum) p.

. On a en particulier n,.1 = n,, donc N,o1 = N, (on connait l'inclusion N, C N,,1 et on
b p+ D> p+ p p p+

a légalité des dimensions). On va prouver que N, = Npi1 = Npyo = -- -, autrement dit la



suite des noyaux itérés de u est stationnaire a partir du rang p, il suffit pour cela de prouver
que Npir4+1 = Npy pour tout entier naturel k. On a déja l'inclusion N4 C Npjp1. Soit
maintenant z € Npj11, alors w?TF+1(z) = 0p, soit w? T (u¥(2)) = 05, donc v*(z) € Npy1,
donc u*(x) € N, (cf. plus haut), donc uP**(z) = 0g et © € N4y, ce qui prouve l'inclusion
inverse. La suite d’entiers (ny) est donc aussi stationnaire & partir du rang p.

. Soit z € Keru? N ImuwuP, alors uP(x) = Op et il existe y € E tel que © = u”(y). On

a alors Op = uf(z) = u®(y), soit y € Nop. Mais Na, = N,, donc y € N, c’est-a-dire
x =uP(y) = 0g. On a ainsi prouvé que Keru? N Imu? = {0g}, ces deux sous-espaces sont
donc “en somme directe”. Il en résulte que

dim(Ker v? + Imv”) = dim(Ker v?) + dim(Im u?) = dim E',

la deuxieme égalité découlant du théoreme du rang. Donc Ker u? + ImuP = F : ces deux
sous-espaces sont supplémentaires, ce qui s’écrit Keru? @& Imu? = E.

12. Soit F un K-espace vectoriel de dimension n > 2, soit ©v € L(F) un endomorphisme

a.

b.

nilpotent (il existe un entier naturel k tel que u* = 0).
Soit « un vecteur de E. Soit ¢ le plus petit entier naturel tel que u?(x) = 0g (justifier son
ezistence). Montrer que la famille (z,u(z), -, u? '(z)) est libre. En déduire que u" = 0.

On suppose de plus "~ # 0 (justifier existence de tels endomorphismes). Montrer que
Pendomorphisme u n’admet pas de racine carrée (c’est-a-dire il n’existe pas d’endomor-
phisme f de E tel que f% = u).

. Le vecteur x € E étant fixé, Pensemble {k € IN | u*(x) = Og} est une partie de IN,

non vide puisque ’endomorphisme u est nilpotent. On peut donc définir un entier naturel
¢ = min{k € IN | «*(2) = 0g}. Cet entier ¢ ou g(x) dépend du choix du vecteur z.
Remarquons que, si x # 0, alors ¢ > 1 et uq_l(x) % 0g. Si x = O0g, alors ¢ = 0 et

la famille (x,u(x), e ,uq_l(x)) est vide! Soient maintenant g, A1, - -+, Ay—1 des scalaires
-1
tels que qZ)\kuk(x) = 0p ; en appliquant 9!, on obtient \gu? '(z) = Op (puisque
uk(z) = (i;opour tout k > ¢), donc A9 = 0 puisque u9"'(z) n’est pas le vecteur nul.
-1
Comme Mg est nul, il reste la relation qz Apu® (x) = 0g ; en appliquant maintenant ui2,
k=1

on déduit de la méme fagon A\; = 0. De proche en proche (les courageux rédigeront une
récurrence, moi je vais aller chercher des champignons dans la forét), on montre que les
A (0 <k < g—1) sont tous nuls, la famille considérée est donc libre. Comme dim F = n,
cette famille comporte au plus n éléments, soit ¢(z) < n pour tout vecteur z de E. On a
donc u"(z) = 0 pour tout z, donc u" est 'endomorphisme nul.

. Dans un IK-espace vectoriel ¥ de dimension n, il existe des endomorphismes nilpotents

d’indice n — 1 (c’est-a-dire tels que v~ # 0 et u™ = 0). Pour en construire un, con-
sidérons une base B = (e1, -, e,) de E, soit u 'endomorphisme tel que u(e;) = O, et
u(ex) = ex—1 si 2 < k < n ; on vérifie que u"(e;) = O pour tout k € [1,n] donc u™ = 0,
mais u" " !(e,) = e; donc u™" ! # 0. Cet endomorphisme est représenté dans la base B par



0o . (0)
la matrice N = = Z E;iq1.
(0) o1
0
Supposons qu’il existe un endomorphisme f tel que f2 = u. Alors u™ = f?" = 0, donc

f est nilpotent. De la question a., on déduit alors que f” = 0. Mais comme 2n — 2 > n
(@ condition bien sir de supposer que n = dim E' > 2), on a aussi 272 = 0, cest-a-dire
u"! = 0, ce qui est contradictoire. L’endomorphisme « n’admet donc pas de “racine carré”.

13. Soit f un endomorphisme d’un IK-espace vectoriel E. On considere les quatre assertions

a.
b.

C.

C.

suivantes:

(1) : Ker<f2> Ker(f)

(2) : Tm(/2) = ()

(3) : Ker(f) N Im(f) = {0}

(4) : Ker(f) +Im(f) = E.

Montrer que (1) < (3) et (2) < (4).

Montrer que les quatre assertions sont équivalentes si F est de dimension finie.

Donner un contre-exemple en dimension infinie.

. (1) = (3): Supposons Ker(f?) = Ker(f), soit z € Ker(f) N Im(f), alors f(z) = 0g

et il existe t € E tel que = f(t). Alors f%(t) = f(z) = Op, ie. t € Ker(f?). D’apres
Ihypothese, t € Ker(f), soit x = f(¢t) = 0g. Donc Ker(f) N Im(f) ={0g}.

(3) = (1): Supposons Ker(f) N Im(f) = {0g}. L’inclusion Ker(f) C Ker(f?) est triviale.
Par ailleurs, si € Ker(f?), alors f(z) € Im(f) N Ker(f) donc f(x) = 0p d’apres
Ihypothese, et « € Ker(f).

(2) = (4): Supposons Im(f?) = Im(f). Soit z € E, alors f(z) € Im(f), donc
f(z) € Im(f?) et il existe t € E tel que f(z) = f3(t), ie. f(z — f(t)) = Op, donc
z — f(t) € Ker(f). On a donc = = (z — f(t)) + f(t) € Ker(f) + Im(f). On a ainsi prouvé
que Ker(f) + Im(f) = E.

(4) = (2): Supposons Ker(f) + Im(f) = E. L’inclusion Im(f?) C Im(f) est triviale. Soit
alors z € Im(f), il existe y € F tel que z = f(y), et 'hypothese faite permet de décomposer
y = y1 + y2 avec y; € Ker(f) et y2 € Im(f), donc yo = f(z) avec z € E. On a alors
= f(y1) + flyo) = fly2) = f2(2) € Im(f?), ce qui prouve I'inclusion Im(f) C Tm(f?).

. Supposons dim(E) = n. Sion a (1), alors dim (Im(f?)) = dim (Im(f)) = n—dim (Ker(f))

par le théoreme du rang. Comme on a l'inclusion triviale Im(f?) C Im(f), on déduit 1’égalité,
ainsi (1) = (2). On montre de méme que (2) = (1). Les quatre assertions sont donc
équivalentes.

Soit £ = K[X] et f =D : P+~ P (opérateur de dérivation). Alors D est surjectif (tout



d
polynéme P = ZakX k¥ admet pour antécédent par D le polynome Z k X k41 entre
k=0

autres), donc D? lest aussi et Im(D) =
Ker(D?) = K;[X], donc Ker(D?) # Ker(D
(4), mais pas (1) et (3).

Toujours avec E = IK[X], I'endomorphisme f : P — X P satisfait (1) et (3), mais pas (2)
et (4). L’estimable lecteur écrira les détails.

Im(D?) = E. Mais on a Ker( ) = Ko[X] et
). Cet endomorphisme D de E satisfait (2) et

14. Soient u et v deux endomorphismes d’un espace vectoriel E de dimension n. On suppose que

u+v=1idg et rg(u) + rg(v) < n. Montrer que u et v sont des projecteurs.

Le théoreme du rang donne (n — dimKeru) + (n — dimKerv) < n, soit encore
dim(Ker u) + dim(Kerv) > n. Or, les sous-espaces Keru et Kerv sont en somme directe:
si z € Keru N Kerv, alors = idg(z) = u(x) + v(z) = 0, donc dim(Ker u + Kerv) > n,
et finalement dim(Ker u 4+ Kerv) = n, et E = Keru @ Kerv = Ker(u) @ Ker(idg —u).

Si un vecteur x de E se décompose en x = y + z avec y € Ker(u) et z € Ker(idg —u),
alors u(x) = u(y) + u(z) = z, puis v*(x) = u(z) = z = u(x), on a donc u? = u et u est
un projecteur. Comme wu et v jouent le méme role, v est aussi un projecteur. Ce sont deux
projecteurs “associés”.

15. Soient f et g deux endomorphismes d’un espace vectoriel E, vérifiant f o g = idg.

a. Montrer que Ker(g o f) = Ker(f) et Im(g o f) = Im(g).
b.
c
d

Montrer que E = Ker(f) @ Im(g).

. Dans quel cas peut-on conclure que g = f~% ?

. Que dire de I’endomorphisme go f 7

. L’inclusion Ker(f) C Ker(go f) est banale. De f = (fog)o f = fo(go f), on déduit autre

inclusion.
De méme, linclusion Im(g o f) C Im(g) est triviale, l'inclusion réciproque résulte de
g=go(fog)=(gof)ey.

. Procédons par analyse-synthese.

Analyse: soit © € E, supposons & = y+ z avec y € Ker(f) et z € Im(g), il existe donc t € E
tel que z = g(t). Ensuite, f(z) = f(2) = (fog)(t) =t, donc z = g(t) = (g o f)(x) et, par
différence, y = x — (g o f)(x). Cela prouve l'unicité de la décomposition.

Synthese: Soit « € E, posons y =z — (go f)(z) et z = (go f)(x), alors y + z = x, et on
a bien f(y) = f(z) — (f o g)(f(z)) = 0g donc y € Ker(f) et z = g(f(z)) € Im(g), ce qui
prouve l'existence de la décomposition.

Variante. On a (go f)o(go f) =go(fog)o f =gof, ainsi go f est un projecteur, il
résulte alors du cours que F = Ker(go f) @ Im(g o f), ce qui permet de conclure avec la
question a.



c. Pour affirmer que g = ™1, il faudrait avoir aussi g o f = idg, c’est le cas notamment si E
est de dimension finie. En effet, dans ce cas, f étant injective (conséquence immédiate de
fog=1idg), elle est alors bijective d’ol I'existence de la réciproque f~'; ensuite,

g=(f"toflog=flo(fog) =ftoidg=f".

d. ’endomorphisme g o f est un projecteur, cf. question b.

16. Soient f et g deux endomorphismes d’'un espace vectoriel E de dimension finie.
a. Montrer que rg(g o f) < min { rg(f)Jg(g)}.

b. Montrer que rg(go f) > rg(f)+rg(g) —dim(E). Considérer l’application linéaire u = g -

c. Soient f1, -+, fm des endomorphismes de E. Montrer que

dim (Ker(fi o0 fm)) < Zdim(Kerfk) .

k=1

a. On a Im(g o f) C Im(g), d’oli, en passant aux dimensions, rg(g o f) C rg(g). Par ailleurs,
Im(go f) = g( Im( f)) et, comme une application linéaire diminue toujours les dimensions,

rg(go f) <rg(f). On a bien obtenu rg(g o f) < min { rg(f),rg(g)}.

b. On applique le théoreme du rang a ’application linéaire u = g‘ 0 :Im f — E, cela donne
Im

dim(Im f) = dim(Im u) + dim(Ker u) .
mais Imu = g(Im f) =Im(go f) et Keru=Kerg N Im f C Kerg, donc
1g(f) = 1g(g0 /) + dim(Kerg N T f) < rg(g o f) + dim(Kerg) |

ou encore rg(go f) > rg(f) — dim(Ker g). En appliquant maintenant le théoréme du rang
a l'application linéaire g, on a dim(Kerg) = dim F —rg(g) et, en substituant, il vient

rg(go f) > rg(f) +rg(g) — dim(E) .

c. Par récurrence sur m: la propriété est triviale pour m = 1 et, si elle est vraie pour un
m € IN* donné, soient m + 1 endomorphismes fi, -+, fim, fm+1, Posons g = f1o0---0 fi,
m

on a par hypothese dim (Ker(g)) < Z dim (Ker fk), ce qui s’écrit aussi, grace au théoreme
du rang m =

rg(g) > Y rg(f) — (m —1) dim(E) .

k=1

En appliquant le b., on déduit
1
r1g(fio---0 fmo fmi1) =18(90 frns1) = r8(9) +18(fmt1) —dim(E) > ) rg(fi) —m dim(E),
1

3
T

=
Il



m+1
ce qui, de nouveau par le théoreéme du rang, donne dim (Ker(flo~ . ~Ofm+1)) < Z dim ( Ker fk),
k=1

ce qu’il fallait démontrer.

17. Soient f et g deux endomorphismes d'un K-espace vectoriel E de dimension finie n. On
suppose que fog =0 et que f+ g est un automorphisme de I’espace vectoriel E. Montrer
que

L’endomorphisme f + g est en particulier surjectif, donc Im(f + ¢g) = E, donc
Im f +Img = E: en effet, on a toujours l'inclusion Im(f + ¢g) C Im f + Img.

Il reste donc & montrer que la somme est directe, c’est-a-dire Im f N Img = {0}. Or

dim(Imf N Img) = dim(Im f)+ dim(Img) — dim(Im f 4+ Im g)
= rg(f) +rglg) —n.
Mais la relation f o g = 0 se traduit par Im g C Ker f, qui implique
rg(g) = dim(Im g) < dim(Ker f) = n —rg(f) ,
donc dim(Im f N Img) =rg(f) +rg(g) —n < 0, d’ou la conclusion.

18. Soient f et g deux endomorphismes d’un IK-espace vectoriel E de dimension finie.
a. Montrer que rg(go f) =rg(g) <= E =Im(f) + Ker(g).
b. Montrer que rg(go f) =rg(f) < Im(f) N Ker(g) = {0}.

a. = Supposons rg(g o f) = rg(g). Comme on a l'inclusion triviale Im(g o f) C Im(g) et
légalité des dimensions, on a donc Im(g) = Im(g o f). Soit « € E, alors g(z) € Im(g) donc
g(z) € Im(g o f), donc il existe y € E tel que g(x) = g(f(y)). On a alors g(z — f(y)) = 0g
donc  — f(y) € Ker(g). Ainsi, z = f(y) + (z — f(y)) € Im(f) + Ker(g).

<= Supposons E = Im(f) + Ker(g), montrons alors que Im(g o f) = Im(g). L’inclusion
directe est immédiate. Réciproquement, soit y € Im(g), alors il existe z € FE tel que y = g(x),
on peut décomposer x = x1+ x5 avec x1 € Im(f) et xo € Ker(g), donc il existe ¢t € E tel que
z1 = f(t), puis y = g(x1 + x2) = g(z1) = g(f(t)) € Im(g o f). On a donc aussi I'inclusion
Im(g) C Im(go f).

b. = Supposons rg(g o f) = rg(f). Par le théoréeme du rang, on en déduit que
dimKer(g o f) = dim(Ker f). Comme on a linclusion triviale Ker(f) C Ker(g o f), on
a donc Ker(g o f) = Ker(f). Soit alors z € Im(f) N Ker(g), on a donc g(z) = Og et il
existe t € E tel que x = f(t). Ainsi, g(f(t)) = 0g et t € Ker(go f), dou ¢ € Ker(f), donc
x = f(t) = 0g. On a bien prouvé que Im(f) N Ker(g) = {0g}.
<= Supposons Im(f) N Ker(g) = {0g}. On a linclusion triviale Ker(f) C Ker(g o f),
montrons donc inclusion réciproque! Si z € Ker(g o f), alors g(f(z)) = 0Op, donc
f(x) € Im(f) N Ker(g), donc f(z) = 0g et x € Ker(f). De 'égalité Ker(g o f) = Ker(f),



on déduit ’égalité des dimensions de ces sous-espaces puis, par théoreme du rang, 1’égalité

rg(go f) =rg(f).

Calcul matriciel.

19. Soit n un entier naturel, n > 2. Les lettres i, j, k, | représenteront des entiers de 'intervalle

[1,n]. On note E; (avec un seul indice) le i-¢me vecteur de la base canonique de l’espace
0

—_

vectoriel IK" identifié & M,, 1(IK), i.e. E; = € My, 1(IK), le coefficient 1 étant placé a

0
la position i. On note E; ; (avec deux indices) la matrice carrée d’ordre n dont le coefficient
en position (¢, j) vaut 1, les autres étant nuls, E; ; est appelée matrice élémentaire.

a. Effectuer les produits E;Ej, ElEJT et E; jEy ;. On pourra utiliser le symbole de Kronecker
0i; qui vaut 1 sii=j et 0 sinon.

b. Soit A = (a; ;) € M, (K). Que représentent les produits E;' A, AFE; et E, AE; ?

c. Soit A € M,,(KK). On suppose que AE; j = E; ;A pour tout couple (4, j) € [1,n]?. Montrer
que A est une matrice scalaire, i.e. de la forme AI,, avec A € IK.

d. Soit A € M,,(K). On suppose que A commute avec toute matrice inversible:

VM € GLo(K)  AM = MA.

Montrer que A est une matrice scalaire.

a. D’abord E; E; € M 1(K) ~ K est un scalaire, on obtient E, E; = &; ;. Plus généralement,

siX=(z1 - x,) eY=(y1 - yu) sontdeuz matrices-colonnes de M, 1 (R),

n
alors XY = Z x;y; est un scalaire que l'on peut interpréter (si K = R ) comme le produit

i=1
scalaire des “vecteurs” X et'Y, il s’agit ici du produit scalaire canonique de IR™.
Puis EZE]T € M, (IK) est une matrice carrée et on vérifie que EZE]T = F; ;. Plus généralement,
siX=(z1 - an) etY =(y1 - yn) sontdeuz matrices-colonnes de M, 1(K),
alors XY T est une matrice carrée d’ordre n dont le coefficient d’indices (4,7) vaut z;y;.
On pourra noter que cette matrice XY | est nulle si et seulement si 'un des vecteurs X ou
Y est nul et que, sinon, elle est de rang 1.
Enfin, par associativité, E;;FEr, = (E;E;)(ExE]) = E; (E] Ey) E] = 6;% EiE]', on
obtient la régle des dominos:

Ei By =61FEi;.

b. Les matrices-éléments F; ; constituent la base canonique de ’espace vectoriel M, (IK), on

écrit donc la matrice A sous la forme A = Z ak,1 Ex, (on somme sur tous les couples (k,1)
k.l



appartenant  [1,n]%). Alors E A € M, ,,(IK) est une matrice-ligne, plus précisément

EiTA = E;r (ZZG;CJE]@)[) = Zzak,lEiTEk,l )

k=1 1=1 k=11=1

mais B B, = E; (ExE,") = (E] Ex)E]' = 6;1.E;", donc

B A=Y bikariBl =) auBE =(ain -+ ain)=Li(A),
k=11=1 =1

c’est la i-ieme ligne de la matrice A. Bien stir on peut retrouver ce résultat de facon un peu
moins formelle, mais c’est aussi un bon entrainement de travailler un peu avec les matrices

Ei et Ei,j-
a1,

De facon analogue, AE; = Z ai, i By = € M, 1(IK) est la n-itme colonne de A.

k=1
Gn,j

Enfin, E; AE; = a; ; € M;1(K) ~ K est le coefficient d’indices (4, j) de la matrice A.
c. Identifions les coefficients d’indices (k,!) des matrices AE; ; et E; ;A, on peut écrire cela
sous la forme
El AE, jE, = E| E; ;AE,
soit encore
E! AE,E] E, = E\ E;E] AE; ,
soit encore
V(i g k1) € [Lnl* 650 an = Ok ajq -
En prenant ¢ et k distincts et, par exemple, j = =1, on obtient aj; = 0: les coeflicients
de A en dehors de la diagonale sont donc nuls.

En prenant ¢ et k égaux et j = = 1, on obtient a;; = a1,1: les coefficients diagonaux de
la matrice A sont tous égaux.

Donc A est une matrice scalaire.
d. Les matrices I,, + E; ; sont inversibles. En effet,

- 8l i = j, c’est une matrice diagonale dont les coeflicients diagonaux valent 1 sauf celui en
i-eme position qui vaut 2 ;

- 81 ¢ # j, c’est une matrice triangulaire (supérieure si i < j, inférieure si ¢ > j) dont les
coeflicients diagonaux valent 1.

Remarque. Ces matrices sont associées a des opérations élémentaires sur les lignes ou
colonnes, il s’agit de matrices de dilatation si i = j, et de transvection si i # j.

La matrice A commute donc avec toutes les matrices I,, + E; ;, i.e.
V(i,j) € [L,n]* Al + Eij) = (In + Eij)A .
On en déduit facilement que
V(i,j) € [1,n]*  AE;; = E; ;A.

De la question c., on déduit alors que A est une matrice scalaire.



20. On note 7, (K) I'ensemble des matrices triangulaires supérieures d’ordre n & coefficients
dans le corps IK. Montrer que 7, (IK) est un sous-espace vectoriel de M,,(IK), et que cet
ensemble est stable par le produit matriciel. Montrer que, si une matrice A de 7, (IK) est
inversible, alors son inverse A~! appartient aussi & T,H(K). Pour cette derniére question,
on pourra considérer 'application ¢ : M — AM.

e Clairement, 7,'(IK) est le sous-espace vectoriel de M, (IK) engendré par les matrices-
1
éléments E; ; telles que i < j. On en déduit facilement que dim (’Trjr (]K)) = n(nTH

e Pour montrer la stabilité de 7, (IK) par produit, il y a plusieurs options possibles:

- montrer que, si F; ; et Ej; sont deux matrices élémentaires avec i < j et k <[, alors leur
produit est encore dans 7, (IK) (la stabilité de 7, (IK) par combinaisons linéaires achévera
la preuve), et ceci est vrai puisque E; jEy; = 0; xE;; (régle des dominos) est nulle si j # k,
et vaut E;; avec i <Isij=k.

- travailler sur les coefficients: une matrice A = (a; ;) est triangulaire supérieure si et

seulement si a; ; est nul pour tout couple (7,5) tel que ¢ > j. Si A et B sont triangulaires
n

supérieures, soit C' = AB, on a alors ¢; j, = Zai,jbj’k et, si ¢ > k, pour tout j on a alors
j=1

i > jouj > k (la contraposée est immédiate: sii < j et j < k, alors i < k), donc le produit

a; jb; 1 est nul. Les coeflicients ¢; ;, avec ¢ > k sont donc nuls et C = AB € 7;;"(]K)

- raisonner en termes de sous-espaces stables par I’endomorphisme de IK" canoniquement

associé, on aura 'occasion d’en parler bientot!

e Soit A € 7,7 (K), supposée inversible. Soit I’application ¢ : 7, (IK) — T.F(KK) définie
par p(M) = AM. 11 est légitime de faire aller cette application de 7, (IK) vers lui-méme
puisque l'on vient de prouver que, si A et M sont toutes deux triangulaires supérieures,
alors le produit AM lest aussi. Cette application ¢ est clairement linéaire, c’est donc un
endomorphisme de l'espace vectoriel 7,7 (IK). Elle est injective, c’est une conséquence de
I'inversibilité de A. Comme l'espace vectoriel 7, (IK) est de dimension finie, elle est alors

bijective, donc la matrice I,,, qui appartient & 7,7 (IK), admet un antécédent par ¢ ... ce qui
signifie que A~ € 7,7 (K).

21. Théoréme d’Hadamard. Soit A = (a, ;) € M,,(C) une matrice & diagonale strictement
dominante, c’est-a-dire telle que

Vi € [[1,n] |ai | > Z lai ;| -

J#i
Z1
Supposons qu’il existe un vecteur non nul X = : tel que AX = 0, soit s € [1,n]
Ln
un indice tel que |z = max. |z;|. En considérant la s-iéme coordonnée du vecteur AX,

obtenir une contradiction. En déduire que la matrice A est inversible.



Soit A = (a;,;) € My(C) une matrice & diagonale strictement dominante, supposons qu'’il
existe un vecteur X € M, 1(C) non nul tel que AX = 0. Soit s € [1,n] un indice tel
que |zs] = | X|loo = max |z;| > 0. En écrivant que la s-iéme coordonnée du vecteur
<i<n
n

AX est nulle, on obtient la relation Za&jxj = 0, que 'on peut écrire sous la forme

j=1
Qs sTs = — Zasﬁjxj, d’ou 'on déduit
j#s
sl 2] = | agas| < D lassl il < (D lassl) lo -
j#s j#s J#s

En divisant par |z,| (qui est un réel strictement positif), on obtient |as 5| < Z las,j|, ce qui

J#s
est absurde. On a donc AX =0 = X = 0, la matrice A est inversible (c’est le théoréme
d’Hadamard).
A titre d’exemple, les matrices ci-dessous sont a diagonale strictement dominante, donc
inversibles :
3 -1 0 0
7 -1 2 -1 3 -1
1 6 -3 ; 0 -1 0 | e M,(R)
-2 4 9 .
.3 1
0 0o -1 3

22. Soit E un K-espace vectoriel de dimension n, soit « un endomorphisme de E tel que u? = 0.
Quelle inégalité peut-on obtenir concernant le rang de w ? Si rgu = r (r # 0), montrer qu’il

existe une base B de E dans laquelle la matrice de u est M = (8 IOT>

e La relation u? = 0 se traduit “trivialement” par 'inclusion Im« C Ker u, d’ott I'on déduit
que dim(Imu) < dim(Ker u). Mais, par le théoréme du rang, on a dim(Keru) = n —rg(u),

no . n
cela donne donc rgu < n — rgu, ou encore rg(u) < 5 soit encore rg(u) < 3]

e Pour obtenir la matrice demandée dans une certaine base de F, on voit que la base doit étre
adaptée & Keru (les n—r premiers vecteurs sont dans Ker u). Soit donc S un supplémentaire
de Keru dans FE ; alors S est de dimension r, notons (e,—41,-+,€,) une base de S, et
pour tout i € [1,r], posons e; = u(e,—_r4;), ceci est cohérent puisque r < n—r. Les vecteurs
ey, -+, e, sont alors dans Im u, et comme il y a r vecteurs dans un espace de dimension r,

pour montrer que (eq,---,e,.) est une base de Im(u), il suffit de montrer que la famille est
-

libre ; supposons g Aie; = 0 avec les \; scalaires, alors

- O = i )\iu(enfr%»i) = U(i: >\i€n77“+i) .
i=1 i=1



T
Le vecteur Z Ai€n—r+; appartient alors & .S N Ker(u), done est nul puisque ces deux sous-
i=1
espaces sont en somme directe ; comme la famille (e,,—11, -, e,) est libre, on déduit enfin
que les A; sont tous nuls. La famille (eq, - - -, e,-) est donc une famille libre dans Ker u, on peut
donc la compléter en une base (e1,- -, €r,€r41," *,en—r) de Keru. Comme F = Keru® .S,
la famille B = (ey, - - -, e,), obtenue par concaténation d’une base de Ker u et d’une base de

S, est une base de E. Il est alors facile de vérifier que Matp(u) = (8 %)

23. Soit £ = R3[X], A= X* -1, B= X% — X. On considere 'application ¢ de E dans E qui,

a o oTop

C.

a tout polynome P, associe le reste dans la division euclidienne de AP par B.

. Montrer que ¢ est un endomorphisme de FE.

. Ecrire la matrice de ¢ relativement & la base canonique (1, X, X2, X?) de R3[X].
. Déterminer Ker .

. Montrer que Im¢ = {P € R3[X] | P(1) = 0}.

. L’image d’un polynéme de E = IR3[X] est bien un élément de E (le reste d’une divi-

sion par X* — X est de degré au plus trois). Si ¢(P;) = Ry et ¢(P,) = Ry, on a alors
AP, = BQ1 + Ri, AP, = BQ2 + Ry avec deg Ry < 4, deg Ry < 4, ol 1 et Q2 sont deux
polynomes. Si A et p sont deux réels, on a alors A(AP,+uPs) = B(AQ1+uQ2)+(AR1+uR2),
avec deg(ARy + pR2) < 4, ce qui montre que ce dernier polynéme est bien le reste de la
division euclidienne de A (AP; 4+ uP») par B, autrement dit que

O(AP, + puP2) = ARy + puRy = X p(P1) + 1 o(Ps) .

On a ainsi montré la linéarité de ¢, qui est donc un endomorphisme de I’espace vectoriel E.

. On calcule (1) = X — 1, o(X) = X2 - X, o(X?) = X3 - X2, o(X?) = -X*+ X, d'ot la

-1 0 0 0
1 -1 0 1
0 1 -1 0
0 0 1 -1

matrice représentant ¢ dans la base canonique : M =

Considérons une matrice-colonne V.= (a b ¢ cl)—r ; le systeme AV = 0 s’écrit
{a:O; a—b+d=0;b—c=0; c—d:()}
et se ramene a {a =0;b=c= d}. Le noyau de I’endomorphisme ¢ est donc constitué

des polynémes de la forme bX3 + bX? + bX : c’est la droite vectorielle engendrée par le
polynéme X2 + X2 + X.

. Le sous-espace Im ¢y est de dimension trois, d’apres le théoreme du rang ; on peut en

construire une base en prenant trois vecteurs-colonnes de la matrice M qui soient linéairement
indépendants (on a rg@ = rg M = 3), par exemple Imp = Vect(X — 1, X? — X, X? — X?)
en choisissant les trois premieres colonnes. Ces trois polynomes admettent effectivement 1
pour racine, d’out 'inclusion Im¢ C H, en posant H = {P € R3[X] | P(1) = 0} ; mais



on a aussi égalité des dimensions car H est un hyperplan de E puisque c’est le noyau de la
forme linéaire non nulle P — P(1) sur E. Donc Im¢ = H.

1 (1) 1 2 .- n
1 Lo
24. Inverser les matrices A = ) et B= ) " | de M, (R).
. BN
(0) 1 (0) 1

a. On applique la méthode du pivot de Gauss-Jordan & la matrice augmentée A’ = ( A In),

17 1 - 11 0 -0
o 0 1 1o T .
soit A" = | | ] o € M, 2, (IR), précisément on effectue les
: .. R . .0
o --- 0 10 --- 0 1
opérations élémentaires sur les lignes Ly < L1 — Lo, puis Ly < Lo— L3, ainsi de suite jusqu’a
1 -1 (0)
Lp1 4 L,_1— L,, on obtient A” = (In | A_1>, avec A~ = 1
(0) 1

b. En effectuant les mémes opérations qu’en a. sur la matrice augmentée B’ = ( B|1I, ), on

obtient la matrice augmentée ( A | At ) La matrice élémentaire associée a ces opérations

sur les lignes étant A~%, on a donc A = A~!B, on réitere alors ces mémes opérations pour

1 -2 1 o - 0
R | :
obtenir la matrice augmentée (In | B~ ), avec B~! = R
B |
(0) 1 -2
1
Notons que B = A%, donc B~ = (4%)~! = (A*1)2.
Sommes de sous-espaces vectoriels.
25. Soient Eq, ---, E,, et Fy, ---, F,, des sous-espaces vectoriels d’un IK-espace vectoriel E. On
m

m

suppose que @Ei = @Fl et que E; C F; pour tout ¢ € [1,m]. Montrer que F; = F;
i=1 i=1

pour tout 2.

11 suffit de montrer que F; C E; pour tout i.



m

Or, si y; est un vecteur appartenant a F;, notons y; = E x; sa décomposition suivant la

=1
m
somme directe F = EBE]- ; on a alors, pour tout j € [1,m], z; € E; donc z; € F}; cette
j=1
m
écriture est donc aussi la décomposition du vecteur y; suivant la somme directe E = @ Fy
j=1

par unicité de cette derniere décomposition, on déduit y; = x; € E; (et ; = 0 pour tout

j#i).

26. Soit F un IK-espace vectoriel, soient pi, - -+, p,, des endomorphismes de E vérifiant les
relations

m
piop; =0 si i#j et sz':idE-
i=1

m
Montrer que F = @ Im p;. Interpréter géométriquement les p;.
i=1

Comme Zpi =idg,onadéja Ve e E z = Zpi(x), donc F = ZImpl-.

i=1 i=1 =1

m m
De plus, p; = p; oidp = p; o (ij) = piop; = p; puisque p; o p; est nul pour i # j,
j=1 j=1
donc p; est un projecteur pour tout 7.
Montrons que les sous-espaces Im p; sont en somme directe : si le vecteur nul se décompose
m

en O = sz avec, pour tout i, x; € Imp;, alors p;(x;) = x; pour tout ¢ (tout vecteur
i=1

appartenant & limage d’un projecteur est invariant par ce projecteur), et si ¢ # j, alors

pj(z;) = p; o pi(z;) = Op, donc pour tout j,

0p = p;(0p) :Pj(ifﬁv:) = ipj(%:) =pj(z;) =5 :

=1 i=1

on a montré que chaque composante de la décomposition est nulle, ce qui prouve que la
m

somme est directe. On a ainsi prouvé que E = EBIm Di-
i=1

m
Enfin, soit x € E se décomposant en x = ij avec £; € Imp; pour tout j. Un calcul

j=1
analogue a celui fait ci-dessus montre que p;(z) = x; pour tout i. Donc p; est le projecteur
sur Im p; parallelement a @Im Dj-

JF#i




Sous-espaces stables.

27. Soit p un projecteur dans un espace vectoriel F, soit f € L(FE). Montrer que f et p commutent
si et seulement si Im(p) et Ker(p) sont stables par f.

L’implication dans le sens direct est du cours: lorsque deux endomorphismes commutent,
le noyau et 'image de I'un sont stables par 'autre.

Supposons Kerp et Imp stables par f. On sait que Imp @& Kerp = E puisque p est un
projecteur. Soit donc un vecteur x de F, décomposons-le en z = y+ z avec y = p(z) € Imp
et z € Kerp. Alors (f o p)(z) = f(p(z)) = f(y), tandis que f(z) = f(y) + f(z) avec
fly) € Imp et f(z) € Kerp (puisque ces deux sous-espaces sont stables par f), donc
(po fllx) = p(f(x)) = p(f(y)) = f(y) puisque tout vecteur appartenant a I'image d’un
projecteur est invariant par ce projecteur. On a ainsi prouvé que fop = po f. Dou
I’équivalence demandée.

28. Soit w un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E de dimension finie. On pose

+o0o +o00
N = U Ker(uP) et I= ﬂ Im(u?) .
p=0 p=0

a. Montrer qu'il existe n € IN tel que N = Ker(u") et I = Im(u").

b. Etablir que N et I sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires stables par u, et que
les endomorphismes induits uy et u; sont respectivement nilpotent et bijectif.

c. Réciproquement on suppose £ = F & G, avec F et G sous-espaces vectoriels stables par u
tels que les endomorphismes induits up et ug soient respectivement nilpotent et bijectif.
Etablir F=Net G=1.

a. Si, pour tout k entier naturel, on pose Nj, = Ker(u*) (noyaux itérés) et I, = Im(u*) (images
itérées), il est classique que la suite (Ny) est croissante pour Uinclusion, i.e. Ny C Niy1 et
qu’il existe un rang n & partir duquel elle est stationnaire, alors N = Ker(u"). La suite (1),
qui elle est décroissante pour I'inclusion, est alors stationnaire a partir de ce méme rang n
et on a I =TIm(u"). Le lecteur trouvera les détails dans l’exercice 11 ci-dessus.

b.Ona E = N&I (¢ exercice 11), les s.e.v. N et I sont stables par u car ils sont respec-
tivement le noyau et I'image de 'endomorphisme ™ qui commute avec u.
Siz € N, alors u"(z) = (un)"(z) = O, donc (un)™ = 0, 'endomorphisme uy de N est
nilpotent.
Si x € I vérifie ur(x) = 0y, soit u(z) = Og, alors € Ker(u) donc z € N N I. Comme
E = N® I, on déduit x = Og, on a prouvé que uy est injectif. Comme c’est un endomor-
phisme d’un e.v. de dimension finie, il est bijectif.

c. Soit = € F, alors comme up est nilpotent, il existe k entier tel que u*(z) = (up)¥(z) = 0g,
donc x € N. On a ainsi prouvé Uinclusion F' C N.

Soit 9 € G, alors comme ug est bijectif donc surjectif, il existe ;1 € G tel que
xo = ug(x1) = u(zy). On peut réitérer: il existe x5 dans G tel que u(zy) = x1, alors



xo = u*(22). On construit par récurrence une suite (x3) de vecteurs de G telle que, pour
tout k entier naturel, zg = uk(xk), ce qui prouve que zg € I. On a ainsi I'inclusion G C I.

Onadonc E=F®G=N@I avec F C N et G C I, ce qui entraine F' = N et G = I.
En effet, si x € N, on peut décomposer z en x = xp + g avec zp € F et zg € G. On
a alors I'égalité x — xp = g avec x — xp € N et zg € I et, ces deux sous-espaces étant
supplémentaires, on déduit que * — zp = g = Og, donc = xp C F. On a donc prouvé
Iinclusion N C F, d’ou F' = N. On obtient pareillement G = I.

Matrices par blocs.

29*. Soient F et F deux IK-espaces vectoriels de dimension finie, soient V' un sous-espace vectoriel
de E et W un sous-espace vectoriel de F'. Montrer que ’ensemble

X={feLEF)|VCcKef et ImfcW}]

est un sous-espace vectoriel de L(E, F') et préciser sa dimension.

Il est clair que X est un sous-espace vectoriel de L(E, F').
Interprétons matriciellement: posons p = dim(E), k = dim(V), n = dim(F), r = dim(W).
Soit B = (e1,---,ek,€ext1, - ,ep) une base de E adaptée a V. Soit C = (f1, -, fr, fre1, -5 fn)
une base de F' adaptée a W. Une application linéaire f de E vers I est alors représentée
dans ces bases par une matrice M = Matg¢(f) de format (n,p). On peut décomposer M

A B
o D)’ avec A € M, ;(K), B € M, , (K), C € My_,1(K),
D e M, ,—x(K). La condition V' C Ker f se traduit par la nullité des blocs A et C.
La condition Im f C W se traduit par la nullité des blocs C' et D. Finalement, f € X
si et seulement si M est de la forme (8 ?) L’ensemble des matrices de M, ,(K) de
cette forme est clairement isomorphe & M, ,_;(IK), donc de dimension r(p — k). Enfin,
lapplication f — Matp c(f) étant elle aussi un isomorphisme de L£(E, F) vers M,, ,(IK),
on a donc

en quatre blocs M =

dim(X)=r(p—k)=(dimW) (dim E — dimV) .

A B

30. Soient A € GL,(IR), B € M, ,(R), D € M (R) et M = ( 0 D

le rang de M en fonction de celui de D.

) € Mpq(IR). Déterminer

On procede par opérations élémentaires sur les colonnes. On peut ainsi transformer M en
M’ puis en M" avec:

, (1, B nw (I, 0O
M_<OD et M—OD.



En effet, M = M'E avec E = (A 0) € GL,,(R), et M' = M"F avec

0 I,
F=( i € GL,44(R). Donc rg(M) = rg(M"). Enfin, rg(M") = rg(I,) + rg(D),

donc rg(M) =p+rg(D).

31*,

A B

Soit Mz(c D

> € Mpiq(R), avec A € GL,(IR). Montrer 1’équivalence
rg(M) =rg(A) <= D=CA'B.

Rappelons deux résultats utiles:

e On ne modifie pas le rang d’une matrice en la multipliant (& gauche ou & droite) par une
matrice inversible. C’est un résultat du cours.

e Si une matrice M est diagonale par blocs : M = <61 ]%)’ alors rg(M) =rg(A)+rg(B).

Ce n’est pas a proprement parler un résultat du cours, c¢’est assez évident intuitivement, mais

c’est un peu pénible a rédiger en détail.

A7t o0
0 I

I, A7'B

C D

le rang de M’ est aussi celui de M” = KM’ = (

. (I, -A™'B
trice L = ( 0 1,

M///:M//L:<Ip O )

La matrice J = ( est inversible, donc le rang de M est aussi celui du pro-

I, 0
-C 1,
I, A7'B

0 D-CA'B

duit M' = JM = ( ) La matrice K = ( > est inversible, donc

). Enfin, la ma-

) est inversible, donc le rang de M” est aussi celui du produit

0 D-CA™'B

Au final, rg(M) = rg(M"") =rg(I,) +rg(D — CA™'B) = p+r1g(D — CA™'B). Comme A
est supposée inversible, rg(A) = p, et on a bien

rg(M) =rg(A) <= rg(M)=p <= rg(D-CA™'B)=0 < D=CA'B.
Solution de Virginie DUPUY, PSI 2, 2015-2016: Notons d’abord que la matrice
(é) € Mpiqp(IR) est de rang p: en effet, son rang ne peut dépasser p puisqu’elle a p

colonnes, et son rang vaut au moins p puisque, A étant inversible, ses p premieres lignes
sont indépendantes.

Notons I'y, ---, I', les colonnes de cette matrice (g), elles forment une famille libre de

RP*? ~ M,yiq1(R). Notons maintenant I, --- I, les colonnes de la matrice

(g) € Mpyq.4(R). On a alors

A
rg(M):rg(A) — I‘g(M):I‘g<C> <~ rg(rlv"'arpvrllv"'vl—\;):rg(rla"'vrp)



— Vje[l,q] I € Vect(T'y,---,T))
Or, pour tout 7, la condition I‘; € Vect(I'y,---,T'p) équivaut & l'existence d’un vecteur-

colonne X; € M, 1(IR) tel que X; =T". La condition rg(M) = rg(A) équivaut alors a

A
C
lexistence d'une matrice X € M, ,(IR), de colonnes X;, ---, X, telle que
AX =B 1
By_ (4 X, soit (1) . Comme A est inversible, '’équation (1) est
D C CX =D (2
satisfaite si et seulement si X = A~!B. Finalement,

rg(M) =1g(A) <= (2) <= CA'B=D.

32. Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel F de dimension finie n. Montrer 1’équivalence
entre

(a) : E=Keru®Imu
(b) : il existe r € [0,n], B base de E et A € GL,(IR) tels que Mp(u) = (A 0).

0 0
Supposons d’abord (b), notons B = (e, - -, e,) la base de E dans laquelle u est représenté
par la matrice par blocs proposée. Comme A est supposée inversible de taille r, il est
clair que rg(A) = r, donc rg(u) = r, puis que Im(u) = Vect(ey, --,e,), et aussi que

Ker(u) = Vect(er41,- -+, €p). On a bien F =Imu @ Keru.

Supposons maintenant (a). Posons r = rg(u) = dim(Imw). Comme Imu et Keru sont
supplémentaires dans E, on peut construire une base de E en concaténant une base (eq, - -, e,.)
de Imu et une base (e,41,--,e,) de Keru. Comme Imwu est stable par wu, la matrice de
u dans une telle base B adaptée & la décomposition F = Im(u) @ Ker(u) est bien de la
A 0 . .

forme 0 o) avec A € M,.(IR). Enfin, la matrice A représente, dans la base (e1,- -, e,),
I’endomorphisme v de Im u induit par u. Cet endomorphisme v est en fait un automorphisme
puisque Kerv = Keru N Imu = {0}, donc v est injectif puis bijectif (endomorphisme en
dimension finie), on en déduit que la matrice A est inversible, ce qui démontre (b).

Trace.

33.a. Soit M € M,(IK) une matrice de rang 1. Montrer qu’il existe une matrice-colonne
C € M,,1(K) et une matrice-ligne L € M1 ,(IK) telles que M = CL. Réciproque ?
b. Soit E un K-espace vectoriel de dimension n, soit © un endomorphisme de F, de rang 1.
Démontrer la relation wou = tr(u) - u

a. Méthode 1. Les colonnes Cy, -+, C), de la matrice A sont toutes colinéaires (ou “propor-
tionnelles”), et une au moins d’entre elles, disons Cj,, est non nulle. Pour tout j € [1,n],



il existe alors un scalaire A; tel que C; = A;C},. On a alors A = C}, L, avec la matrice-ligne
L=(X -+ X\y). On a alors, bien sir, \j, = 1.

Méthode 2. Soit u ’endomorphisme de K™ canoniquement associé & la matrice A, on a
alors rg(u) = rg(4) = 1, donc dim(Keru) = n —1 par le théoréme du rang. Soit alors
(e1,-++,en—1) une base de Ker(u), on la compléte en une base B = (e1,---,en_1,€,) de E.
Attention! On n’a pas forcément E = Keru @ Imu, donc le vecteur e, n’appartient pas
nécessairement ¢ Im(u). Dans une telle base, 'endomorphisme u est représenté par une

0 -~ 0 a
matrice de la forme M = | : .. ], 1ie. les n — 1 premieres colonnes de M sont
0 -~ 0 ayp
ai
nulles. En posant ¢’ = [ @ |,ona M =C"L avec L' =(0 --- 0 1). Comme A
an

est semblable & M (elles représentent le méme endomorphisme), on a A = PMP~! avec
P € GL,(K), donc A = CL, ot C = PC’ est une matrice-colonne, et L = L' P™! est une
matrice-ligne.

b. Soit A € M,,(IK) la matrice représentant ’endomorphisme u dans une certaine base de F,
alors rg(A) = 1. En partant de l’écriture A = C'L, on obtient

A?=(CL)(CL)=C (LO)L = (LC) (CL) = tr(A) - A .

En effet, LC € M ;(IK) autrement dit c’est un scalaire ce qui permet de le faire commuter

C1
avec les autres matrices et, en posant C' = et L=(l; --- 1l,), on observe que
Cn
caly - el n
A=CL= o], alors que LC = Zcili = tr(A). En traduisant en termes
coli o cenln i=1

d’endomorphismes, on a bien u? = tr(u) - u.
Remarque. D’apres la “méthode 2”7 de la question précédente, on peut aussi se placer

dans une base de E dans laquelle 'endomorphisme u est représenté par une matrice de la
0 - 0 a

forme M = | : ¢ ].Onaalors tr(u) = tr(M) = ay, et on vérifie facilement
0 -~ 0 ap
que M?=a, M =tr(M) - M.

34. Soit A € M, (IR), soit ¢ 'endomorphisme de M, (IR) défini par (M) = AM. Exprimer
tr(yp) en fonction de tr(A).

Une petite remarque sur la trace d’'un endomorphisme ¢ d’un espace vectoriel E de
dimension finie: si B = (eq,- -, e,) est une quelconque base de F, on a tr(p) = tr(M) avec
n

M = (m; ;) = Matg(p). Donc tr(p) = Zm” Or, pour tout couple (,7), le coefficient
i=1



m; ; est la i-eme coordonnée dans la base B du vecteur ¢(e;). En introduisant les formes

linéaires coordonnées e; : E — K relativement & la base B, on a donc m; ; = €} (¢(e;)),
n

puis tr(p) = Ze;‘ (p(e:)).

i=1
Considérons la base canonique de M, (IR) constituée des matrices élémentaires FE; ;
(1<i<n,1<j<n). Onadonc pour cet exercice

tr(p) = ZEZ*J (‘P(Ei,j)) = Z (@(E”))”
& i
en convenant de noter aussi (M); ; le coefficient d’indices (7,j) d’une matrice M. Or, si
A= (ary) = Zak,zEkJ, on calcule
]

n
0(Bij)=AE;;j =Y ariEpiBij =Y axdiiBr; =Y apiFg; .
k,l k,l k=1

Ainsi, (‘P(Eiaj))kl = 0;,ak,; et, plus particulierement, (gp(EU)) = a; ;. On conclut que

,J

tr(p) = z”: iam =n iam =ntr(4).
i=1

i=1 j=1

35. Soient A et B deux matrices de M,,(IR). Discuter et résoudre I’équation M = tr(M) A+ B,
d’inconnue M € M, (IR).

Notons (E) ’équation & résoudre, et notons S ’ensemble de ses solutions.

On peut envisager plein de méthodes!!! Apres quelques tatonnements, celle qui me semble
la plus rapide serait de dire que, si une matrice M vérifie (E), elle est nécessairement de
la forme M = B + AA, ou A est un réel. Recherchons alors les solutions de (E) sous cette
forme! En réinjectant,

(E) <= B+AA = (t2(B) + A r(A))A+ B < ((l—tr(A)))\—tr(B))A:O.

- s1 A =0, cela n'impose aucune condition sur A, et S = {B}.

tr(B) tr(B) o
—_— =<{B+——F—A: (I
= tr(A)’ donc S { +1 ~te(A) (Péquation

(E) admet donc une solution unique ; remarquons aussi que le cas A = 0 peut se réintégrer
dans ce cas).

-sitr(A) =1 et tr(B) # 0, alors S = (), I’équation (E) est incompatible.
-si tr(A) = 1 et tr(B) = 0, alors A est quelconque, et S = {B+AA ; A € R}. L’ensemble S
est dans ce cas une “droite affine” (passant par B et dirigée par A).

-si A # 0ettr(A) # 1, cela impose A =

Remarque. On peut remarquer que (E) est une équation linéaire: on peut 1’écrire sous la
forme f(M) = B, ou f : M,(IR) — M, (IR) est définie par f(M) = M —tr(M) A, et il
est clair que f est bien un endomorphisme de l’espace vectoriel M,,(IR). On obtient donc



la solution générale en ajoutant une solution particuliere (s’il en existe une!!!) a la solution
générale de I’équation homogene associée (EO).

Recherchons alors Ker(f), c’est-a-dire ’ensemble des solutions de (E0). Si M € Ker(f),
alors M = tr(M)A, donc M € Vect(A). On a donc l'inclusion Ker(f) C Vect(A), ot Vect(A)
est une droite vectorielle sauf dans le cas particulier ot A est la matrice nulle. Par ailleurs,
f(A) = (1—tr(A)) A, on en déduit que:

- si tr(4) = 1, alors f(A) = 0, donc A € Ker(f) et Ker(f) = Vect(A) qui est une droite
(alors A # 0);

- sitr(A) # 1, alors Ker(f) = {0} (valable aussi si A = 0).

Mais finalement, tout ceci ne sert pas a grand-chose!

Matrices semblables.

36.a. Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie (IK = IR ou C). Soit u un endomorphisme
de F commutant avec tous les automorphismes de E :

Vs € GL(E) SOU=UOS.
En utilisant des symétries vectorielles, montrer que, pour tout vecteur = de F, les vecteurs
x et u(x) sont colinéaires. En déduire que u est une homothétie.

b. Soit A € M,,(KK) une matrice telle que la seule matrice semblable & A soit la matrice A
elle-méme (on a P~'AP = A pour toute matrice inversible P € GL,, (IK)). Montrer que A
est une matrice scalaire (A = \I,,, avec A € K).

a. Soit v € L(E) commutant avec tous les automorphismes de E. Soient x € E \ {0}, H un
(hyperplan) supplémentaire de IKz et s la symétrie par rapport a IKz parallelement & H.
De sou =wuo s, on déduit que le vecteur u(z) est invariant par s, donc colinéaire a .

Pour tout € E non nul, il existe donc un (unique) scalaire A, tel que u(x) = A\ z. On va
montrer que ce scalaire )\, en fait ne dépend pas de .
Soient x et y deux vecteurs non nuls de £. Montrons que A, = A\, en distinguant deux cas :

e Le couple (x,y) est libre. On écrit alors :
W@ +y) = Aaty( +y) = u(@) +uly) = Aax + Ayy
et on en déduit Ay = Appy = Ay
e Le couple (z,y) est lié. Il existe pu € K tel que y = pux (car  # 0) et on a :

Ay = u(y) = pu(x) = prgz = Agy dott Ay = Ay (car y#0).

On a finalement prouvé I\ € K Vz € E wu(x) = Az, ce qui signifie que v = Mdg :
u est une homothétie.

b. Ona PA = AP pour toute matrice inversible P, ce qui traduit exactement que I'endomorphisme
u de IK" canoniquement associé & A commute avec tous les automorphismes de K", donc
est une homothétie d’apres la question a., d’ott A est une matrice scalaire.




7T —6 5
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a. Montrer que A est semblable & B =

oS OO
o OO
S O =

b. En déduire la dimension de l'espace vectoriel &£ = {M e Ms(R) | AM = MA}.

a. On observe que la matrice A est de rang 1, 'endomorphisme f de R® qui lui est cano-
1
niquement associé admet pour image la droite vectorielle Im f = Vect(u), avec u = | 2
1
en effet, l'image d’un endomorphisme est le sous-espace engendré par les vecteurs-colonnes.
Le noyau Ker f est le plan vectoriel d’équation 7x — 6y + 5z = 0. Notons que le vecteur u
vérifie cette équation, d’ou I'inclusion Im f C Ker f.

La matrice A représente ’endomorphisme f dans la base canonique By = (e1, ez, e3) de
I'espace vectoriel IR®. Montrer que A est semblable & B revient & montrer 'existence d’une
autre base (u,v,w) de R? dans laquelle le méme endomorphisme f est représenté par la
matrice B, ce qui revient & dire que Pon doit avoir f(u) = f(v) =0g et f(w) = u. Si une
telle base existe, on doit avoir v € Im f, choisissons donc pour u le vecteur déja proposé
ci-dessus, a savoir u = ej + 2e5 + e3. Ensuite, w doit étre un antécédent de u par f, d’ou le

1

choix possible de w = [ 1 | = e; +es. Enfin, v doit étre un vecteur de Ker f non colinéaire
0
6

a u, par exemple v = | 7 | = 6ey + Tes. Il est immédiat de vérifier que ces trois vecteurs u,
0

v, w sont linéairement indépendants, donc constituent une base B de IR?, et que 'on a bien
Matg(f) = B, ce qui prouve que les matrices A et B = Fj 5 sont semblables puisqu’elles
représentent le méme endomorphisme dans deux bases différentes.

b. L’ensemble £ est ce que l'on appelle le commutant de la matrice A, il est immédiat
qu’il s’agit bien d’un sous-espace vectoriel de M3(IR). Il est plus facile de déterminer le
commutant de la matrice B, a savoir I’ensemble

Cp={M e M3(R) | BM = MB} .

a b ¢
En effet, il est facile de voir qu'une matrice M = |d e f commute avec B si
g h 1
et seulement siona d =¢g =h =0 et a = i, autrement dit si M est de la forme
a b c
M=10 e f| aveca,b, ¢, e, f cinq réels arbitraires. Ainsi, Cp est un sous-espace
0 0 a

vectoriel de M3(IR), de dimension 5 : une base est (E1 1+FE3 3, E1 2, E1,3, E2 2, E2 3). D’autre



part, on a A= PBP~! ou P est la matrice de passage de la base canonique By & la base
B = (u,v,w) construite ci-dessus. On vérifie alors que

AM = MA

PBP'M = MPBP~!
BP'MP=P 'MPB
P 'MPecCp

M e Cy

1ot

ou encore N € Cg <= PNP~! € C4. Donc C4 est 'image de Cp par 'application
@ : N+ PNP~' 1l est facile de vérifier que ¢ : M3(IR) — Ms3(IR) est linéaire et bijective,
c’est donc un automorphisme de I'espace vectoriel M3(IR), elle conserve les dimensions, on
a donc dim€& = dimCy = dim(Cg) = 5.

38. Soit A € M,,(K) telle que AL £ 0, et A" =0,,.

0 1 (0)

Montrer que A est semblable & la matrice N =
1
(0) 0

Notons u ’endomorphisme de IK™ canoniquement représenté par la matrice A, on a alors
u""t # 0 et u" = 0. Il existe donc un vecteur = de E tel que u™ *(z) # 0. Soit la famille

B= (u”_l(m), u"2(x), - u(x), m) Montrons que cette famille est libre:
n—1
Soient Ag, ---, A,_1 des scalaires vérifiant Z )\kuk(x) = 0g. Si ces scalaires étaient non

k=0
tous nuls, on pourrait considérer ’entier p = min ({k € [0,n—1] | A # 0}), on aurait

n—1
alors Z Meu®(2) = 0p. En appliquant 4”177, on obtient Mpu" " (z) = 0p et, comme le
k=p

vecteur u" 1 (z) est non nul, il reste Ap = 0, ce qui contredit la définition de l'entier p.
Ce raisonnement par I’absurde montre que les coefficients A sont tous nuls, et donc que la
famille B est libre.

Comme Card(B) = dim(E) = n, la famille B est une base de E, il est alors immédiat que
Matp(u) = N, et comme Matg, (u) = A, les matrices A et N sont semblables.

39%*.

Soit A € M, (K) de trace nulle. Montrer que A est semblable & une matrice dont les
coefficients diagonaux sont nuls. On pourra raisonner par récurrence sur n

On procede par récurrence sur n.
C’est évident pour n = 1 puisqu’alors la seule matrice de trace nulle est la matrice nulle.

Soit n € IN*, supposons la propriété établie au rang n. Soit alors A € M,,;1(IK) de trace
nulle, soit f € L(IK"*!) endomorphisme canoniquement associé. Donc A = Mat, (f), ot
By est la base canonique de IK" 1.



Si A est une matrice scalaire, i.e. il existe A scalaire tel que A = A\, alors 0 = tr(A) = nA,
donc A = 0,, et c’est terminé.

Sinon, il existe un vecteur x de IK"** tel que f(z) ne soit pas colinéaire & x (ezercice clas-
sique: si u est un endomorphisme d’un espace vectoriel E tel que, pour tout vecteur x, u(x)
est colinéaire d x, alors u est une homothétie. La preuve en est laissée au lecteur). La famille
(z, f(z)) étant alors libre, on peut la compléter en une base B = (z, f(z), e, -+, €,41) de
IK"*!. La matrice A est alors semblable & la matrice A’ = Matg(f), qui est de la forme
L L .
A = <g B) avec L € My ,(IK) matrice-ligne, C € M,, 1(IK) matrice-colonne dont
le premier coefficient vaut 1, et B € M, (IK). Enfin, 0 = tr(A) = tr(A") = tr(B). On
peut donc appliquer ’hypothese de récurrence a la matrice B: elle s’écrit sous la forme
B = PB'P7', o B’ € M, (K) a tous ses coefficients diagonaux nuls, et P € GL, (IK).

Posons Q = (01 0}3" ) . Alors Q € GL,, ;1 (K) et la matrice A” = Q' A’Q est semblable
n,l

4 A’ donc & A, et on vérifie que A" = ( P_Ol o LBI,D>, donc les coefficients diagonaux de

la matrice A” sont nuls.

40. Soit A € M, (R), telle que A*> = 0, et rg(A) = k. Montrer que A est semblable &
(0 I,
5= (0 1)

Soit u I’endomorphisme de E = IR" canoniquement associé & la matrice A. Sil’on construit
une base B de E dans laquelle u est représenté par la matrice B, cela répond a la question.
On arg(u) = k et u? = 0, ce que I'on peut traduire par Tm(u) C Ker(u).

Soit (eq, - - -, ex) une base de Im(u). Pour tout ¢ € [1, k], soit e, —k+; un antécédent de e; par
u, i.e. u(e,_gti) = e;. D’autre part, on a n — k > k puisque Im(u) C Ker(u), et la famille
libre (eq,- -, ex) peut étre complétée en une base (eq,- -, ek, €pt1, -, en—k) de Ker(u).

La famille B = (€1, -+, €k, €kt1, " "y En—k, Cn_k+1, ", Cn) est une base de E: en effet, elle est
n

de cardinal n = dim(FE) et, si A1, - -+, A, sont des réels tels que Z Aie; = 0, en appliquant

i=1
k
u, il vient Z An—k+i€; = 0g, donc les scalaires A,,_g4y1, - - -, Ay sont nuls puisque la famille
i=1
n—=k
(e1, -+, ex) est libre. Il reste alors Z Aie; = 0, donc Ay = .-+ = \,_ = 0 puisque la
i=1
famille (e1, -+, eg, k41, -, n—k) est libre aussi. Finalement, tous les scalaires sont nuls.

Il est alors immédiat que Matg(u) = B = <8 Ié“)




Formes linéaires et hyperplans.

41. Soit F un espace vectoriel de dimension n, soit F' un sous-espace de dimension p avec p < n.
Montrer que l'on peut écrire F' comme une intersection de n — p hyperplans de E. Est-il
possible d’écrire F' comme une intersection de k hyperplans de F avec k <n —p ?

e Soit (e1,- -, €p,Ept1,- -, €n) une base de E adaptée a F. Pour tout k € [1,n], soit ¢y la

k-éme forme linéaire coordonnée sur F relativement a la base B, i.e. 'application de E
n

vers IK qui, & tout vecteur z se décomposant en = = inei dans la base B, associe sa
i=1

k-eme coordonnée x. Chaque ¢y, est une forme linéaire sur E, non nulle puisque @i (e) = 1.

Les sous-espaces Hy, = Ker(py) sont donc des hyperplans de E. Et F' = Vect(ey, -, e,) =

H, 1 N --- N H, est une intersection de n — p hyperplans.

e La réponse est non: en effet, une intersection de k hyperplans est de dimension au moins
n — k, on le montre par récurrence (finie) sur k.

- pour k£ = 1, un hyperplan est de dimension n — 1;

- soit k € [1,n — 1], supposons prouvé que toute intersection de k hyperplans est de
dimension au moins n — k, soit FF = H; N --- N Hp N Hgy1 une intersection de k + 1
hyperplans. Posons G = H; N --- N Hy, alors dim(G) > n — k d’apres 'hypothese de
récurrence, et F' =G N Hy4q. Par la formule de Grassmann,

dim(F) = dim(G) + dim(Hy41) —dim(G+ Hy41) > (n—k)+(n—1)—n=n—(k+1),

ce qui acheve la récurrence. On a utilisé le fait que G + Hy41 est un s.e.v. de E, donc sa
dimension est magjorée par n.

42. Soit A € M,,(K), calculer tr(AE; ;), ou E; ; est une matrice élémentaire (tous les coefficients
nuls sauf celui en position (7, ) qui vaut 1). Montrer que toute forme linéaire sur M,,(IK)
est de la forme 74 : M — tr(AM), ot A est une matrice fixée. On montrera pour cela que
Uapplication A — T4 est un isomorphisme de M,,(K) sur £L(M,(K),K).

Pour tout couple (k,1) € [1,n], le coefficient d’indices (I, k) de la matrice élémentaire E; ;
est 0;,10;.x, olt 0 représente le symbole de Kronecker. Calculons les coeflicients diagonaux de
la matrice-produit AFE; ;:

(AEi,j)kyk = Zak,l (Ei )ik
=1

n
= E 03,1 0,k Q.1
=1

n
= Ok E 01 Ay = Ojk Ok -
=1



n
Donc tr(AE; ;) = Z(Sj,k: Qi = Qi
k=1

Pour toute matrice A € M,,(K), notons 74 ’application de M,,(IK) vers K qui, & toute
matrice M, associe le scalaire 74 (M) = tr(AM). Cette application est linéaire (conséquence
de la linéarité de la trace), c’est donc une forme linéaire sur M, (K), autrement dit un
élément de 'espace vectoriel F = E(./\/ln(]K), ]K) De plus, I'application T : M,,(K) — F,
A — T4 est aussi linéaire: en effet, T\ a4, = A 74 + 1 T puisque, pour tout M € M, (K),

on a
Taxat+pup (M) = tr(()\A + ,uB)M) = Mr(AM) 4+ ptr(BM) = A14(M) + p1p(M) .
Mais T est injective puisque, si A € Ker(T), on a 74 = 0, donc pour toute matrice

M e M,(K), tr(AM) = 0 et en particulier tr(AE; ;) = 0 pour tout couple (i, ), donc
a;; = 0 pour tout couple (7,7) d’apres le calcul fait plus haut, ainsi tous les coefficients de
la matrice A sont nuls et A = 0.

Enfin, les espaces vectoriels de départ et d’arrivée de I'application linéaire 7" ont la méme
dimension n?, donc T est un isomorphisme d’espaces vectoriels. En particulier, T est
surjective, et cela répond a la question posée.

43. Soit F un espace vectoriel de dimension 3, soit u un endomorphisme de E tel que u? = 0.
Montrer qu’il existe un vecteur a € E et une forme linéaire ¢ sur F tels que

Ve e B u(z) = p(x) a .

La relation u o u = 0 se traduit par 'inclusion Im(u) C Ker(u). En posant r = rg(u), on a
alors r < 3 — r, ce qui entraine r < 1.

Sir =0, alors u = 0, et la conclusion est vraie avec a = O et ¢ = 0 par exemple.

Si r = 1, alors Im(u) est une droite vectorielle, notons a un vecteur directeur de cette
droite: Im(u) = Vect(a). Pour tout = de E, il existe alors un unique scalaire ¢(x) tel que
u(z) = p(x) a, ce qui détermine déja une application ¢ de E vers IK. Ensuite, la linéarité
de u entraine la linéarité de ¢, il suffit de I’écrire!

44.a. Soit ¢ une forme linéaire sur M,,(K) telle que
2
V(A B) € (Mo(IK))®  @(AB) = ¢(BA).
Montrer qu’il existe un scalaire A € K tel que ¢ = A tr.
b. Soit f un endomorphisme de M,,(K) tel que f(I,) = I, et
2
(A, B) € (Mn(K)) f(AB) = f(BA).
Montrer que, pour tout M € M, (K), on a tr(f(M)) = tr(M).

a. Utilisons les matrices élémentaires E; ; qui constituent la base canonique de I’espace vectoriel
M, (K). On se rappelle la “regle des dominos”: E; jE,; = 0; 1 E; .



Sii # j, alors o(Ei ;) = p(EiiEi ;) = ¢(Ei;Eii) = ¢(0n) =0.

Pour tout i € [1,n], ¢(Ei;) = ¢(Ei1E1:) = ¢(E1,iEi1) = ¢(E11).

Posons maintenant A = ¢(FE1,1), c’est un scalaire. Si M = (m; ;) est une quelconque

matrice de M, (K), on la décompose dans la base canonique: M = Zmi,jEi’j, ie.
J

M =

n n
=

m; jE; ;. Par linéarité de ¢, les p(E; ;) étant nuls lorsque i # 7, on a

=

19=

p(M) = Zmi,j o(Ei ;) = me o(Bi) = (Zm“> A= Atr(M) .

On a prouvé que ¢ = Atr.

b. De facon analogue, si ’endomorphisme f vérifie I'hypothese énoncée,
sii# j,alors f(E; ;) = f(EiiLij) = f(Ei;jEii) = f(0,) =0, et
pour tout ¢ € [1,n], f(Ei;) = f(Ei1Er:) = f(E1:Ei1) = f(E11).
Mais, par linéarité de f,

fIn) = f(ZEu) = f(Bii)=>_ f(Bi1)=nf(F11),
=1 =1 i=1

1 1
d Eiq1)=—f(I,) = — L.
one f(Er1)=— f(ln) =~
Ensuite, si M = (m; ;) = Z m; jE; j est une matrice de M, (IK), on a, par linéarité de f,
.3
les f(E; ;) étant nuls lorsque i # j,

9 00 = Ymiy (i) = Y omis 5B = (omis) - = T

I,.

On en déduit que Tr(f(M)) =

@ tr(I,) = tr(M).

Remarque. En fait, cet exercice est chelou! La relation (*) obtenue plus haut montre
qu’il existe en fait un et un seul endomorphisme f de M, (KK) vérifiant les conditions

tr(M
H(M) I, pour tout M € M, (K). On en déduit

que f( f(M )) = M pour tout M, donc cet endomorphisme f est un projecteur, c’est plus
précisément le projecteur sur la droite D = Vect(I,,) = Im(f) parallelement & 'hyperplan
H constitué des matrices de trace nulle:

H = Ker(f) = Ker(tr) = {M € M, (K) | tr(M) =0} .

imposées, il est défini par f(M) =

45%*.a. Soient 1, - - -, @, et 1 des formes linéaires sur un espace vectoriel E quelconque. Prouver
I’équivalence

’l/) € VeCt(gola Ty @n) — ﬂ Ker(@k) - Ker(w) .
k=1



On pourra considérer ® : E — K" 2 — &(z) = (1(2), -, on(z),¥(z)).
b. Soit E un IK-espace vectoriel de dimension p, soit (¢1, -+, @) une famille finie de formes

linéaires sur F de rang r, montrer que le sous-espace vectoriel Sy = ﬂ Ker(py) de E est

k=1
de dimension p — r (on pourra procéder par récurrence sur n):

*) : dim ( ﬂ Ker(gok)) =dim(E) —rg(p1, -, on) -
k=1

a. L’implication directe est évidente.

n
Supposons donc ﬂ Ker(pr) C Ker(1)). Considérons Papplication linéaire
k=1

{cb . B — K
T r—)(@l(@f"»@n(m)vw(x)) .

Alors ® n’est pas surjective puisque e,4+1 = (0,---,0,1) & Im(®P). Le sous-espace Im(®) de
K" est alors inclus dans un hyperplan H ne contenant pas e,i1 (soit s le rang de P,
soit (1, +-,€5) une base de Im(®), on compléte la famille libre (1, -+, €s,€nt1) €n une
base (€1, ,E5,Es41,»Ensny1) de K" et alors H = Vect(e1, -+, 66,6541, €n) fera
Vaffaire). Un tel hyperplan admet (dans la base canonique de IK" 1) une équation cartésienne
de la forme a121 + -+ -+ @ Ty + ap11Tn+1 = 0 avec a, 41 # 0 puisque e, 1 € H. L’inclusion
Im(®) C H se traduit par a1¢1(x) + -+ + anpn(z) + ant1?(x) = 0 pour tout z € E, d’ou

la relation ¢ = — (a101 + -+ + anpn), donc ¥ € Vect(p1, -+, vn).

Ap+1
b. Par récurrence sur n.

e Pour n =1:

- si g =0, alors rg ((p1)) = 0 et Ker(p1) = E est de dimension p ;

-si 1 # 0, alors rg ((¢1)) =1 et Ker(p1) est un hyperplan.

Dans les deux cas, la relation (*) est satisfaite.

e Supposons la relation (*) satisfaite pour toute famille de n formes linéaires sur F.

Soit (@1, -+, Pns Pnt1) une famille de n+1 formes linéaires sur E. Posons r = rg(v1, -+, ¢n),

alors le sous-espace V' = ﬂ Ker(py) est de dimension p — 7.

k=1
- sl wpt1 € Vect(p1, -, @n), alors la famille (@1, -+, pn, Pnt1) est aussi de rang r, et
n+1
V C Ker(pny1), done ﬂ Ker(pr) =V N Ker(gpnt1) = V est toujours de dimension p —r.
k=1

- sl ppy1 & Vect(p1, -+, n), alors par la question a., V n’est pas inclus dans Ker(y,11),



n+1
et ﬂ Ker(pg) est alors un sous-espace strict de V', donc de dimension au plus p —r — 1.

k=1
Mais on a aussi, par la formule de Grassmann,

n+1

dim (]Dl Ker(gpk)) = dim(V) + dim (Ker (¢, 11)) — dim (V + Ker(¢n41))

et V + Ker(p,t1) est de dimension au plus p puisque c’est un sous-espace de E, on en
déduit
n+1

dim(DlKer(SOk)) >p-r)+@-1)—-p=p—r—-1,

n+1
donc dim ( ﬂ Ker(<pk)> =p—(r+1).
k=1

Dans les deux cas, la relation (*) est encore satisfaite.

46.a. Soit ¢ une forme linéaire sur M,, (IK). On suppose qu'il existe une matrice élémentaire E; ;,
avec 1 # j, telle que o(E; ;) # 0. Montrer qu'il existe un scalaire o« € K tel que
Lp([n + O(Ei’j) =0.

b. En déduire que tout hyperplan de M,,(IK) contient au moins une matrice inversible.

p(In)

o(Eij)

b. Soit H un hyperplan de M,,(IK), il existe alors une forme linéaire non nulle ¢ sur M,,(IK)
telle que H = Ker(yp).

e Si ¢(E; ;) = 0 pour tout couple (¢, j) € [1, n]? tel que i # 7, alors les matrices élémentaires

a. Par linéarité, (I, + aF; ;) = ¢(I,) + a ¢(E; ;) est nul pour o = —

o 1 --- 1
s 1 0 :
E; ;, avec i # j, sont toutes dans H, donc leur somme M = Z E;,=1. . )
i o
1 -« 1 0

appartient & H. Mais cette matrice M est inversible. En effet, on peut écrire M = J — I,,
olt J est la matrice dont tous les coefficients valent 1. Des relations J?> = nJ et J = M +1,,,
on tire (M + I,,)? =n (M + I,,), puis M? + (2 —n)M + (1 — n)I,, = 0, ce qui montre que

1
M est inversible avec M ! = ] (M + (2—n)I,).
n—
e Sl existe un couple (ig, jo) avec ig # jo tel que @(E;, 4,) # 0, alors il existe un scalaire «

tel que o(I,+aFE;, j,) =0, i.e. tel que I,,+aE;, j, € H d’apres a. Or, la matrice I, +aF;
est inversible puisque (I, + aE;y j,)(In — aEsy j,) = In.

0:Jo

Bilan. Dans les deux cas, on a trouvé une matrice inversible appartenant a I’hyperplan H.




Polynémes d’endomorphismes et de matrices.

1
47. Soit A= | 2
2

N = DN

2
2 |. Vérifier A2 —4A4 — 515 = 0.
1

Déterminer le reste de la division euclidienne de X™ par X? — 4X — 5.

En déduire A™ pour n entier naturel, ainsi que A71.

On vérifie la relation A2 —4A — 5I3 = 0. On dispose donc du polynéme annulateur
P=X?-4X —5= (X +1)(X — 5) pour la matrice A.

Le reste R, de la division euclidienne de X" par P est un polynéme de degré strictement
inférieur a 2, il est donc de la forme R,, = a, X + b, : on écrit alors I'identité de la division
euclidienne sous la forme

X" = (X?—4X -5)Q(X) +anX + b, . *)
En évaluant l'identité (*) pour X = 5 et X = —1 (racines de P), on obtient les deux
équations
—a, + b= (_1)n . an= 76
, d’ou
5an + bp= 5" , _ 55X (1)
" 6

En substituant la matrice A & I'indéterminée X dans la relation (*), et tenant compte de
P(A) = A> —4A — 5I3 = 0, on obtient

5"~ (1), 5" 45 x (<L)

A" = Ry (A) = an A+ bpl3 =
R, (A) =a,A+b,I3 6 6

I3

ou, sous forme de tableau matriciel, et apres quelques simplifications :

) 5" +2 x (—=1)" 5" — (=)™ 5" — (=)™
5" — (=1)" 5T — (=)™ 542 x (—=1)"
1
Enfin, la relation A2 —4A—5I3 =0 se réécrit A- [5(/1— 413)} = I3, donc A est inversible
1 1 -3 2 2
et 14—1:5(14—413):g 2 -3 2
2 2 =3

48. Soient A et B dans M,,(K). On suppose qu'il existe un polynéme P non constant tel que
P(0) # 0, vérifiant AB = P(A). Montrer que la matrice A est inversible. Montrer que les
matrices A et B commutent.



Posons P = ag 4+ a1 X + --- + agX?, avec d € IN* et ag # 0 (P est non constant), ag 7 0
(P(0) # 0). La relation AB = P(A) s’écrit

AB = aol, + a1 A+ -+ agA?,

soit encore I,, = [i (B—ail, —agA—---— adAd_l)} - A, donc A est inversible avec
1 " 1 "
A = — (B-al, —agA— - —agA") = — (B - ZakﬂAk) -
ag ap =0
On peut alors écrire
d—1
B=ag A" + ) ar1A¥ = aA7 + Q(A),
k=0

ott Q est un polynéme. Or, A commute avec son inverse A~!, et commute aussi avec Q(A)
qui est “un polynéme de A”, donc elle commute avec B qui est une combinaison linéaire
des deux. Donc BA = AB = P(A).

49. Soit E un IK-espace vectoriel, soit u un endomorphisme de E. On suppose que u
admet un polynéme annulateur P tel que P(X) = X Q(X) avec Q(0) # 0. Montrer que
FE =Keru & Imu.

Posons Q = ag + a1 X + -+ + an X™, avec ag = Q(0) # 0 et a,, # 0, et procédons par
analyse-synthese.

Analyse : Soit x € E, supposons x = y + z avec y € Keru et z € Imw : il existe donc
t € E tel que z = u(t). Appliquons alors ’endomorphisme Q(u) :

Qu)(z) = Qu)(y) +Qu)(z)

= aoy+aru(y)+- -+ am u"(y) + (Qu) o u)(t)

= aoy+ P(u)(t)

= @y
car y € Keru, et P(u) = uo Q(u) = Q(u) o u est "endomorphisme nul. On a donc
nécessairement y = w Qu)(z) et z =z — a—lo Q(u)(z), ce qui garantit l'unicité de
la décomposition.
Synthése : Soit x € E, posons y = aig Qu)(xz) et z =2a— 1 Q(u)(x). On a bien

ag
x =y + z. Par ailleurs

u(y) = o= (15 Q) () = o P(w)(e) = s
donc y € Ker u. Enfin,
Z=o—— (a0 +ayu() + -+ ap u™ () z—ai (a1 u(z) + -+ ap u™(z)) € Imu,
0 0

ce qui garantit ’existence de la décomposition.




0 1 (0)

50. Soit J = o € M, (R).

-1
(0) 0
Exprimer simplement P(al, + J), pour a € R et P € R[X].

La formule de Taylor polynomiale permet d’écrire

+oo
P®(a) k
e

P(X) =
k=0
cette somme étant nécessairement finie puisque les termes pour k > deg(P) sont nuls. En
substituant a I'indéterminée X la matrice al,, + J, on obtient
N~ PP(a)

k=0 ’

il ne reste donc plus qu’a calculer les matrices J* pour k& € IN. Le lecteur insatiable
s’assurera que les puissances successives de J s’obtiennent en décalant a chaque fois d’un
rang vers la droite la diagonale de 1, jusqu’a J"~' = F; ,, (matrice-élément), puis J" = 0,,
et évidemment J* = 0,, pour tout k > n. Ainsi,

e (n—1) a
Pla) P'la) P2(! ) P(n_l()!>
P(al,+ J) = . P”.(a)
2!
0) Pl
P(a)

51. Soit f : M, (C) — M, (C) définie par f(M) = M + tr(M) I,, pour toute matrice M de

oo

M, (©).

a. Montrer que f est un endomorphisme de I’espace vectoriel M,,(C).
b.
c
d

Déterminer le noyau de f, son rang. L’endomorphisme f est-il bijectif ?

. Prouver la relation f? — (n+2) f+ (n+1) id = 0.

. Déterminer la réciproque f~! de f.

. Facile (résulte de la linéarité de la trace).

. Notons que, si une matrice M appartient au noyau de f, alors M est colinéaire a I,,, on en

déduit I'inclusion Ker f C Vect(I,,). Par ailleurs, f(I,,) = (n+1) I, # 0,. On en déduit que
Ker f = {0,}, donc f est injectif, donc bijectif (dimension finie), c’est un automorphisme
de T’espace vectoriel E = M,,(C). Alors bien siir, rg(f) = dim(E) = n.



c. On calcule

PO = f(M+ (M) L)
F(M) +te(M) f(I,) par linéarité de f
M +tx(M) I, + (n+ 1) tr(M) I,
M+ (n+2)tr(M) I,
= (n+2)(M+tr(M)I,) — (n+1) M
= (n+2) f(M)—(n+1)M.
On a bien obtenu la relation f* — (n+42) f + (n + 1) id = 0. Dit autrement, on a obtenu
un polynoéme annulateur de degré 2.

d. La relation ci-dessus peut s’écrire fo (f — (n+2) id) = —(n+1) id, et ces deux endomor-
phismes commutent, on en déduit que f~! = o) ((n +2)id —f)7 ce qui peut s’écrire
n
tr(M
Y M) =M - H(M) I,, pour toute matrice M € M., (C).

n+1

52. Soit N € M,,(IR) une matrice nilpotente, soit A = I, + N. On admettra que N = 0,,.
a. Montrer que ¢+ /14t admet un développement limité a I’ordre n — 1 au voisinage de 0,

on le notera

Vidt=ag+ait+---+a, 1t" +ot" ).

b. Soit le polynéme R =1+ X — (ag + a1 X + a,_1 X" )% Montrer que le polynéme R est

divisible par X", c’est-a-dire que l'on peut écrire R(X) = X" Q(X), ou @ € R[X] est un
polynome.

c. Montrer qu'il existe au moins une matrice M € M,,(IR) telle que M? = A.

1
d. Chercher M lorquen=3et N=|0 0
0 0

ag

1

Remarque. Le fait que N" = 0,, est classique et peut se démontrer comme suit: si on
appelle p 'indice de nilpotence de la matrice N, c’est-a-dire le plus petit entier k pour lequel
N* =0, on a alors NP~! # 0, et NP = 0,, et il existe un vecteur Xy € M,, ;(IR) ~ R"
tel que NP~1X, # 0, on montre alors que la famille de vecteurs (X07NX0, . -7Np_1XO)
est libre dans IR™ et, comme elle est de cardinal p, cela entraine p < n, donc N" = 0,,.

a. La fonction f : ¢t — 1+t est de classe C* sur | — 1,+o00[ donc, d’apres la formule de

Taylor-Young, admet un développement limité a tout ordre au voisinage de zéro.

Remarque. On a ag = 1 et, pour k > 1,

1 1/1 1 1 (—1)k-1 (1)1 (2k — 2)!
= - ff1)(ff3>m(ffk 1):71 3x - x(2k—3) = .

2 > g T XX xR =8) = S e =)

b. Le cours de “Sup” nous dit que, si deux fonctions u et v admettent au voisinage de 0
des développements limités & 1’ordre n — 1 s’écrivant respectivement u(t) = U(t) +o(t" 1)




et v(t) = V(t) +o(t" 1) avec U et V deux polynémes de IR,,_1[X] (ce sont les “parties
régulieres” de ces développements limités), alors la fonction produit wv admet un DL a
Pordre n — 1 dont la partie réguliere W est le polyndéme UV tronqué & ordre n — 1 (on
ne conserve que les termes de degré inférieur ou égal & n — 1). Soit alors le polynome
F=ay4+ a1 X+ +a, 1 X" (partie réguliere du DL & I'ordre n — 1 de f : t — /1 + 1),
la partie réguliere du DL & Pordre n — 1 de f2 : t — 1+t est alors le polynéme F? tronqué
a l'ordre n — 1, mais cette partie réguliere est aussi évidemment le polynome 1 + X. Cela
signifie que le polynome différence 1+ X — F? ne comporte que des termes de degré supérieur
ou égal a n, ce qu’il fallait démontrer.

c. Posons M = F(N) =ag I, +ay N+ ---+a,_1N" ' alors R(N)=N"Q(N) =0, et
aussi

0,=R(N)=I,+N—(agl,+a1 N+ +a,_1N" 2 =A-F(N)?=A4A-M?,
on a donc montré I'existence d’au moins une racine carrée de la matrice A = I,, + N.
d. Dans cet exemple, n = 3, la partie réguliere du DL de \ﬂl +t) alordren — 1 = 2 est

1 11
1 1
F:1+§X7§X2.Uneracinecarréedelamatrice A=I3+N=10 1 1| estdonc

0 0 1

1 1 3

2 8

M=F(N)=1I 1N 1N2— 1

—()—3+§—§—01,

2

1

0 0



