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PROBLEME 1

1. Ce sont des démonstrations de cours, relire le cours de math!
2. L’ensemble C(f) est non vide (0. gy € C(f)) et stable par combinaison linéaire : si g € C(f)

et h € C(f), si a et 8 sont des scalaires, alors
(ag+pBh)o f=algof)+pB(hof)=a(fog)+p(foh)=fo(ag+Bh),
donc ag + Sh € C(f). Donc C(f) est un sous-espace vectoriel de L(E).

Bien siir, on montre de la méme fagon que, si A est une matrice carrée d’ordre n, alors
C(A) est un sous-espace vectoriel de M, (IK).

. On calcule (DA); ; =ia;; et (AD);; = ja;;. Comme D € C(A) par hypothése, on a

DA = AD donc (i —j)a; ; = 0 pour tout couple (4, 5) € [1,n]?. Lorsque i # j, cela entraine

a;ij = 0: les coefficients de A non situés sur la diagonale sont nuls. Donc A est une matrice
n

diagonale, A = diag(a1,1, -+, ann), ce que on peut écrire aussi A = E ai i B ;.

=1

. En jouant aux dominos avec les matrices élémentaires, on a

n n
AE, ;= E aiBi;Evy=ainE; et B A= § aiibh By =aj;Eq ;.
=1 =1

. Par hypothese, E; ; € C(A), donc AE, ; = E4 ;A, on en déduit I'égalité a; ; = a1,1 et ceci

pour tout j € [1,n], les coefficients de la diagonale de A sont tous égaux, donc A est une
matrice scalaire: A = a; 11,

. En interprétant en termes d’endomorphismes le résultat du c., on déduit que les endomor-

phismes de F commutant avec tous les endomorphismes sont ceux de la forme Aidg avec
A € K, autrement dit les homothéties.

. C’est une démonstration de cours, relire le cours de math! (procéder par analyse-synthese).

. Un endomorphisme g de E commute avec p si et seulement si les sous-espaces Imp

et Kerp sont stables par g : en effet, la condition est nécessaire d’apres la question 1.
Réciproquement, supposons Im p et Kerp stables par g ; alors, si x € F se décompose en
x=y+zavecy € Imp et z € Kerp, on a p(z) = p(y) =y, puis g(p(x)) = ¢(y) tandis que
p(9(x)) =p(9(v) +p(9(2)) = p(9(y)) = 9(y) car g(z) € Kerp, g(y) € Imp et les éléments
de Imp sont invariants par p qui est un projecteur. Finalement, (p o g)(x) = (g o p)(x).

Or, les endomorphismes stabilisant les sous-espaces Imp et Kerp sont caractérisés
par le fait que leur matrice dans une base adaptée a la décomposition en somme directe

E = Imp & Kerp est diagonale par blocs, de la forme (61 1%)7 avec A € M, (K) et
D e M, _(K).

. L’espace vectoriel C(p) est isomorphe au produit cartésien M, (IK) x M,,_,(K), donc

dim C(p) = r* + (n —7)?

(il y a 7% 4 (n — 7)? coefficients & déterminer pour “remplir” une telle matrice).

. Soit 29 € F tel que f" !(xg) # Og (un tel vecteur existe). Raisonnons par 1’absurde :

si la famille B était liée, il existerait des scalaires Ag, A1, ---, Ap_1 non tous nuls tels
n—1

que Z/\i f(z0) = O, posons alors & = min{i € [0,n — 1] | \; # 0}. On a en fait
i=0

n—1

Z Xi fi(z0) = O ; en appliquant f"~ 1% & chaque membre, on obtient A, f" 1(x) = 0p
i=k



d’olt A\ = 0 puisque f" '(z() n’est pas le vecteur nul, et cela contredit la définition de
I’entier k. Ce raisonnement prouve que la famille B est libre ; ¢’est donc une base de FE car
elle est constituée de n vecteurs.

o o o0 --- 0
1 0 : ne1
b. A= MatB(f) = 0 1 0 = E271 —+ E3’2 —+ -+ Envnfl = Z Ei+1,i~
: T “. T, . =1
o --- 0 1 0

c. En jouant aux dominos avec les matrices élémentaires (ou, mieux encore, en recherchant

n—k
I'image par f* de chaque vecteur fI(x0) de la base B), on obtient AF = Z E;yy,:, avec

i=1
n

0 <k <n-—1":en détaillant plus, on part de A° = I,, = Z E; ;, et chaque incrémentation
i=1
de I'exposant k décale vers le bas (ou vers la gauche) la diagonale de 1, jusqu’a Al = N1
On a bien sir A" = 0,,, puis A* = 0,, pour tout entier k tel que k > n.
d. Raisonnons par ’absurde : si la famille (In,A,AQ, .- -,A”_l) était liée, il existerait des
n—1
scalaires Ag, A1, ---, Ap_1 non tous nuls tels que Z X A =0, (relation de dépendance
i=0
lindaire). On retrouverait alors la méme relation de dépendance linéaire entre les endomor-

n—1
phismes idg, f, f2, ---, f*71, soit Z)‘i f* = 0. En appliquant cela au vecteur zg, on
i=0
n—1 '
déduirait Z Ai fY(x0) = 0g, donc une relation de dépendance linéaire entre les vecteurs
i=0
zo, f(zo), -+, f"H(x0), et cela contredit la question 5.a.
e. L’inclusion Vect(idg, f, f2,---, f* 1) € C(f) est évidente : tout “polynéme de I’endomor-
phisme f” commute avec f. Réciproquement, soit g un endomorphisme de F commutant
avec f, soit M = (m;;) la matrice de g dans la base B, on doit alors avoir MA = AM. Or,

m m m 0 0 0 e 0 0
1,2 1,3 1,n
' 0 min miz2 T min—1 min
ma2 M23 -+ M2n
MA= et AM = ma1 M22  + M2p-1 ma.n
Mp2 Mnp3 ot Mpn 0
Mp—-11 Mp—-12 *°° Mp_1n-1 Mp—1n

(multiplier par A & droite décale les colonnes vers la gauche, multiplier par A & gauche

décale les lignes vers le bas). L’égalité M A = AM est alors vraie si et seulement si
mig=mi3=-"+=m1, =0
M1y =Map="""=Mmu_1,, =0 . L’'examen de ces conditions montre que la ma-

V(i j) € [L,n —1]? Myit1,j4+1 = My j
trice M doit étre de la forme M = \glp,+ A+ +X,_1 A", donc M € Vect(I,, A, A2 A”_l),



autrement dit C'(A) = Vect(I,, A, A%,--- A" 1), ce qui est la traduction matricielle de
C(f) = Vect(idg, f, f2,---, f*1). La famille (I,,, A, A ---, A"~!) étant libre dans M,,(IR),
il en est de méme de la famille (idg, f, f2,---, f*~') dans £L(E) qui est donc de rang n (égal
a son cardinal), donc dim C(f) = dim C(4) = n.

6. Cas d’une matrice triangulaire supérieure.

a. Il est immédiat que les ensembles T, et 7, sont non vides (ils contiennent la matrice nulle)
et stables par combinaisons linéaires. Pour construire une matrice triangulaire supérieure

1 -1
d’ordre n, il faut choisir M coefficients arbitraires, et seulement % si 'on
impose que les coefficients diagonaux sont nuls.
Donc 1 -1
dim(7;,) = ”(”T*) ot dim(TY) = % .

On peut aussi dire qu'une base de 7, est la famille (E; ;)1<i<j<n, alors qu’une base de 7,
est la famille (E; j)1<i<j<n, et dénombrer les éléments de ces deux familles de matrices.
b. Soient A = (a; ;) et B = (b;;) deux matrices appartenant & 7,, on a donc a;; nul des
que i > j, et b, nul dés que j > k. Soit C = (¢;;) = AB. On connait la formule

n

Cif = Zai’jbj,k pour tout couple (i,k) € [1,n]?. Sii > k, alors pour tout indice j, on a
j=1

i > jouj > k (par contraposition, si i < j et j < k, par transitivité de la relation d’ordre,

on a i < k), 'un au moins des deux coefficients a; ; ou b, est donc nul, donc a; ;b = 0

pour tout j, puis ¢; ;; = 0. La matrice C = AB appartient donc aussi & 7,,. L’ensemble 7,

est donc stable par produit.

Remarque. On pouvait aussi raisonner en termes de sous-espaces stables par les endomor-
phismes de IK" canoniqguement associés.

c. La linéarité de ¢ est une simple formalité. Notons que Ker(ypr) = C(T).

Si M € T, alors les matrices TM et MT appartiennent aussi a 7, par la question précédente
(puisque T € T,), puis o (M) = TM — MT € T,. Le sous-espace T, est donc stable par
I’endomorphisme .

d. Soit M = (m; ;) € T,. Posons T = (t; ;). On sait déja que ¢p(M) € T,. De plus, le
coefficient d’indices (7,¢) du produit TM vaut ¢; ;m;;, et celui du produit MT aussi. Donc
les coefficients diagonaux de la matrice o7 (M) = TM — MT sont nuls. Donc or(T,) C 7,7

e. Notons ¢ = <PT‘7— la restriction de I’endomorphisme @7 au sous-espace T,,, appliquons-lui
le théoréme du rang:

dim(7;,) = dim (Im(y7)) + dim(Ker ¢7) .

Or, Im(¢1) = o1 (Tn) C 7,5, et Ker(vr) =T, N Ker(pr) C Ker(epr) = C(T). Donc

"D — i) < i) +aim (o) = " 4 aim (0m)
puis dim (C(T)) > nn+1) nmn-1) "

2 2
f. Si M € M, (K) est trigonalisable, alors on peut écrive M = PTP~' avec T € T, et
P € GL,(K). Soit alors N € M, (K). On a



NeCM) <= NM=MN <= NPTP'=PTP'N
< P !'NPT=TP'NP
— P'NPcO(T).

U +~— pPUPY
un automorphisme de Iespace vectoriel M,,(IK), elle conserve donc les dimensions. Or, elle
envoie C(T) sur C(M), i.e. C(M) = 60(C(T)), donc dim (C(M)) = dim (C(T)) > n.
Remarque. Nous verrons prochainement que, lorsque IK = C, toute matrice de M,,(C)
est trigonalisable.

Introduisons ’application 6 : Cette application 0 est clairement

PROBLEME 2

PARTIE A. Définition d’une suite de polyndémes

l.a. La linéarité de A,, est immédiate ; de plus, si P € IR,,[X], alors le polyndéme A, (P) est de
degré au plus n — 1 (on vérifie que les termes en X" s’annihilent), donc A, (P) € R,,—1[X],
et a fortiori, A,(P) € R,[X]. Finalement, A, est bien un endomorphisme de 1’espace
vectoriel IR, [X].

b. On a Ker(A,) = Ro[X] =~ IR : en effet, il est immédiat que tout polynéme P constant
vérifie A, (P) = 0. Réciproquement, si un polynéme P appartient & Ker(4,,), alors la
fonction polynomiale associée a P est 1-périodique, on a donc P(k) = P(0) pour tout k
entier naturel, donc le polynéme @ = P — P(0) admet une infinité de racines, donc Q = 0
et P = P(0) : P est un polynéme constant.

c. On a donc dim(Ker A,,) =1 ; le théoréme du rang montre alors que
dim(ImA,) = dim (R,[X]) =1 = (n+1) = 1 =n =dim (R, —1[X]) .

Par ailleurs, on a noté en a. que Im(A,) C IR,,—1[X]. Avec une inclusion et 1’égalité des
dimensions, on conclut que Im(A,,) = IR,,—1[X].

n—1

2. Comme =1 € R,—1[X] =Im(A,), on déduit de 1.c. qu’il existe au moins un polynoéme
n—1)!
anl
Qo € R, [X] tel que A, (Qo) = W De 1.b., on déduit alors que les polynémes @Q de
n—1)!
n—1

R, [X] vérifiant A, (Q) = sont exactement les polynomes @ = Qo + C, ou C' est

(n—1)!

1
une constante réelle. Enfin, la condition / Q(t)dt = 0 détermine entierement la constante
0

1
C, puisqu’elle impose C' = — Qo(t) dt. On a donc l'existence et 'unicité d’un polynéme
0
Q@ de R, [X] (que nous noterons désormais B,,) tel que
anl 1

=1 et ; Qt)dt=0.

QX +1)-Q(X) =



anl

Remarque. L’équation (E): Q(X +1)—-Q(X) = ot I'inconnue est le polynéme

(n—1)V
anl
Q@ de IR, [X], est une équation linéaire puisqu’elle peut s’écrire A, (Q) = W ol A,
n—1)!
n—1
est une application linéaire. Comme le second membre D appartient & Im(A,,), cette
n—1)!

équation est compatible, i.e. admet des solutions. On obtient alors toutes les solutions de
(E) en ajoutant & une solution particuliere Qq la solution générale de I’équation homogene
associée (i.e. un élément de Ker(A,,), donc un polyndéme constant).

Les polynoémes B,, introduits ici sont les polynémes de Bernoulli.
|: anl

3. Pour n > 2, ona B,(1) — B,(0) = O]
n—1)!

} = 0 car 'exposant n — 1 est strictement
positif. X=0
4. ¢ Pour n = 1, on doit avoir By € IRy[X], soit B; = aX + b. Les conditions imposées par la
1 1
question 2. donnent a =1 et b = —3 donc By = X — 3 ona bien B} =1 = By.

e Pour n > 2, en dérivant formellement la relation de définition de la question 2., on obtient
Xn72
(n—2)!"

B, (X +1) = B,(X) =

1
De plus, B;, € R,,—1[X] et / B/,(t) dt = B, (1) — B,(0) = 0 d’apres 3. Le polynome
0

dérivé B, vérifie toutes les conditions imposées au polynoéme B,,_1 ; 'unicité d’un polynome
vérifiant ces conditions (question 2.) permet alors d’affirmer que B], = B,,_1.

1
5.a. On a obtenu B;(X) =X — 3 a la question précédente.

X? X !
Continuons : B) = By donc By = -5 3 + b avec b réel. La condition / By(t)dt =0
0
. 1 . . X2 X 1
fournit b = 13’ d’ott le polynéme By = 5 5 + T
3 X2
b. Continuons, c’est rigolo! De la méme facon, on obtient B3 = % "1 + ' et
X+ x3  x? 1
Bi=—r——F+—%5— 5

24 12 24 720°
6. Posons C,(X) = (-1)" B,(1 — X), alors C,, € R,[X]. Si Pon montre que le polynéme C,
vérifie la propriété de définition de la question 2., alors par unicité on déduira que C,, = B,,.
Or,
Co(X+1)=Cp(X) = (=1)"Bu(—X)—(-1)" Ba(1 - X)
= (-)" " (By(-X +1) - B,(—X))
-X n—1 Xn—l
— (_1)71—1 ( ) _ .
(n—1)! (n—1)!




1 1 1
Puis / Cp(t)dt = (-1)" / B,(1-t)dt = (-1)" / B, (u)du = 0. Par unicité, C,, = B,
0 0 0
ce qu’il fallait prouver.
1 1
oo == 1 = — = = —_— = = ——
Ta.bp=1,0 5 02=15,03=0,b 0
b. Pour n > 3 impair, on a B, (0) = B, (1) d’apreés 3., mézossi B, (0) = C,(0) = (—=1)" B, (1) =
—B,(1), donc b, = B,(0) = 0.

Les nombres b,, sont les nombres de Bernoulli.

PARTIE B. Application aux séries de Riemann

La fonction notée ¢ dans I’énoncé est la fonction zéta de Riemann.

1
8. Pour z > 0, la suite <> est décroissante et tend vers 0 donc, par le théoreme des séries
keIN*

kT
. - (=D+t s . .
alternées, la série Z BT est convergente, d’ou I'existence de (). Considérons main-
+o00 (_1)]@71
tenant w(2m) = Z “am On a d’une part, en séparant les termes d’indices pairs et

k=1
ceux d’indices impairs dans ¢(2m):

too g +o0 1 ¢(2m) I= 1
¢(2m) = Z (2p)2m + Z (2p + 1)2m - 4m + Z (2p +1)2m ’

p=1 p=0 p=0
X1 4m 1
d’ot on tire pgo G T = am ¢(2m), et d’autre part
“+o0 “+o0
1 1 4m —1 1 4m —2
u(2m) = _ T omy - L cem =2 com) .
pz::o (2p + 1)2 ,; (2p)2 4 4 4
9. On peut remarquer que 1+ 2 Zcos(2k7rt) = Z cos(2knt) = Re ( Z ei%”t). Or,
k=1 k=—n k=—n
n 2n ;
i2km —i2nm 27 —i2nm (6127rt)2n+1 -1
Z 62k to— ¢ 2nmt 2(62 t)k: = ¢ 2nmt e
k=—n k=0

6i(2n+1)7rt (ei(2n+1)7rt _ efi(2n+1)7rt)

— e*i2n7rt

eimt (eiﬂ't _ e—iﬂt)
2i sin ((2n + 1)7t)  sin ((2n 4 1)nt)
2i sin(7t) N sin(rt)

(c’est donc un nombre réel). On en déduit la réponse attendue.

10.a La fonction g admet en 0 le développement limité & ordre un : g(t) = ¢'(0) t + o(t), tandis

g'(0) g'(0)

que sin7t = 7t + o(t). Il en résulte que }in% p(t) = : on posera donc (0) =
— ™



et, ainsi prolongée, la fonction ¢ est continue sur [0, 1] et de classe C' (et méme C?) sur
]0, 1. Pour montrer qu’elle est de classe C* sur [0, 1[, il suffit de montrer que sa dérivée ¢’
(a priori définie sur ]0,1[ ) admet une limite finie en 0 (théoréme de la limite de la dérivée) ;

'(t) sinwt — 7 g(t) cosmt
g 9(t) . Le dénominateur est équivalent & 72 ¢ et

or, sur 10,1, ¢/ () =

sin?(7t)
le numérateur N (¢) admet pour développement limité & l’olgdée deux :
N(t) = [g'(O) +g"(0)t + o(t)} [mt + o(tz)} — [g’(()) t+ QT() 2+ o(tz)} {1 + o(t)} ,

puisque ¢g(0) = 0, d’olt
N(t) =5 g"(0) £ +o(t?) .

2
g"(0)
2

1 ’ g"(0)
. Donc ¢ est de classe C* sur [0,1] avec ¢'(0) =
™

27

b. La fonction g, : t + Boy(t) — bay, est de classe C* sur [0,1] et vérifie g,,,(0) = 0. En
appliquant la question précédente, on déduit que ¢, est prolongeable en une fonction de
classe C* sur [0,1[. De la question 6., on déduit que la fonction ¢,, possede la propriété de
symétrie @, (1 —t) = @ (t) ; on peut donc aussi la prolonger en une fonction de classe C*
sur [0, 1].

11. Pour X\ > 0, une intégration par parties donne

Finalement, lim ¢ (t) =
t—0

1 1
0 1 A1
/ f(t) sin/\tdt:f( ) _ f() cos +f/ f/(t) cos At dt .
0 A A A Jo
En notant M = max |f'(¢)| (bien défini d’apres le théoréme des bornes atteintes car f’ est

tel0,1]
continue sur le segment [0, 1]), on a alors la majoration

[ s < MOLE 00
0 A ’
1
qui prouve que lim f(t) sinAtdt = 0.
A——+oo 0

Remarque. Le résultat de cette question est le théoréme de Riemann-Lebesgue.

<

12. Pour k € IN* et n > 3, deux intégrations par parties donnent

1 1
Lnon — / Bo_(t) cos(2knt) dt = / BI(#) cos(2knt) dt
0 0
1
= 2k7r/ B! (t) sin(2kwt)dt  car B.,(0) = B.(1)
0

1

= —4k?n? / B, (t) cos(2knt) dt
0

= _4k527r21n,k7

I,
ou encore Vk € IN* Vn € IN* Lyio k= 774]{:2’]“2. Les nombres I, ;; se calculent donc
T

1
1
de proche en proche : de I ; = / (t — 2) cos(2knt) dt = 0, on déduit que Iopi1 6 =0
0



1 /42
t t 1
pour tout p € IN ; de I, = / ( - —+ > cos(2kmxt) dt on déduit que
0

(-1

Vp S ]N>’< IQp,k = m .

13.a. En utilisant le calcul de la question 9., on peut écrire

/0 ©m(t) sin ((2n+ 1)7wt) dt = /0 ©m(t) sin(mt) dt + 2 ,;/0 ©m(t) sin(mt) cos(2kmt) dt

1 n 1
/ B (t) dt — by +2 > / Bom(t) cos(2knt) dt
0 k=1 0
n 1
—2 ba, Z/ cos(2kmnt) dt
k=170

n
2 ZIQm,k - b2m )
k=1

donc
1 -1 -1 n
. _ (=)™ =™ 1
/O (pm(t) S ((2n + 1)7Tt) dt =2 Z (4]{;27]'2)7” — b2m =2 W k;27”« — me .
k=1 k=1
1
Mais, ¢, étant C' sur [0,1] (question 10.b.), on a lirf ©m(t) sin(2n + 1)t dt = 0
n—+00 0
(question 11.). En faisant tendre n vers +o0, on obtient donc
+00 1
<(2m) — W — (_l)mfl 22m71 7_(_Qm bgm .
k=1
= 9 w2
b. Avec m =1, 0n a ((2) = — =27"by = —
k2 6
k=1
+oo 4
1
Avecm =2, 0ona((4) = ﬁ:_8W4b4:g()'
k=1
En utilisant 8. on obtient p(2) = - ¢(2) = T et (4) = < ¢(4) = (i
c. En utilisant 8. on obtient x(2) = 3 =15 ot K g =720



