
EXERCICES sur les DÉTERMINANTS PSI2 2023-2024

Calculs de déterminants.

1. Calculer les déterminants d’ordre n :
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2. Calculer Dn =
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résultat à l’aide du nombre Hn =
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3. Soient a1, a2, . . ., an, b, c des réels avec b 6= c. Montrer que le déterminant
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est une fonction affine du réel x. En déduire la valeur de D(0).

4. Soit la matrice A = (ai,j)0≤i,j≤n ∈Mn+1(IR), avec ai,j =

(
i+ j
i

)
. Calculer det(A).

5. Calculer le déterminant d’ordre n :
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Exercices théoriques.

6. Soit A ∈ Mn(IK). Soit ϕA l’endomorphisme de Mn(IK) défini par M 7→ AM . Calculer la
trace et le déterminant de ϕA.

7. Soit A =


a b c d
−b a −d c
−c d a −b
−d −c b a

 ∈M4(IR).

a. Calculer AA>. En déduire det(A).

b*. Soient n et p deux entiers naturels. On suppose que n et p peuvent chacun s’écrire comme
une somme de quatre carrés d’entiers naturels. Montrer que l’entier np est aussi somme de
quatre carrés d’entiers naturels.



8. Soient A ∈ Mn(IR) et B ∈ Mn(IR) deux matrices réelles. On suppose que A et B sont
semblables sur C:

∃P ∈ GLn(C) PA = BP .

En décomposant P en P = Q+ iR, où Q et R sont des matrices réelles, et en considérant
l’application f : λ 7→ det(Q+ λR), montrer que A et B sont semblables sur IR, i.e.

∃S ∈ GLn(IR) SA = BS .

9. Dans l’espace E = IR3, montrer que quatre points A, B, C, D sont coplanaires (appartiennent

à un même “plan affine”) si et seulement si le déterminant

∣∣∣∣∣∣∣
1 xA yA zA
1 xB yB zB
1 xC yC zC
1 xD yD zD

∣∣∣∣∣∣∣ est nul.

Déterminants de Vandermonde et assimilés.

10. Soient a0, a1, . . ., an des éléments de IK deux à deux distincts. Montrer que la famille de
polynômes (P0, P1, . . . , Pn) où, pour tout i ∈ [[0, n]], Pi(X) = (X + ai)

n, est une base de
IKn[X]. On pourra utiliser un déterminant de Vandermonde.

11*. Déterminants de Cauchy et de Hilbert

On considère des réels a1, · · ·, an et b1, · · ·, bn. On suppose que, pour tout (i, j) ∈ [[1, n]]2,

on a ai + bj 6= 0. Soit la matrice C = (ci,j) ∈ Mn(IR), avec ci,j =
1

ai + bj
. Calculer le

déterminant de la matrice C. On pourra commencer par effectuer les opérations élémentaires
sur les colonnes Cj ← Cj − Cn, avec 1 ≤ j ≤ n− 1. Calculer en particulier le déterminant

de H = (hi,j) ∈Mn(IR) avec hi,j =
1

i+ j
.

Déterminants de matrices par blocs.

12. Soient A ∈ Mn(IK), B ∈ Mn,p(IK), C ∈ Mp,n(IK), D ∈ Mp(IK) des matrices. On suppose

que A est inversible. On pose M =

(
A B
C D

)
∈Mn+p(IK). Montrer que

detM = detA · det(D − CA−1B) .

13. Soit A ∈Mn(IR), soit M =

(
In A
A In

)
∈M2n(IR). À quelle condition la matrice M est-elle

inversible ? Donner son inverse si c’est possible.

14. Soient u et v deux endomorphismes d’un IK-espace vectoriel E de dimension finie n.
On suppose que u et v commutent, et que v est nilpotent. On souhaite montrer par
récurrence sur l’entier n la propriété det(u+ v) = det(u).

a. Traiter le cas n = 1.

b. Pour n ≥ 2 et v 6= 0, former les matrices de u et de v dans une base de E adaptée à Im(v).

c. Conclure en appliquant l’hypothèse de récurrence aux endomorphismes induits par u et v
sur Im(v).


