EX

ERCICES sur les SUITES et SERIES de FONCTIONS PSI2 2023-2024

Suites de fonctions. Etudes d’exemples.

1. On considere la suite de fonctions (f,,) définies sur [0,1] par f,(z) =n?z (1 —2)".

a
b

¢]

o

. Pour tout n € IN*, étudier les variations de la fonction f,, sur l'intervalle [0, 1].

. Etudier la convergence (simple, uniforme) de la suite (f,,) sur [0, 1].

1 1
-1- ] — M ?
. A-t-on ngrfoo/o fn(z) dz /0 (ngrfoo fn(x)> dz 7

. Montrer que, pour tout « €]0,1[, il y a convergence uniforme de la suite (f,,) sur le segment
[a, 1].

a. On calcule f)(z) = n*(1 —z)""' (1 — (n+ 1)z), on en déduit que f, est croissante sur

e

1
[0, vy ], puis décroissante sur [, 1] avec a;, = R et d’autre part f,(0) = f,(1) = 0.
n
Dresser un tableau de variations!

. Pour tout z € [0,1], on a liIJIrl fn(x) = 0, c’est évident pour x = 0 et z = 1, et pour
n—-+0oo

x €]0,1[, on le voit en tranformant l'expression avec exponentielles et logarithmes. Il y a
donc convergence simple de la suite de fonctions (f,,) vers la fonction nulle sur [0, 1]
2

. 1 n 1\~ o
Mais ”fn”oo _le[lol?l] fn(x) _fn(m) = n+1(1+g) n—>_+><>o +00, 1lnyad0nc

pas convergence uniforme sur [0, 1]. . On observe sur le schéma une “bosse grimpante”.

En posant par exemple le changement de variable ¢ = 1 — x, on obtient que

1 2 1
n .
/0 fa(t)dt = CEDICED) ST 1, alors que /0 (nll)rfoo fn(a:)> dz =0.

. Fixons a €]0,1[. Comme lim =0, on aura < « & partir d’un certain rang N.
n—toon + 1 n
Pour n > N, la fonction f,, est alors positive et décroissante sur le segment S = [«, 1], donc
Vn>N  |fullec,s = sup|fu(@)| = fule) — = 03
zeS n—-4oo

il y a donc convergence uniforme sur S.




2. Etudier la convergence uniforme de la suite de fonctions (f,,) définies sur IRy par

DR

De lencadrement 0 < f,(x) < %, on déduit la convergence simple de la suite de fonctions
(fn) vers la fonction nulle sur IR ..
Ensuite, on fait I’étude de la fonction f, sur R4 ; elle est dérivable avec
£ (z) = 1 (Q+a2") —axnz" ! _ 1= (n—1)z"
" n (14 2m)2 n (14 2m)?2
1
vn—1

positive sur IR avec f,,(0) =0,

Pour n > 2, posons z,, = . On a alors f,(z) >0 <= 0 <x < z,. De plus, f, est

Er}rloo fn(x) =0, donc
1
Yn —1 n—1 1

x

n—1
1 -1 In(n—1) 1 ,
Or, =e " — 1, donc ||full.o ~  — et, en conséquence,
Yn —1 n——+oo n—+oo N

lirJrrl I fnllco = 0, la suite de fonctions (f,) converge donc uniformément vers la fonction
— 400

nulle sur IR .
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. On pose fp(x) =cos(ze

. Montrer I'inégalité Vu € IR 0<1—cosu < |ul.

_mz) pour x € R et n € IN. Etudier la convergence simple, puis

uniforme, de la suite de fonctions (f,,) sur R.

. On a toujours 1 —cosu > 0 ; d’autre part, en appliquant l'inégalité des accroissements finis

a la fonction cos sur le segment S = [0, u] ou [u, 0], on a

1 —cosu = |cosu—cos0 < |u] ~rtnasx\sint| <ul .
€

. Pour tout réel z, on a lim z e = 0, donc lirf fn(x) = 1 : la suite de fonctions
n—-+0oo

n—-+oo
(fn) converge simplement sur IR vers la fonction constante de valeur 1.

En utilisant a., ona Ve € R |fu(z) =1 =1— f,(z) < |z e’
Une petite étude de fonction montre que la fonction g, : © — |z e_""”Q, qui est paire, admet
pour maximum le nombre
1 1
lgnlloo = g (=) = ==

V2n 2en

Des inégalités ci-dessus, on déduit [|fn, — 1llcc < ||gnloo " 0, donc la suite de
n——+oo

fonctions (f,) converge uniformément sur IR vers la fonction constante 1.

w

4. Soit la fonction ¢ : & — 22(1 — z). Pour tout n € IN, on pose f,, = ¢" = pogpo---0p

(n facteurs, la fonction f,, est 'itérée n-iéme de ). Montrer que la suite de fonctions
(fn) converge simplement sur I =]0,1[ vers une fonction f que l'on précisera. Soit un réel

1
ac |0, 3| montrer que la convergence est uniforme sur le segment J = [a, 1—a]. On essaiera

de préciser les images itérées de ce segment J, c’est-a-dire les ensembles f,(J) = " (J).

e Soit x €]0, 1] fixé, on étudie la suite récurrente (z,,) définie par xy = z et, pour tout n,
Tnt1 = @(xn) = 22, (1 — x,). Pour cela, on étudie la fonction ¢ : z — 2x(1 — z) sur [0,1] :
on constate que cet intervalle est stable par ¢, que ¢ admet deux points fixes qui sont 0

1 1 1 1
et ok que go(b, 1}) = [O, 5} tandis que le segment J = [O, 5} est stable par ¢ et enfin



que lon a p(z) > x sur J (courbe au-dessus de la bissectrice). De tout cela 'on déduit que
x, € J pour n > 1, que la suite (z,,) est croissante & partir du rang 1, comme elle est

majorée par 5 elle est donc convergente, sa limite ne peut étre 0 puisque z; > 0 donc on a

1
hrf T, = 2 puisque la limite doit étre un point fixe de ¢. Résumons : on a prouvé que,
n—-+oo

1
pour tout = €10,1[, on a 11r+n fulz) = 3 la suite de fonctions (f,) converge donc
n—-+0o0

1
simplement sur l'intervalle ouvert I =]0, 1] vers la fonction constante 3
e La fonction ¢ vérifie la relation ¢(1 — ) = p(z) (symétrie de la courbe représentative
par rapport a ’axe d’équation x = 5), et elle est croissante sur [0, 5} ; on en déduit que, si
on pose J = [a,1—a] avec 0 < a < 3 (segment symétrique par rapport & la valeur 5), on a
1 1
f1(0) = ¢(J) = [pla), 5] puis, pour tout n € IN*, fu(J) = ¢7(J) = [¢*"(a), 5 |. Comme

nngr:oow "(a) = nkrfoo fnla) = 5 (¢f. étude de la convergence simple ci-dessus), on déduit

1
la convergence uniforme de la suite de fonctions (f,,) vers la fonction constante 5 sur J:

en effet, 1 1
rgg} fn( ) 5 - 5 B (pon(a) n:)w 0.
05
0.4
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02-
011
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5. Pour n € IN* et z € IR*, on pose f,(z) = 2* sin ( ) On pose aussi f,,(0) = 0.

b.

a. Etudier la convergence uniforme de la suite (frn) sur R.
a

Etudier la convergence uniforme de (f,,) sur [—a, a], avec a > 0.



a. Pour tout z réel (nul ou non), on a facilement HIE fn(x) = 0, la suite (f,) converge
n—-+oo

donc simplement sur IR vers la fonction nulle. Les fonctions f, ne sont pas bornées sur IR

332

. % , T .
puisque, pour n € IN* fixé, on a f,(z) e m T et donc ll)a[_l fn(x) = +00. La
xr oo xT o0

convergence de la suite (f,,) vers 0 ne peut donc pas étre uniforme sur IR.
b. En utilisant 'inégalité usuelle |sin(z)| < |z|, pour z € S = [~a,a], on a
1

| f(z) = 0] < r?—— = J=l < a (majoration uniforme) ,

donc || fnlleo.s < g, puis 11111 || frlloo,s = 0. La convergence de la suite (f,) vers 0 est
n — 400

donc uniforme sur [—a,al, elle est donc uniforme sur tout segment de IR (puisque tout
segment de IR peut étre inclus dans un segment de la forme [—a, a]).

Suites de fonctions. Exercices théoriques.

6. On suppose qu'une suite de fonctions (f,) de [a,b] vers IR converge uniformément vers
f i [a,b] — IR continue, et on consideére une suite (z,) d’éléments de [a,b] convergeant
vers z. Montrer que lim f,(z,) = f(z).
n—-+4oo

L’inégalité triangulaire donne
Si on se donne € > 0, comme lirf | frn.— flloo =0, il existe un rang N & partir duquel on a
n—-+0oo
1frn = flloo < % Pour n > N, on a alors |f,(zn) — f(2n)] < % Par ailleurs, I’application
f étant continue au point x, on a lirJIrl f(x,) = f(z), donc il existe un rang N au-dela
n—-+oo
duquel on a |f(z,) — f(z)| < g Pour n > max{N,N'}, on a alors |f,(z,) — f(z)| < e,

ce qui prouve que lim f,(z,) = f(x);
n—-+oo

7. Soit f : [0,1] — IR une fonction continue, positive et non identiquement nulle, telle que
f(0) = f(1) = 0. Pour tout n entier naturel non nul, on définit f, : [0,1] — TR par

1
n f(nx) si 0<z<—
fa(z) = n
0 sinon.
a. Etudier la convergence simple de la suite (f,,) sur [0, 1]. Cette convergence est-elle uniforme ?
b. Montrer que la convergence est uniforme sur [a, 1] pour tout a tel que 0 < a < 1.

1 1
c. Comparer lim / fu(z)do et / ( lim fn(x)) dz.
n—+oo Jq 0

n—-+oo

a. On a f,,(0) = 0 pour tout n, et si x > 0, il existe un rang N (dépendant de x) & partir duquel
1

— <z ;pour n > N, on a alors f,(z) =0, la suite (fn(x))nelN est donc stationnaire de
n



valeur nulle a partir du rang N, donc hr—? fn(z) = 0. Ily a donc convergence simple de
n—-+oo
la suite de fonctions (f,,) vers la fonction nulle sur [0, 1].

La fonction f n’étant pas la fonction nulle, et étant par ailleurs continue sur un segment,

elle est bornée et atteint ses bornes, d’out 'existence de M = || f||oc = m[ax] |f(z)] et on a
xze€(0,1

1

M > 0. L’expression f(nz) prend, lorsque x décrit le segment {0, } les mémes valeurs
n

que f(z) lorsque x décrit [0, 1], on en déduit que || fpllcc = nM . oo donc la
n—-+0o0

convergence n’est pas uniforme sur [0, 1].

1
b. Soit le segment S = [a,1] avec 0 < a < 1. Dés que Uentier n vérifie — < a (c’est bien vrai &

n
partir d’un certain rang), alors la fonction f,, est nulle sur S. On a donc || fy,|co,s = 0 pour
n assez grand, d’ou la convergence uniforme de la suite (f,,) vers la fonction nulle sur S.

1
c. Il résulte du théoreme de stricte positivité que l'intégrale J = / f(z) dz est un réel
0

strictement positif. Le changement de variable ¢ = nx donne

/Olfn(x)dx:/jnf(nx)dx:/olf(t)dtzj T,

n—-+oo

1 1
alors que / ( lir_irrl fn(as)) de = / 0dx = 0, il n’y a donc pas égalité entre limite de
0 n—-+0oo 0
Iintégrale et intégrale de la limite.

Interprétation. L’aire sous la courbe reste constante, on peut le retrouver par des con-
sidérations géométriques. En effet, la région sous la courbe de f,, se déduit de celle sous la

x
courbe de f par la transformation u : (z,y) — (7, ny) Cette transformation u est linéaire
n

(endomorphisme de ’espace vectoriel ]RQ)7 elle est représentée canoniquement par la matrice
1

diagonale A= | n , dont le déterminant vaut 1, ce qui signifie que la transformation
0 n
u conserve les aires. Faire un dessin, en choisissant par ezemple f : x +— x(1 — x).

8*. Soit (P,,) une suite de fonctions polynomiales de IR dans IR. On suppose que cette suite con-
verge uniformément vers une fonction f sur IR. Montrer que la fonction f est polynomiale.

Observons d’abord que toute fonction polynomiale bornée sur IR est constante (en effet, si
un polynome P est de degré d > 0, on a P(x) ~ aqgz? avec ag # 0, donc |P(:E)| tend
r—r 400
vers 400 lorsque z tend vers +00, ce qui contredit la “bornitude”).
Comme liIJIrl 1P, — flloo = 0, il existe un rang N & partir duquel || P, — f||oo < 1. Pour
n—-+oo

n > N, on a alors, par inégalité triangulaire,

1Pn = Plloc = [|(Pa = f) = (Pv = Fl| oo S 1P = flloo + 1Py = flloc < 2,

les fonctions polynomiales P,, — Py sont bornées donc constantes. Pour x € IR et n > N,



posons P, (z) — Py(z) = C, . La suite de fonctions (P, — Py)nen converge par ailleurs
(uniformément) sur IR vers la fonction f — Py. On a donc f(z) — Py (z) = EIE C,=C
n o0

pour tout réel x, autrement dit la fonction f — Py est constante. Donc f = Py + C est
polynomiale.

9*. Soit a € [0,1]. On définit une suite de fonctions (f,,), sur R4, par fo(z) =1 et

VneIN VrelRy fog1(z) =1+ / fnlat)dt .
0

a. Montrer que les fonctions f,, sont polynomiales.
b. Montrer que
zntl
VreRy VnelN 0§fn+1(x)—fn(x)§m.
c. En déduire la convergence simple, sur IRy, de la suite de fonctions (f,).

o

. Montrer que cette convergence est uniforme sur tout segment de IRy . Montrer que la fonction
limite f est de classe C' sur Ry, et vérifie Vo € Ry f'(x) = f(ax).

e. Casa=1.

a. C’est évident par récurrence sur n. Le lecteur motivé pourra s’amuser a démontrer que la
n(n—1)
fonction polynomiale f,, est de degré n, et de coefficient dominant —a 2
n!
.Ona fi(x) =1+2,donc 0 < f1(z) — fo(z) = (1 +2) — 1 < x sur Ry, la propriété est donc
vraie pour n = 0. Passons a I'hérédité: si I'on suppose l'inégalité vérifiée pour un entier

naturel n donné, alors pour tout = réel positif, on a

Fusa () = fuya () = /0 (s (at) = fulat)) dt

=2

Par ’hypothese de récurrence, cette expression est positive (par positivité de l'intégrale), et
(at)n+1 :Cn+2

dt = "' expression qui est elle-méme majorée
(n+1)! n+2) P d !

xr
elle est majorée par /
0

n+2

€ . . o ‘
par ; puisque a € [0,1]. La récurrence est ainsi achevée.

(n+2)
n+1

c. Fixons x réel positif. Alors la série de terme général ; est convergente (c’est une

(n+1)!

série exponentielle). Par comparaison de séries a termes positifs, on déduit la convergence
de la série Z ( frt1(z) — fn(x)) Cette derniere série étant télescopique, on a prouvé la

n
convergence de la suite (f,(z))
de fonctions (fy,).

d. Notons f la fonction limite simple sur IR de la suite (f,), i.e. f(z) = Er}rl fn(x). Soit

nelN® Il y a donc bien convergence simple sur IR de la suite

S = [m, M] un segment inclus dans IRy, i.e. 0 < m < M. Soit € S, soit n un entier
naturel, soit N > n, alors en sommant les inégalités obtenues en b., on a



N— N-1 k: 1 N—-1 Mk+1
0< fn(z) ka+1 — fr(x g;lﬁ—l Z Ik
+00 Mk+1
et en faisant tendre N vers linfini, on a 0 < f(x) — fo(z) < ;m On a ainsi

+oo k+1
. . . . e M
une majoration uniforme qui permet d’écrire ||f — fulloo.s < E —_
h (k+1)!
=n
tend vers 0 lorsque n — 400 puisque c’est le reste d’ordre n d’une série convergente (série

exponentielle). On a donc lirf Il f—frnllso.s = 0, ce qui caractérise la convergence uniforme
n—-—+0oQo
de (fy) vers f sur S.

Remarque. Avec le cours sur les séries de fonctions, on peut aussi dire que, si € S, on

Mn+1 Mn+1
a0 < frpi(x) — fulz) < CES] (majoration uniforme), soit || fn+1 — frnlloo.s < (

n+ 1)V
d’ou l'on déduit la convergence normale sur S de la série de fonctions Z ( frt1 — fn)

, et ce majorant

n
Cette convergence normale entraine alors la convergence uniforme sur S de cette série de
fonctions, soit la convergence uniforme sur S de la suite de fonctions (f,,), par le lien entre
suites et séries.

La fonction f est déja continue sur IRy comme limite uniforme (sur tout segment) d’une
suite de fonctions continues (puisque les f, sont des fonctions polynomiales). Ensuite, si
lon fixe x € R4, la convergence uniforme de f,, vers f sur [0,z], et donc de ¢t — f,(at)
vers t — f(at), permet l'interversion limite-intégrale:

n—-4o0o n—4+oo n—-4o0o

= lim fpyi1(x) =14 lim (/Oxfn(at)dt>:1+/0z hm fn(at) dt—l—I—/ f(at)d

La fonction t — f(at) étant continue sur IR, le théoréme fondamental de ’analyse permet
alors d’affirmer que f est de classe C* sur R, avec f'(z) = f(ax).

. Dans le cas a = 1, f vérifie I'équation différentielle f'(z) = f(x), avec la condition initiale

f(0) =1 (puisque f,(0) =1 pour tout n); on conclut que f(z) = lim fu(z) = €.

Remarque. On peut voir facilement que, dans ce cas, on a f,(z Z R autrement dit

fn(x) est la somme partielle d’ordre n de la série exponentielle.

Séries de fonctions.

+
10. Calculer Z

o'}
cosnx

. En déduire la valeur des intégrales

n=1 ™
2cosx — 1
I, = -_— d €IN).
n /0 Fdoong COSTdz (n )



feim_f'”o <£)n_ el B e (2 — e7'®) B 2 — 1
on 2 2] 2-e (2-¢7)(2—e7®)  b—dcosz

T
On a reconnu une série géométrique de raison - Il ne reste plus qu’a extraire la partie

réelle :
+oo 1T ikx
cos kx e’ 2cosx — 1
e n (Y L 2eema ot
v Z 2k Z 2k 5—4cosw
k=1 k=1
2cosx —1 =
Fixons un entier naturel n, posons alors f(z) = Fdcosn cos(nx) = ,; 1u;€(x), avec
k 1
ug(r) = cos(méw. Comme |Jugllco = ok la série de fonctions E up converge

E>1
normalement sur IR, en particulier elle converge uniformément sur le segment [0, 7], ce qui
autorise a intervertir série et intégrale. Par ailleurs,

™ 1 [ 1 [ z si k=n
/ cos(kx) cos(nx)dx = 7/ cos ((k—i—n)x)dx—&—f/ cos ((k—n)az)dz = < 2
0 2 Jo 2 Jo 0 sinon
R P 0 si n=20
On obtient finalement I, = Z 7" / cos(kzx) cos(nz) dz = T i
Pt 0 JngT  sinon

11. Soit o un réel. Pour z € [0,1] et n € IN, on pose f,,(z) = n®z™(1 — x). Etudier le mode de
convergence de la suite de fonctions (f,,), puis de la série de fonctions Z fn-

a. D’abord, la suite (f,) converge simplement vers la fonction nulle sur [0,1] puisque
fn(0) = fo(1) = 0 et, si 2 €0,1], fulz) = (1 —z) e+ @) 0 par crois-

n—-+o0o
sances comparées des fonctions puissances et du logarithme.

b. Ensuite, f, est dérivable sur [0,1] avec fi(z) = n®2""' (n — (n + 1)z). Comme f, est
positive sur [0, 1] avec f,,(0) = f,,(1) = 0, on voit que
_ -1
_ ”:a<”>"1:”a<1i)"N”a
1£nlloo fn(n—i—l) "\nx1) w1 n+t T n—too e
On en déduit que la convergence de la suite (f,,) vers la fonction nulle est uniforme sur [0, 1]
si et seulement si linILl [l fnllco = 0, i.e. si et seulement si a < 1.
n—-+0oo

c. Pour tout x € [0,1], on a n?f,(z) = n*T22™(1 — z) = 0, la regle de Riemann
n—-+oo

permet alors d’affirmer (méme raisonnement qu’en a.) que la série de terme général f,(z)



d.

e.

f. Enfin, chaque fonction f, atteint son maximum au point z,, =

converge. Pour tout «, il y a donc convergence simple sur [0,1] de la série de fonctions

> -

De b., on déduit qu’il y a convergence normale de la série de fonctions Z fn sur [0,1] si
et seulement si 1 —a > 1, i.e. ssi a < 0.
Si a > 0, alors n® > 1 pour tout n, on peut donc minorer le reste d’ordre n de la série:

400 +oo pntl
ro(x)=(1—12x) Z kb > (1 — ) Z F = (1-1x) ="t

k=n-+1 k=n-+1

Comme sup (z"*') =1, on déduit que |[ry]loc = sup |rn(z)| > 1, donc |7, ]|oo ne tend
z€[0,1] z€[0,1]

pas vers zéro, il n’y a pas convergence uniforme de la série Z fn dans ce cas.

n

—— et lim z, = 1.
n+1 n—-4oo

Donc, si “I’on s’éloigne du point 17, c’est-a-dire si ’on se place sur un segment S = [0, a
avec 0 < a < 1, il existe un rang & partir duquel || fn||co,s = fn(a), on déduit alors de 1'étude
de la convergence simple (qu'il s’agisse de la suite ou de la série) que la suite (f,) converge
uniformément sur S, et que la série Z fn converge normalement sur S, et ceci quel que
soit le réel a.

12. On pose f(z) = Z e lorsque la série est convergente. On notera u,(x) = e~

a.
b.

el

—+oo
n’x

n=0
Quel est ’ensemble de définition de la fonction f ?
Montrer que f est de classe C* sur IR} et, pour tout entier naturel k, exprimer f (k) (x)
comme somme d’une série.

. Montrer que f est décroissante sur R, .
. Déterminer lim f(z).
r—r+00

n
. Posons s, () = Zuk(a:) Calculer lim s,(z), en déduire lim f(z).
k=0

z—0t z—0t

. @ Pour z <0, la série est grossierement divergente.

2 _ _ - o
ePourz>0,ona 0<e ™% <e ™ = (e ")", donc la série converge (comparaison & une
série géométrique convergente).

On a donc Dy =TR7.

. La série Z u, converge normalement sur [a,+oo[ pour tout a > 0 (en effet, sur un tel

>
intervallejlalol a ||tnlloo = un(a), et la série de terme général u,(a) est convergente), donc f
est continue sur [a, +-0o[ puisque chaque u, l'est, puis f est continue sur IR .

Chagque fonction u,, est de classe C> sur IR, et u{¥) (z) = (—1)Fn?* e ™" Sig > 0 est fixé,
pour tout z € [a, 400, on a |ul¥) (z)| < [u¥ (a)], et la série de terme général [ul® (a)| =



2k

— 2 )
n?ke="" converge (on vérifie par exemple que n?|

uglk) (a)| _ 67n2a+(2k+2) Inn N 0)
n—-+oo
La série de fonctions Z ug“) converge donc normalement sur [a, +oo[, et ceci pour tout
n>0
k € IN*, on en déduit que f est de classe C*™ sur [a, +oo]. Comme ceci est vrai pour tout
a > 0, la fonction f est C* sur IR, et ses dérivées successives s’obtiennent par dérivation

terme a terme, a savoir

—+oo
VeeR, VkeIN ) (2 Z ul® (z) = (=1)F Z n2k e—n'w
+oo R
c.Ona f(z)=— Z n?e ™" <0, donc f est strictement décroissante sur IR’
n=1

1 sin=0
d.Ona lim w,(z)= . , et la série de fonctions g U, converge normalement,
z—+00 0 sinon =

donc uniformément sur [1, +o00[, on peut donc intervertir somme et limite en 4o00. Ainsi,

i 10 = i (Eoo) = 3 (o)1

e. Pour tout £ € IN, on a lir% ug(z) = uk(0) = 1, donc
T—r
Vn € IN lim sp(z) =5,(0) =n+1.
z—0+t

Par ailleurs, on a Vo € R} Vn € IN f(x) > s,(z). On en déduit que 1im f(z) = 4o0.
En effet, si on se donne A > 0, soit n un entier tel que n+1 > A ; comme hmO sn( )=n+1,
—

il existe a« > 0 tel que 0 < x < a = s,(x) > A : pour x tel que 0 < x < «, on aura alors
a fortiori f(x) > A.

Remarque. En encadrant par des intégrales, les 5/2 qui se souviennent de la valeur de

lintégrale de Gauss chercheront a démontrer que f(z) ~ 21 lorsque = — 0.
\V 2z

+oo (_1)n p2n+1
13. Démontrer la relation Vz € [—-1,1] Arctanz = Z —_—

= 2n+1
T +OO
e Prenons d’abord z €] — 1,1[, alors Arctanz = / e dt = / Y2 dt.
0
En effet, la série géométrique de raison —t? converge et a pour somme m pour tout
t € S avec S = [0,z] ou [z,0]. Il s’agit donc d’intervertir série et intégrale. En posant

U, (t) = (—1)"t*", les fonctions u,, sont continues, et ||un|lc.s = 2%, la série géométrique

E 2™ étant convergente. On a ainsi prouvé la convergence normale (donc uniforme) sur S

de la série de fonctions E Uy, ce qui nous autorise a intégrer terme a terme :



r +00 +oo (_1>n p2ntl

“+oo x
Vee]—1,1] Arctanz = /0 Z(—l)”t% dt = Z/o (—1)"t2" dt = Z oyl
n=0 n=0

n=0
e Il reste a prouver que la relation reste vraie pour x = —1 et x = 1. Les expressions de
part et d’autre du signe égale étant impaires, il suffit de prouver la relation pour x = 1.

égal p2n+1
o1 POW @ € [0,1]. Pour z € [0, 1] fixé, la suite (2n+ 1>nE]N

est décroissante et tend vers zéro. Le théoreme des séries alternées nous apprend alors que

Posons v, (z) = (—=1)"

la série g vn(x) converge, mais aussi que son reste d’ordre n est majoré en valeur absolue
par le terme d’indice n + 1, soit

+oo 2n+3 1

T
el @)= 30 @ S @l = g < 5

1
et  lim |7rp]lc = 0, on a montré la convergence uniforme sur
2n+3 n——oo

[0,1] de la suite (r,) vers la fonction nulle, autrement dit la convergence uniforme (mais

Donc ||7]]e0 <

non normale) de la série de fonctions E v, sur ce méme segment. La fonction somme

+oo
§ = Z v, est alors continue sur [0, 1], en particulier au point 1, ce qui donne
n=0
too 2n+1
. ) (=) x ) 71'
s(1) = lim s(z) = lim ——— | = lim Arctan(z) = Arctan(1l) = — |
e z—1- (@) x—>1<z 2n+1 z—1- (@) e 4
autrement dit la relation demandée est encore vraie pour x = 1, et aussi pour x = —1 par
parité.

14. Soit a > 0 fixé. Pour n € IN* et z € R4, on pose uy(z) = z¢ e T

a. Montrer que la série g u,, converge simplement sur IR, et normalement sur tout intervalle
n>1
[a,+00[ avec a > 0. Déterminer la fonction somme.

b. Pour quelles valeurs de « la convergence est-elle normale sur IRy ?

a. Pour z = 0, on convient de poser 0% = 0 lorsque « est strictement positif (il est vrai

que Iénoncé devrait le préciser), ce qui est cohérent puisqu’alors lim z® = 0. On a donc
z—0t

1, (0) = 0 pour tout n.

P —x2\n ~ , . , s
Pour x > 0, on écrit wy,(x) = 2 (e £ ) , on reconnait alors une série géométrique de
. —_— 2 N
raison e~ * €]0, 1[, d’out sa convergence.
On a ainsi la convergence simple de la série de fonctions E uy sur IRy et P'expression de

sa somme s: s(0) = 0 et, pour « > 0,

+oo T
s(@) = Y uale) =
n=0

1l

@



La fonction u, est continue sur IRy, dérivable sur IR, , avec

(@) =2 e ™ (a— 2na?) .

Un,

Comme u,, est positive avec u,(0) = 0 et lirf un(x) = 0, on déduit que |uy,| = u, est
n—-+0oo

e [«
une fonction croissante sur {0, 2} et décroissante sur [ o 400 {7 donc que, pour tout
n n

a>0,0na [[Uuylloc,a,+oc] = Un(a) qui est le terme général d’une série convergente d’apres
la question a. Ainsi, la convergence de la série de fonctions g u, est normale sur toute
demi-droite de la forme [a, +oo[ avec a > 0.

b. Sur R4, on a
a 2 1
HunHoo:un( g):( g) 62 :KaTa
2n V 2n n?

ou K, est une constante strictement positive. De ’étude des séries de Riemann, on déduit
que la série de fonctions E u,, converge normalement sur IR, si et seulement si a > 2.

+oo
1
15. On pose ((z) = E — (fonction zéta de Riemann). Quel est I'ensemble de définition de ¢ ?
n
n=1

Variations de la fonction . Limite en +o0. Equivalent en 17T,

L’ensemble de définition est D = D, =|1, 4+o00[ (cours).

—x

1
Chaque fonction u, : & — up(z) = — = n~" est strictement décroissante sur D, donc ¢

x
est strictement décroissante sur D par addition d’inégalités.

La série de fonctions Z u,, définissant ¢ est normalement convergente sur [a,+oo[ pour
n>1
tout a > 1 fixé : en effet, sur un tel intervalle, on a |jupllec = sup |un(z)| = un(a)
z€la,+oo|
terme général d’une série convergente. On peut donc intervertir somme et limite en +oo.
La fonction u; est constante de valeur 1, les autres fonctions u, (n > 2) tendent vers 0 en

+00, donc
60 = (3 0(0) =3 o) =1

1
Pour tout x > 1 fixé, la fonction ¢ — = est décroissante sur IR, ce qui autorise a utiliser

"t 1 "ot
la comparaison série-intégrale : on obtient l’encadrement / = < — < / L
n n n—1

la premiere inégalité étant valable pour n > 1, la deuxiéme pour n > 2. En sommant
ces inégalités pour n de 1 & 400 (les séries et intégrales impropres entrant en jeu sont
convergentes), on obtient ’encadrement

1 oo qe oo qe 1
Ve e D :/ f<g()§1+/ §:1+ ,
1 1

rz—1 tT rz—1



1

d’ov ~ .
ot ¢(@) z—1+ ¢ — 1
n—1 too
16. Pour n € IN* et € IR, on pose u,(z) = _ v On pose g(z) = Zu (x)
) * " (n—D!(z+n) — e

a. Rappeler I’énoncé complet du critere spécial des séries alternées, y compris ce qui concerne

b.

la majoration et le signe du reste. Que peut-on dire du signe de la somme de la série ?

Montrer que la série de fonctions Z U, est normalement convergente sur IR . Quel est
n>1
le signe de g(z) ? Calculer g(0).

. 2 , . oy
c. Montrer que la fonction g est de classe C?, décroissante, et que g”est positive sur IR, .

d.

Montrer que 1i1}_1 g(x) = 0. Donner lallure de la courbe représentative de g sur IR.
Tr—r+00

. Soit une série de terme général u,, = (—1)"v,, ou bien u, = (—1)""tv,, ol (v,) est une

suite positive, décroissante qui tend vers zéro, alors cette série converge ; de plus, le reste

—+oo
R, = E ug est du méme signe que le premier terme négligé u, 41, et est majoré en
k=n+1
+o00
valeur absolue par ce terme : |R,| < |tupt1| = vpt1. La somme S = E uy, de la série (si
k=1

la sommation commence & l'indice 1) peut étre considérée comme son reste d’indice 0, elle
est donc du méme signe que le premier terme uq, et de plus |S| < |ug| = vy.

convergence normale de la série de fonctions E Uy, sur IR4.. Pour tout € IRy fixé, la suite
n>1

: 1 :
. On a, de fagon évidente, ||unllcc = — (terme général d’une série convergente), d’out la
n

de terme général v, (z) = |u,(x)| = ———————— est décroissante et tend vers zéro et le
+oo

critere spécial des séries alternées s’applique donc : la somme g(z) = Z(—l)”_lvn(x) est
n=1

du méme signe que son premier terme, donc g(z) > 0 sur IRy. Enfin,

+oo n—1 +oo  \n
g(o)zz(ﬂn)! :7(2(711!) 1) =1eet

n=1 n=0
(1) ; la série de
(n—1)!(x+n)?

(terme général

c. Les fonctions u,, sont de classe C sur Ry, et u),(z) =

fonctions z:u;I converge normalement sur IRy puisque |[u),||oc =
n>1
d’une série convergente), on peut donc intervertir somme et dérivée : la fonction g est
—+oo
—1)"
de classe C! sur Ry et ¢'(z) = (

n=1

n!

5. Comme la suite de terme général



1
ul (z)| =
spécial s’applique de nouveau et ¢'(x) est du méme signe que le premier terme u} () de la
série, donc négatif : la fonction g est décroissante sur IR .

(et
(n—1!(x+n)3

est encore positive, décroissante et de limite nulle, le critere

; la série de fonctions E u, converge nor-
n>1

On recommence : u (x) =

malement sur IR, puisque ||u, || = ; (terme général d’une série convergente), on

n? xn
peut donc intervertir somme et dérivée : la fonction g’ est de classe C' sur IRy donc
—+00 n+1
. 2 t ”(.13) _ Z (_1)
est de classe C* e =
g g 2Dl (x+n)

. Comme la suite de terme général

1
u// T —
fun ()] (n—1!(x+n)3
spécial s’applique de nouveau et g” () est du méme signe que le premier terme v} (z) de la
série, donc positif.

est encore positive, décroissante et de limite nulle, le critere

d. Pour tout n € IN*, on a hr}rl un(z) = 0, et la convergence normale (donc uniforme) de
Tr—r+00

la série g uy, sur IR} permet d’intervertir somme et limite en +o0 :
n>1

i o) = i () = 3% () =0

17.a. Montrer qu’il existe une unique fonction f : R}, — IR telle que

lm f(r)=0 o VreR} f()+f@+1)=

xr——+00
et exprimer f comme somme d’une série de fonctions.
b. Montrer que f est de classe C! sur IR’} et quelle est décroissante sur cet intervalle.
c. Donner des équivalents de f(z) lorsque x — 01 et lorsque 2 — +oc.

a. Analyse: S’il existe une fonction f satisfaisant ces conditions, alors pour tout x réel stricte-
ment positif, on a

f@) = 5~ @+ D) = 5~ oo

Mi

+fz+2) = +(=1)" fz+n)

k:O sc—i—k:

par une récurrence immédiate sur n. Comme lim f(z) = 0, on déduit que, pour z fixé,
T—r+o0

lirf (=1)" f(z+n) = 0. En faisant tendre n vers 'infini dans 1'égalité écrite ci-dessus, on
n—-+0oQo

+oo k
-1
obtient f(z) = E (:E+3c)2 On a prouvé 'unicité de f.
k=0



Syntheése. Pour x > 0, posons f(z) = Jio (=D" (=1)* .
, kO( (z+ k)%’ (x + k)2

Déja, cela a bien un sens puisque la série Zuk x) est (absolument) convergente pour

soit f = Zuk avec ug(x) =

tout > 0. La série de fonctions E uj converge normalement, donc uniformément sur

1
I = [1,+o00[ puisque |uk|loo,r = (e (suite sommable), cela autorise & intervertir
somme et limite en 400 (théoréme de la double limite): lim f(z Z lim wug(x) =0.
T—+00 T—+00
Par ailleurs, en utilisant un décalage d’indice, on a, pour tout x > 0,
+oo k +0oo k +o0 k +oo k
(=1 (=1 (=1 (=1 1
1 = = —_— _—
1) =3 (s + S i = e 2 e T

Cette fonction f convient donc, ce qui prouve l’existence.
b. Appliquons le théoréeme de dérivation des séries de fonctions. Les fonctions wuy sont de
classe C! sur R’,, la série de fonctions E uy converge simplement sur cet intervalle et

1)k+1
uy(z) =2 E:c—i—)k) la série de fonctions Z u), converge normalement, donc uniformément,

(sommable). On

2
sur tout segment S = [a, b] inclus dans IR’ puisque ||u} |5 = m

peut donc affirmer que f est de classe C! sur R, avec
too k+1
* / _ I _
Vo € IR, f(x)—iuk( 22 x—i—k

La série de fonctions définissant f’(z) est alternée, la valeur absolue du terme général

2
W tendant vers 0 en décroissant, on en déduit que f’'(z) est du méme signe que le
x
2
premier terme ug(z) = ——, donc négatif. Donc f est décroissante sur RY.
x
c. La décroissance de f permet d’écrire, pour tout x > 1, 'encadrement
1 1
?:f(z)ﬂLf(?CJrl) <2 f(z) = f(z) + f(z) Sf(ﬂC*l)Jrf(z):m-
s 1
Comme (CEE el 720 OO0 déduit que f(z) e 327

1
Enfin, pour tout z > 0, on a f(z) = ol f(xz +1). Comme f est continue sur IR’ , on a

fx+1) —  f(1), limite finie, donc f(z) ~ !

z—0+ z—0t 22




18%*.

b.

n
. On rappelle le développement asymptotique Z
k=1

n® n!

Pour z > 0 et n € IN*, on pose fn(z) = .
P fn(@) x(x+1)--(x+n)

. Montrer 'existence de T'(z) = lim f,(z).

n—-+oo

= 1In(n)+y+o0(1), ou v est la constante

x| =

d’Euler. Montrer la relation

™= X X
VreR,  In(D(@) = —ln(e) —ya+ Y (n—ln<1+n>> .

n=1

. Montrer que la fonction I' est de classe C* sur R .

fopa(x) _ (n+1)" (n+1) 1y* x

On a = = (1 T 7) <1 +
fn(x) n*(n+1+x) n +1
regle de d’Alembert n’est donc d’aucun secours. Toutefois,

o) () =i () = (14 5) (14 55)

1
et un petit développement limité montre que In (fn+1(:v)) —In (fn(x)) =0 (—2) La série
n

-1
) . Ce rapport tend vers 1, la

télescopique de terme général In ( frr1 (x)) —In ( fn(:n)) est donc convergente. On en déduit
la convergence de la suite de terme général In (f,(2)). Posons donc I(z) = lir+n In (fn(x)).
n—-—+0o0

La continuité de ’exponentielle donne enfin lirf fulz) = e®) et il ne reste plus qu’a
n—-+oo

poser T'(z) = '™,

"1
Pour tout x > 0, en posant H, = Z T comme d’habitude, on a
k=1
In (F(x)) = nkrfoo In (fn(x))
- T
i (o S (4)
lm < In(z) + « In(n) In(1+ A >
k=1
. | "z x
= nkr—&r-loo (—ln(m) +z In(n) —z ;% +k_1 (k —In (1 + k)))

_ —ln(x)—xHETW(Hn—In(n))—nErwa<z—ln(l—i—i))
+00 .
- —ln(x)—'yx—l—nz_:l(zi—ln(l—i-fl)).

x x
Remarque. Pour x > 0 donné, la série de terme général — — In (1 + 7) est bien
n n

1
convergente puisque son terme général est un O(—Z)
n



x x
c. Posons wu,(z) = — —1In (1 + 7> pour n € IN* et z > 0. On vient de mentionner la
n n

convergence simple sur IR’ de la série de fonctions E uy,. De plus, les fonctions wu,, sont

n>1
x

1 *
de classe C* sur IRY avec uj,(x) = nnt )

. Si S = [a,b] est un segment inclus dans IR,

la majoration

b
YneIN* VrelS 0<u(r) < ——
n(n+ a)
montre la convergence normale sur S de la série de fonctions Zuﬁl Le théoreme de
n>1

dérivation des sommes de séries de fonctions permet alors d’affirmer que la fonction
+oo

5 = Zun est de classe C' sur IR}. On y ajoute les termes —In(z) et —y z qui sont
n=1

évidemment C'. Finalement, la fonction In ol est de classe C' sur IR”}, puis par composition

avec Iexponentielle qui est aussi C!, la fonction T est de classe C! sur RY.

+oo n 1

19. Pour z > 0, on pose S(z) = Z (H x—f—k)'

n=0 k=0
a. Montrer que la fonction S est définie et continue sur R, .

b. Former une relation entre S(z) et S(x + 1).

c. Donner un équivalent de S(z) en 0, en +o0.

1 1
a. Posons f,(x) = ,H) T E @t @En) pour z > 0 et n € IN. Chaque fonction

fn est continue sur IR} et, sia >0, on a

VneIN Vzela,+oof 0< fu(zr)<

L
ala+1)---(a+n) ~an!’

1
Comme la série E —
a

n>0

1
— converge, on a prouvé la convergence normale (donc uniforme)
n!

de la série de fonction an sur [a, +oo[ pour tout a > 0, donc sur tout segment de R .
On en déduit la bonne définition et la continuité de la fonction somme S sur R},

b. On note que
1

falz+1) = (z+1)-(z+n)(z+n+1

) = l’fn+1(x) )

donc
+o0

+oo
VY >0 S(x+1) = Z.Tfn_H(Q?) =z an(x) =z (S(x)-1)=zS@x)—-1.
n=1

n=0



C.

On a donc z S(z) =1+ S(z + 1) pour tout z > 0. Lorsque z — 0%, la fonction S étant
continue au point 1, on a

+oo +oo
. . 1 1
Donc lim z S(x) = e, autrement dit S(z) ~ <.
z—0 z—0 T

On a vu que la série de fonctions E fn converge normalement, donc uniformément, sur

[1, +o0] par exemple. Comme chacune des fonctions f,, a une limite nulle en +00, le théoréme
d’interversion limite-somme s’applique et

i, 5) =w£f£w(2fn )= Zxkffmfn )=0.

1 1 1
Enfin, S(z) = 1+5@+1) ~ = puisque liril S(xz+1)=0.
z— 00

X T—+oo I

20%*.

Soit z € C. Par une interversion somme-limite, montrer que

Jim <1+f)":eZ.
n

n—-+oo

VA n
Retrouver le résultat en considérant module et argument de (1 + 7) .
n

Attention a ne pas introduire de logarithme d’un nombre complexe!

e Par la formule du binéme, on a

(1+Z>n:§<2> (;)k:in(n—l) nén—k—kl i' i

k=0

zx—1)---(z—k+1) i

si >k .
en posant wug(z) = xk [ r=r Chaque fonction uy
0 si0<z<k
k

admet une limite en +oo, & savoir  lim wug(x) =
T—+00 ,Z{;'

E ug converge normalement sur R, puisque

. D’autre part, la série de fonctions

k
veeRy VkeIN  |up(z)] <%,

terme général d’une série convergente (indépendant de z). Le théoréme de la double limite
s’applique donc, et permet d’affirmer que

+°°k

+oo
. z
i (14 2) = i (Sw) = X ) = Y=



b
e Autre méthode. Posons z = a + ib avec a et b réels. Alors 1+ - <1 + E) + ¢ —, donc
n n n

2 b2 n
= (1 + E) + — , et le module de (1 + i) est
n n n n

2
Z\" A
(1+2) :((1+) +2>
n n n
Or, tout nombre complexe de la forme x + iy avec x réel strictement positif et

y réel quelconque, admet pour argument le réel # = Arctan 2
x

z
’1+
n

Tn =

z z
Sin > —a, alors Re (1 + 7> > 0 et ce qui précede s’applique: un argument de 1 + — est
n n

n
alors Arctan ( ) Un argument du nombre complexe (1 + E) est alors
n

n+a

0,=n Arctan( ) .
n-+a

On a donc (14 7> = r, € pour n assez grand, avec les notations introduites ci-dessus.

n
De I’équivalent classique Arctan(xz) ~ x, on déduit facilement que lim 6, = b. De plus,
x—0 n—+oo

n 2a a?+b? n (2a 1
In(r,)==-In(1+—+ 5 = — 7_,_0(*) N a.
2 n n 2\ n n n—s4o0

b _ ea—i—zb — 7.

Donc lim r, =¢e% puis lim (1 + 7) =ee
n—-+oo n—-+oo n

21. Soit (ay,) une suite positive décroissante. Pour n € IN et = € [0, 1], on pose
Up () = apz™(1 —x) .
a. Montrer que la série Z u, converge simplement sur [0, 1].

. . - Qanp
b. Montrer que la convergence est normale si et seulement si la série g — converge.
n

c*. Montrer que la convergence est uniforme si et seulement si lilf an, = 0.
n—-+0oo

a.Ona 0<a, <ay pour tout n, donc 0 < u,(z) < ap(l — z) 2”. Comme, pour tout
x € [0,1], la série de terme général ag(1 —z)z™ est convergente (traiter & part le cas = 1),
on déduit par comparaison de séries a termes positifs, que la série Z un(x) converge.
n>0
b. On calcule u),(z) = a, 2"~ " (n — (n+ 1)z), le lecteur en déduira en faisant un tableau de
variations que

nllo = () = an (14 2) " 2 i

U =Up|l——)=a — ~ —

e "\n+1 " n n+1 n=+4oco ne

La série de fonctions E Uy, converge normalement si et seulement la série de terme général

|[tn]|co converge (c’est la définition). Par comparaison de séries & termes positifs, cela se

. . - Qp . (€27
produit ssi la série E — converge, donc ssi E — converge.

ne
n>1 n>1



“+o0

c. Notons r,(x) = Z ug(x) le reste de la série (que 1'on sait convergente pour tout ). La

k=n-+1
série converge uniformément si et seulement si  lim ||r,||oc = 0. Pour tout x € [0, 1], en
n—-+oo

utilisant la décroissance de la suite (a,,), on a

+oo 400
0 < rp(x) = Z ug(x) = (1—2) Z apx®
k=n-+1 k=n+1
400
< app(l-2) Y b =appn 2™ < ang,
k=n+1

la majoration finale restant vraie pour x = 1. On a ainsi prouvé que |[|7p]lcc < @ny1.

On en déduit déja le sens indirect: si lirf a, = 0, alors la série de fonctions converge
n—-+0oo

uniformément.

Pour le sens direct, procédons par contraposition: si la suite (a,,) ne tend pas vers 0, comme
elle est positive (donc minorée) et décroissante, elle admet une limite [ > 0, et on a a, > 1
pour tout n. Donc, pour tout « € [0, 1], on a la minoration

—+o0 +oo
ro(z) = (1 —2) Z arpz® >1(1—x) Z ok =1t
k=n-+1 k=n-+1
Donc |rplleo = sup rp(z) > sup (I2")
z€[0,1] z€[0,1]
vers 0, et la convergence de la série de fonctions n’est pas uniforme sur [0, 1].

=1 > 0 et, dans ce cas, ||r,||c ne tend pas

22. Soit a > 1.

a.

b.

+oo 1

Ensemble de définition D de la fonction S, : x — g T nea? La fonction S, est-elle
n*x
n=1

continue sur D ?

Donner un équivalent de S, (x) lorsque x — +o0.

c. La fonction S, est-elle intégrable sur IR’ ? Si oui, donner la valeur de son intégrale.

. Posons u,(x)

—+oo
Pour tout réel s > 1, on pourra poser ((s) = Z — (fonction zéta de Riemann).
n

la fonction w,, est définie et continue sur IR. On a u,(0) = 1

T 1t neg?
donc la série de terme général u, (0) diverge. Pour  # 0, on a up(z) ~ ——, donc
n—+oo N2
Z un () converge puisque « > 1 (série de Riemann). Ainsi, D = IR*.
n>1
. . " 1
Soit S = [a, b] un segment inclus dans R’ (0 < a < b), alors [|uy[/es,5 = un(a) = T

qui est le terme général d’une série convergente. On a ainsi convergence normale de la série



c. Chaque fonction u,, est intégrable sur IR’ (car p.p-c. en 0, et uy,(x)

de fonctions E uy sur tout segment inclus dans IR, ce qui assure la continuité de S, sur
IR’,. On a aussi continuité sur IR* par parité.

. Pour tout n € IN*, on a wu,(x) d’ou l'idée de conjecturer que cela “passe a

~ b
z—+oo N2

“+o0
1
la somme”: S, (z) ~ Z 5 = LC;). Prouvons-le, pardi! Il s’agit en fait de montrer
zrtoo n“x T
400 2
que lim 2% S,(z) = ((a). Or, 2% S, (z) = Zv (z), avec v, (2) = 2% u,(z) = S —

1 1
Pour tout n € IN*, on a lim w,(z) = —. De plus, 0 < v,(z) < — pour tout = € R,
n n

n—-+oo
ce qui montre la convergence normale de la série de fonctions E v, sur IR¥, on peut donc
intervertir somme et limite en +oo:

i 5,00 = i (3 0) = 3t ) =),

ce qu’il fallait prouver.
1

:L’H:ioo neg?
oo (e +oo T
Uy, = — -
/1 " /0 1+n2x2  /n / 1+t2 2na/?

Ainsi, si @ > 2, alors la série de terme général / Uy = / |un| converge (série de
. .

), et

Riemann), cela permet d’appliquer le théoreme d’intégration terme & terme: la fonction
—+oo

o = E Uy, est alors intégrable sur ]R*+ avec

n=1
+oo +oo +oo +oo
m T [«
/0 dx—Z/ dx—z_:lwz2§(2) pour a>2.

Sil < a <2, alors la série E / u,, diverge, mais cela ne prouve rien a priori. Considérons

n>1
n

alors les sommes partielles s,, = Zuk Comme les wuj sont positives, on a 0 < s, < S,
k=1

pour tout n € IN*. Si S, était intégrable sur IR’ , le théoreme de convergence dominée

s’appliquerait & la suite (s,) des sommes partielles: chacune de ces fonctions s,, est continue

sur IR’} , on a la convergence simple de (s,,) vers S, sur IR’ , on a la domination des s, par

la fonction S, supposée intégrable, on déduirait donc la convergence de la suite de terme
n

+oo
Py 71' . - .
général / Sp(z) dz = E Sz O aurait donc convergence d’une série de Riemann
0

@
d’exposant 3 ce qui est absurde. Donc S, n’est pas intégrable sur IR’ dans ce cas.



Bilan. La fonction S, est intégrable sur IR’ si et seulement si a > 2 et, dans ce cas,

23%*.

[32) ~ f(2)

1
Soit f : [0,1] — IR une fonction continue. Pour z € }0, 3] , on pose g(x) =
x

On suppose dans cet exercice que la fonction g admet une limite réelle a en 0.

1 z
En considérant la série de fonctions ng, avec gi(z) = 3% g(gk)7 montrer que f est

k>1

dérivable en 0, et exprimer f'(0) a I’aide du réel a. Réponse: f'(0) = %.

1
La fonction g est prolongeable en une fonction continue sur le segment [07 3} , donc elle est

T M
3 )| S 3R

. 1 . .
d’ou la convergence normale, donc uniforme, sur }0, 3] de la série de fonctions E k-

bornée, posons ’g(x)’ < M. On a alors
1

1
VzG}O,:J Vk € IN |gk(x)|:3—

a
Chaque fonction g admet une limite en 0, & savoir lim gx(x) = 3 Le théoreme de la
x—0t

double limite permet donc d’affirmer que
+

“+oo o)
. 1 a
lim (kg_l Ik (x)) E lir(r)l+ gr(x) =a- Fog

—0t
v k=1

1
Mais, pour tout = € }O, 3] , par télescopage, on a

ggm) > f(?”“‘l)x_f(*) -1 g (f(g,f

k=1 3k

)_f(;c)) _ @) =)

= %, autrement dit la dérivabilité en 0 de la

On a donc montré que lim M
x—0 rxr—0

fonction f, avec f'(0) = g.



