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PARTIE A. Etude d’une norme matricielle.

1. On a bien N(A) € IRy pour toute matrice A € M, (C). Soient A = (a; ;) et B = (b; ;).
. f&%’%(Z'“”) =0 < Vj€[l,n] Z\a”| =0 < Y(i,5) € [1,n]* |ai;| =0,
donc N (A) = 0 si et seulement si A =0, (ax1ome de séparation).

En effet, une somme de réels positifs est nulle si et seulement si chaque terme est nul.
n

e N(\A) = max (2:1 [l |ai,j|> = mmax (|/\\ Zl |ai’j|> = |A| N(A) , on a donc I'axiome
=

d’homogénéité.
e Pour tout j € [1,n], on a
n n n n
D laig +bigl <Y (laigl+ bigl) =D laigl + D lbigl < N(A) + N(B) .
i=1 i=1 i=1 i=1
Cette majoration étant vraie pour tout j, elle est vraie pour un indice j réalisant le maxi-
mum, on en déduit I'inégalité triangulaire N(A+ B) < N(A) 4+ N(B).

2.a. Soit X = (1, -+, xy), alors AX = (y1, -+, yn) OU y; = Zai7jxj pour tout 7. Donc

Jj=1
n n n n n
R DS 31 S D 3 STIRED of (1D »{2¥)
i=1 i=11 j=1 i=1 j=1 j=1
n
< D lwI N(A) = N(A) -1 X -
j=1
ai,s
b. On a AE, = , c’est la s-iéme colonne de la matrice A donc, par hypothese,
an,s n
IAE r = lais| = N(A
i=1

c. e Pour X € S, on a ||X]|1 = 1 donc ||AX|; < N(A) d’aprés le a., et le b. montre
lexistence d’un vecteur X de S,, (prendre X = E;) tel que |AX||s = N(A). On a donc
N(A) = Inax [|AX]|:.

[AX |

e Pour X € C™ non nul, I'inégalité du a. peut s’écrire TxI]
1

< N(A), et ce majorant

[AX]x

N(A) est atteint pour X = F,, on conclut que N(A) = max .
(4) (4) xe€ {0} || X1

n
3. Posons C = (¢; ;) = AB, alors ¢; ; = Zai,kb;ﬁj pour tout couple (i, j) € [1,n]?. Alors, pour
k=1
tout j € [1,n],

Dleigl = DD aikbeg| < D0 laikl eyl

=1 i=1"k=1 i=1 k=1
< > (e Dw) < N(A)-3 byl < N(4)-N(B).
- k=1 k=1



Cette majoration étant vraie pour tout j, elle est vraie pour un indice j réalisant le maxi-

mum, on a donc prouvé que N(AB) < N(A) - N(B).

Remarque. On pouvait aussi dire en utilisant la question 2. que, pour tout X € S, on a
I(AB)X |, = | A(BX)||, < N(4) - | BX| < N(A) - N(B)

et, cette majoration étant vraie pour tout X € S, elle est vraie pour un Xy € .5, tel que
H(AB)X0H1 = N(AB), et conclure ainsi plus simplement que N(AB) < N(A)- N(B).

PARTIE B. Des calculs préliminaires.

4. Rappelons que, si M = (m; ;) est une matrice carrée d’ordre n, si D = diag(ds,- -, dy), alors
(DM); ; = dym,; ; alors que (MD); ; = djm; ;. En d’autres termes, le fait de multiplier M
& gauche (DM ) par une matrice diagonale multiplie chaque ligne de M par le coefficient
correspondant de la diagonale, alors que si on multiplie M a droite (MD), ce sont les
colonnes qui sont multipliées par les coefficients diagonauz de D.

Ici, avec d; = ' pour tout i € [1,n], on obtient b; ;(t) = (D;AD; ') j = tla; jt™7 =t a, ;.
5.a. Les a;; sont ici supposés nuls pour ¢ > j. Lorsque ¢ tend vers 400, les coefficients de

DyAD; ! situés strictement au-dessus de la diagonale (i < j) tendent vers 0 puisqu’alors
lim ¢/ =0, ceux de la diagonale ne dépendent pas de t. Puisque la limite d’une fonction

t—+oo
a valeurs matricielles s’obtient coefficient par coefficient (et ne dépend pas de la norme
choisie sur M,,(C)), on a ainsi . ligl (D:AD; ') = diag(ay 1, ann)-

—r+00

b. PosonsA = diag(ai 1, -, ann), ona N(A) = 1ré1ia£<n la; ;| < 1. Commet_lgToo(DtADt_l) =A,
on déduit t_l)i+moo N(D;AD; ') = N(A) < 1 (par exemple parce que la norme est 1-lipschitzienne
donc continue), il en résulte que N(D;AD; ') < 1 pour t > 0 suffisamment grand.

c. Fixons tg > 0 tel que N (Dy, AD[O1) < 1. De la question 3., par une récurrence immédiate, on

déduit que, pour toute matrice M et pour tout k entier naturel, on a N(Mk) < (N(M))k

On a donc, pour tout k entier, 0 < N(Dy, A*"D; ") = N((Dy, AD;;")*) < (N(DtOADt_Ol))k
et, comme cette derniére suite (géométrique de raison positive et strictement inférieure & 1)
tend vers 0, on déduit du théoreme d’encadrement que i lim N(D,, A" Dt_ol) =0.

—+o0

d. On a done, dans 'espace vectoriel normé M,,(C): klim D,goAle;]1 = 0, (matrice nulle).
—+o0

On a prouwvé ce résultat en utilisant la norme N mais, comme on est en dimension finie,
on sait que le résultat ne dépend pas du choir de la norme.

L’application ¢ : M — D; 'MD,,, de M,,(C) dans lui-méme, est linéaire en dimension finie,
donc continue. On déduit donc que  lim (Dy, Ath_O Y = (0,), soit  lim A* =0,.
k— 400 k— 400

PARTIE C. Propriétés du rayon spectral.
6. e Sp(A) = {0,1}, donc p(A) = 1.
e Sp(B) = {0}, donc p(B) = 0.
e Sp(C) ={0,1}, donc p(C) = 1.
e Sp(D) = {iV2, —iv/2}, donc p(D) = V2.
e xgp = (X —1)(X —4), donc Sp(E) = {1,4} et p(E) = 4.



7.a. On a Sp(pd) = {uX; A € Sp(A)}, d’ott p(nA) = |u| p(A) est vrai.
b. En reprenant les matrices de la question 6., on a p(B) = p(B") = 0, alors que la somme

B+BT = ((1) é) a pour rayon spectral 1. L’inégalité proposée est donc fausse.

c. Avec les notations de 6., on a BB' = A, donc p(BB") = p(A) =1 > p(B)p(B") = 0,
I’inégalité proposée est fausse aussi.

d. Deux matrices semblables ont le méme spectre, donc le méme rayon spectral, on a donc
bien p(P~'AP) = p(A).

e. Une matrice et sa transposée ont le méme spectre, donc le méme rayon spectral, on a donc
bien p(A") = p(A).

8. Soit A une valeur propre de A, et X € C™ un vecteur propre associé, i.e. X #0et AX = \X.
On a alors [|[AX|1 = [|AX |1 = |A | X1, mais |[AX|1 < N(A) - || X1 d’apres 2.a. On a
donc |A] [| X1 < N(A) - || X |1, et comme || X||; > 0, on déduit |A| < N(A). Ceci étant vrai
pour tout A € Sp(A), on conclut que p(A4) = )\nslaa) |A] < N(A).

€5p

9. Ceci généralise la question précédente: soit A une valeur propre de A telle que |A| = p(A4),
soit X un vecteur propre associé, alors il est classique que, pour tout k entier naturel, on a
A*X = N X, done

k

ARy AkX NP X
NP = wp AT 14X X
veero VI~ XL~ IXTh

10. o Si lim A* = 0,, alors lim N(A*) = 0, donc I'inégalité de la question 9. entraine
k—~4o00 k——+o0

= [N = A" = (p(4))

lim p(A)* =0, ce qui entraine p(A) < 1.

k—+o00

e Soit A € M, (C) telle que p(A) < 1. On sait que A est trigonalisable: A = PTP~*
avec P € GL,(C) et T € M, (C) triangulaire supérieure. Les coefficients diagonaux ¢ ;
de la matrice T sont les valeurs propres de A, qui vérifient par hypothese |¢; ;| < 1 pour

tout ¢ € [1,n]. On déduit alors de la question 5. que klim T% = 0,.. Par continuité de
—+00

I'application linéaire M +— PMP~!, on conclut que A* = PT*P~1 — Op-

k——+o0
11. De 10. et 7.a., on déduit immédiatement que
A\* A A
lim () :0n<:>p<><1<:>p()<1<:>a>p(/l).
k=400 \ & ! @

1k > p(A). Mais, si on se donne € > 0, alors p(A) +¢ > p(A),

A k
p(A) 1 e) —

12. De 9., on déduit que (N(Ak))

la question 11. permet alors d’affirmer que ( 0y, ce qui entraine

N (A N(A*F
(7)16 — 0, il existe alors un rang K € IN* & partir duquel (7)16 <
(p(A) +e)" koo (p(A) +¢)

Pour tout £k > K, on a alors p(A) < (N(Ak))l/k < p(A) + €. On a ainsi prouvé que

lim (N (A" = p(a).

k—+o00



13. Prouvons d’abord que N(A*) < N(B*) pour tout k.
Posons A* = (aE?)lSi,an et B* = (bg)kj))lgdgn, montrons par récurrence la propriété

(Pr) V(i,5) € [1,n]* |a (k)’ <)

49
e (Po) est vrai car A = B® = I, donc a( ) = b(o) dij s

e (P1) est vrai aussi car b( ) — bi; = |a”’ = |a(1) ;
e Supposons (Py) vrai pour k € IN donné. Alors, pour tout (7,5) € [1,n]?, on a

aflrD Za(kl)alj ST 1al ars] < 3068 br ;= b
=1 =1

ce qui prouve (Pr41)-

On en déduit facilement que N(A*) < N(B¥), puis que (N(Ak))l/k < (N(Bk))l/]€ pour

tout k € IN* et, par passage a la limite, que p(A) < p(B).
PARTIE D. Caractérisation des matrices nilpotentes.

14. On sait que A € M,,(C) est trigonalisable, donc A est semblable & une matrice R = (r; ;)
triangulaire supérieure (et donc R € S4). Les coefficients diagonaux de cette matrice R
sont les valeurs propres de A. Mais Sp(A) C {0} puisque A admet X? comme polynome
annulateur, et finalement Sp(A) = {0} puisque A est non-inversible. Donc r;; = 0 pour

tout 7.

Pour tout ¢ € IRY, la matrice S(t) = D;RD; " est semblable & R donc S(t) € Sa par
transitivité de la relation de similitude, et elle a pour coefficients s; ;(t) = '~ 7r; ;. Ces

coefficients sont nuls pour ¢ > j et, pour i < jona lim s;;(¢f) =0.Donc lim S(t) =
t——+oo t—+oo

La matrice nulle, que 'on peut écrire comme limite d’une suite d’éléments de Sy, par

exemple kgr-ir-loo S(k) = 0y, est donc adhérente a la partie Sy.

15. Pour tout M € M,(C), on a ¢, (M) = xm(z) = det(zl, — M). L’application
T, M 2I, — M, de M, (C) dans lui-méme, est clairement continue, par exemple car elle
est 1-lipschitzienne. L’application § : M +— det(M), de M,,(C) vers C, est continue (c’est

une propriété de cours). La composée ¢, = 0 o 7, est donc continue.

16. Si 0,, € Sy4, il existe une suite (Ax) de matrices appartenant & S4 et qui converge vers 0,,.
Les matrices Ay étant semblables & A, on a x4, = xa pour tout k. Par ailleurs, de

lim Ag = 0,, on déduit de la question 15. que Vz € C khrf X4, (2) = X0, (2) =
— 400

k—4oc0

autrement dit x 4(z) = 2" pour tout z complexe. Donc x4 = X". Le théoréme de Cayley-
Hamilton donne enfin 0,, = ya(4) = A", donc A est nilpotente. On a ainsi prouvé

I’équivalence:

Une matrice A € M,,(C) est nilpotente si et seulement si 0,, € S4.



