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PARTIE A. Préliminaires.

1.a. Pour tout t réel, on a ch(t) =

+∞∑
n=0

t2n

(2n)!
et et

2/2 =

+∞∑
n=0

t2n

2n n!
. Les rayons de convergence

sont donc +∞.

b. Comme 2n =

n∏
k=1

2 ≤
n∏
k=1

(n + k) =
(2n)!

n!
, on a

t2n

(2n)!
≤ t2n

2n n!
pour tout t réel et tout n

entier naturel, donc ch(t) ≤ e
t2

2 .

2.a. Soit l = lim
+∞

f ∈ IR. En écrivant la définition de la limite avec ε = 1, on obtient l’existence

d’un réel A ∈ IR+ tel que, pour t ≥ A, on ait
∣∣f(t)− l

∣∣ ≤ 1, i.e. l − 1 ≤ f(t) ≤ l + 1. Donc
f est bornée sur l’intervalle [A,+∞[. Comme f est continue, elle est aussi bornée sur le
segment [0, A]. Elle est donc finalement bornée sur IR+.

b. Il suffit d’appliquer le a. La fonction g est continue sur IR+ et, par croissances comparées,
elle a une limite nulle en +∞, elle est donc bornée sur IR+.

PARTIE B. Transformée de Laplace d’une variable aléatoire.

3.a. Pour t = 0, la variable aléatoire constante de valeur 1 admet une espérance, donc 0 ∈ IX et
LX(0) = 1.

Il faut montrer que IX est une partie convexe de IR. Soient a ∈ IX et b ∈ IX avec a < b,
montrons que [a, b] ⊂ IX . Si t ∈ [a, b], on peut écrire t = (1 − λ)a + λb avec λ ∈ [0, 1]. De
la convexité sur IR de la fonction exponentielle, on déduit que, pour tout ω ∈ Ω, on a

0 ≤ e(1−λ)aX(ω)+λbX(ω) ≤ (1− λ) eaX(ω) + λ ebX(ω) ,

on a donc les inégalités entre variables aléatoires: 0 ≤ e(1−λ)aX+λbX ≤ (1−λ) eaX +λ ebX .
Comme a et b appartiennent à IX , les variables eaX et ebX sont d’espérance finie, i.e.
appartiennent à l’espace vectoriel L1(Ω), il en est donc de même de la combinaison linéaire
(1 − λ) eaX + λ ebX . Enfin, par le théorème de comparaison, on déduit que la variable

etX = e((1−λ)a+λb)X est d’espérance finie, donc t ∈ IX .

b. Si X est à valeurs dans IN, pour t ∈ IX , on a LX(t) = E
(
(et)X

)
= GX(et). Notons

que, dans ce cas (et, plus généralement, si X est à valeurs réelles positives), l’intervalle IX
contient IR− = ] − ∞, 0]: en effet, si X ≥ 0 et t ≤ 0, on a tX ≤ 0 donc 0 ≤ etX ≤ 1,
et etX est d’espérance finie par le théorème de comparaison.

Si X n’est pas à valeurs dans IN, il n’est pas d’usage de parler de “fonction génératrice”
et, même s’il est possible de définir E(tX) pour certaines valeurs de t, on n’a plus alors une
série entière.

4.a. Si X ∼ P(λ), alors X ≥ 0 et E
(
etX
)

=

+∞∑
n=0

etnP (X = n) =

+∞∑
n=0

e−λ
(λet)n

n!
(par le théorème

du transfert) si cette série converge... et c’est toujours le cas puisqu’on a reconnu une série

exponentielle. Donc IX = IR et LX(t) = E
(
etX
)

= e−λeλe
t

= eλ(e
t−1) pour tout t réel.

b. Si X ∼ G(p), alors LX(t) =

+∞∑
n=1

entpqn−1 = p et
+∞∑
n=0

(qet)n en cas de convergence, où l’on a

posé q = 1−p. On reconnâıt une série géométrique de raison qet qui converge si et seulement
si qet < 1, i.e. si et seulement si t < − ln(q). Donc IX =

]
−∞,− ln(q)

[
et, pour t ∈ IX , on a

LX(t) = E
(
etX
)

= p et
+∞∑
n=0

(qet)n =
p et

1− qet
.



c. Si X ∼ B(n, p), alors on travaille sur des sommes finies (l’ensemble image X(Ω) = [[0, n]] est
fini), il n’y a donc aucun problème de convergence, et IX = IR, puis

LX(t) = E
(
etX
)

=

n∑
k=0

ekt
(
n
k

)
pkqn−k = (pet + q)n avec q = 1− p .

d. Si X ∼ Z(x) avec x > 1 (loi zéta de paramètre x), alors X(Ω) = IN∗ et, pour tout n ∈ IN∗,

P (X = n) =
1

nx ζ(x)
. Alors LX(t) =

1

ζ(x)

+∞∑
n=1

ent

nx
en cas de convergence de cette série. En

posant an =
ent

nx
, on a

an+1

an
= et

(
1 +

1

n

)−x
−→

n→+∞
et. La règle de d’Alembert permet

de conclure à la convergence si t < 0 et à la divergence si t > 0. D’autre part, pour t = 0,
la série converge et a pour somme 1 (cf. 3.a.). Donc IX = IR− = ]−∞, 0].

PARTIE C. Majoration de LX(t) pour une variable centrée à valeurs dans [−1, 1].

5. La fonction ga est dérivable deux fois sur [−1, 1] avec g′′a(x) = −(ln a)2 ax < 0, donc ga est
concave sur IR. Comme ga(−1) = ga(1) = 0, sur le segment [−1, 1], elle est “au-dessus de
sa sécante”, i.e. elle prend des valeurs positives.

6. Il suffit d’appliquer la question 5. avec a = et > 1.

7.a. Si X(Ω) ⊂ [−1, 1], on a |X| ≤ 1, donc pour tout t réel, tX ≤ |tX| ≤ |t| puis 0 ≤ etX ≤ e|t|.
Or, la variable aléatoire constante e|t| est d’espérance finie donc, par comparaison, etX est
d’espérance finie. On a donc IX = IR. Si k est un entier naturel non nul, on a |Xk| ≤ 1,
donc Xk est d’espérance finie pour les mêmes raisons.

b. De l’inégalité de la question 6., on déduit, pour tout t ∈ IR∗+, l’inégalité entre variables
aléatoires

etX ≤ e−t 1−X
2

+ et
1 +X

2
= ch(t) + sh(t) ·X .

Par linéarité et croissance de l’espérance, on déduit

LX(t) = E(etX) ≤ E
(

ch(t) + sh(t) ·X
)

= ch(t) + sh(t) E(X) = ch(t) .

De la question 1.b., on déduit enfin la majoration demandée LX(t) ≤ et
2/2 pour t > 0.

Enfin, pour t = 0, l’inégalité demandée est triviale puisque LX(0) = 1. Et, si t < 0, en
appliquant ce que l’on vient de démontrer en remplaçant t par −t (qui est alors strictement
positif) et X par −X (qui est aussi centrée et à valeurs dans [−1, 1]), on obtient que

LX(t) = E(etX) = E(e(−t)(−X)) = L−X(−t) ≤ e(−t)
2/2 = et

2/2.

PARTIE D. La loi forte des grands nombres dans un cas particulier.

8. Par croissance stricte de la fonction exponentielle, il est clair que l’événement {Sn ≥ ε} cöıncide

avec l’événement
{
etnSn ≥ etnε

}
pour t > 0 et n > 0. La variable aléatoire Y = etnSn est

positive et bornée (car −1 ≤ Sn ≤ 1, donc 0 ≤ Y ≤ ent), elle est donc d’espérance finie. On

peut donc lui appliquer l’inégalité de Markov: pour tout a > 0, on a P (Y ≥ a) ≤ E(Y )

a
.



Or, E(Y ) = E(etnSn) = E

( n∏
k=1

etXk

)
=

n∏
k=1

E(etXk) car les variables Xk, (1 ≤ k ≤ n),

sont mutuellement indépendantes et il en est donc de même des variables etXk , (1 ≤ k ≤ n)
d’après les propriétés rappelées en préambule. Mais les Xk ayant toutes la même loi que X,
les etXk ont alors la même loi que etX et E(etXk) = LX(t) pour tout k. Avec a = etnε, on
obtient donc

P (etnSn ≥ etnε) ≤
(
LX(t)

)n
e−tnε .

9. La fonction exponentielle étant strictement croissante, il suffit d’étudier les variations de

fε : t 7→ −ntε+ n
t2

2
. On a f ′ε(t) = n(t− ε), donc fε (et aussi gε = exp ◦fε) est décroissante

sur ]−∞, ε] et croissante sur [ε,+∞[. La fonction gε : t 7→ e−ntε+nt
2/2 est donc minimale

pour t = ε et sa valeur minimale est gε(ε) = e−
nε2

2 .

Des questions 7.b. et 8., on déduit que, pour tous t > 0 et ε > 0, on a

P (Sn ≥ ε) ≤
(
e
t2

2
)n

e−tnε = gε(t) = e−ntε+nt
2/2 .

En particulier, en choisissant t = ε, on a P (Sn ≥ ε) ≤ gε(ε) = e−
nε2

2 .

En remplaçant les variables Xk par leurs opposées −Xk (qui sont aussi mutuellement
indépendantes, de même loi que −X, qui est aussi centrée à valeurs dans [−1, 1]), on obtient

la majoration P (−Sn ≥ ε) = P (Sn ≤ −ε) ≤ e−
nε2

2 .

Enfin,
{
|Sn| ≥ ε

}
= {Sn ≥ ε} ∪ {Sn ≤ −ε}, donc P

(
|Sn| ≥ ε

)
≤ 2 e−

nε2

2 .

10. La série géométrique
∑

e−
nε2

2 converge, et on a

P
(
|Sn| > ε

)
≤ P

(
|Sn| ≥ ε

)
≤ 2 e−

nε2

2 ,

donc par comparaison de séries à termes positifs, la série
∑

P
(
|Sn| > ε

)
est convergente.

11. On a donc Bn(ε) =

+∞⋃
k=n

{
|Sk| > ε

}
. Par sous-additivité, P

(
Bn(ε)

)
≤

+∞∑
k=n

P
(
|Sk| > ε

)
.

Or, le reste d’ordre n d’une série convergente tend vers 0 lorsque n tend vers l’infini. Par
encadrement, on a donc lim

n→+∞
P
(
Bn(ε)

)
= 0.

Ensuite, on a B(ε) ⊂ Bn(ε) pour tout n, donc par croissance d’une probabilité, on a
0 ≤ P

(
B(ε)

)
≤ P

(
Bn(ε)

)
pour tout n. De lim

n→+∞
P
(
Bn(ε)

)
= 0, on déduit P

(
B(ε)

)
= 0,

cet événement est négligeable.

12. Soit ω ∈ Ω. On a les équivalences suivantes:

lim
n→+∞

Sn(ω) = 0 ⇐⇒ ∀ε > 0 ∃N ∈ IN∗ ∀n ≥ N
∣∣Sn(ω)

∣∣ ≤ ε
⇐⇒ ∀p ∈ IN∗ ∃N ∈ IN∗ ∀n ≥ N

∣∣Sn(ω)
∣∣ ≤ 1

p

⇐⇒ ∀p ∈ IN∗ ∃N ∈ IN∗ ω ∈
⋂
n≥N

{
|Sn| ≤

1

p

}
.



Mais
⋂
n≥N

{
|Sn| ≤

1

p

}
=
⋂
n≥N

{
|Sn| >

1

p

}
=
⋃
n≥N

{
|Sn| >

1

p

}
= BN

(1

p

)
. Reprenons...

lim
n→+∞

Sn(ω) = 0 ⇐⇒ ∀p ∈ IN∗ ∃N ∈ IN∗ ω ∈ BN
(1

p

)
⇐⇒ ∀p ∈ IN∗ ω ∈

⋃
N∈IN∗

BN

(1

p

)
⇐⇒ ∀p ∈ IN∗ ω ∈

⋂
N∈IN∗

BN

(1

p

)
= B

(1

p

)
⇐⇒ ω ∈

⋂
p∈IN∗

B
(1

p

)
=

⋃
p∈IN∗

B
(1

p

)
.

L’identité A =
⋃
p∈IN∗

B
(1

p

)
est donc prouvée.

13. Pour tout p ∈ IN∗, on a P

(
B
(1

p

))
= 0 d’après la question 11. Par sous-additivité, on déduit

que P (A) = P

( ⋃
p∈IN∗

B
(1

p

))
= 0. Une réunion dénombrable d’ensembles négligeables est

négligeable. Par passage au complémentaire, on a P (A) = 1.

PARTIE E. Fonction génératrice des moments.

14. Si t ∈ [−α, α], on a tX ≤ |tX| ≤ α|X|, donc 0 ≤ etX ≤ eα|X|. Du théorème de comparaison,
comme on sait que eα|X| est d’espérance finie, on en déduit que etX est d’espérance finie,
donc que t ∈ IX . Ainsi, [−α, α] ⊂ IX .

15. Soit k ∈ IN∗, la fonction g : x 7→ xke−αx est bornée sur IR+ d’après 2.b. Il existe donc un réel
positif M tel que |x|k e−α|x| ≤ M pour tout x réel, on peut donc écrire

∣∣Xk
∣∣ ≤ M eα|X|.

De nouveau par le théorème de comparaison, on déduit que Xk est d’espérance finie, donc
X admet un moment d’ordre k.

16. Soit X(Ω) = {xn ; n ∈ IN} une énumération de l’ensemble-image, posons pn = P (X = xn)
pour tout n, ce sont des réels positifs dont la somme vaut 1. Par hypothèse, eα|X| est

d’espérance finie, c’est-à-dire la série
∑

pn e
α|xn| est convergente (“absolument”, mais elle

est à termes positifs). Pour t ∈ [−α, α], on a LX(t) =

+∞∑
n=0

un(t), en posant un(t) = pn e
txn .

Les fonctions un sont continues sur [−α, α], et on a
∣∣un(t)

∣∣ = un(t) ≤ pn e|txn| ≤ pn eα|xn|

sur cet intervalle, ce qui montre la convergence normale de la série de fonctions
∑

un sur

[−α, α]. La fonction somme LX est alors continue sur ce segment.

17. Soit β un réel tel que 0 < β < α. On va montrer que, pour tout k entier naturel, la série de

fonctions
∑
n≥0

u(k)n converge normalement sur le segment S = [−β, β].

En effet, on a u(k)n (t) = pn x
k
n e

txn , donc pour t ∈ S,



∣∣u(k)n (t)
∣∣ = pn |xn|k etxn ≤ pn |xn|k e|txn| ≤ pn |xn|k eβ|xn| = pn |xn|k e−(α−β)|xn| eα|xn| .

Or, d’après 2.b. de nouveau, la fonction x 7→ xke−(α−β)x est bornée sur IR+, donc il existe
un réel positif M ′ tel que

∣∣u(k)n (t)
∣∣ ≤ M ′ pn e

α|xn| qui est le terme général d’une série
convergente (indépendante de la variable t).

Les fonctions un sont de classe C∞ sur S, et on vient de prouver, pour tout k entier naturel,

la convergence normale, donc uniforme, de la série des dérivées k-ièmes
∑
n

u(k)n .

Le théorème de dérivation des séries de fonctions (extension aux fonctions C∞) s’applique,
la fonction somme LX est donc de classe C∞ sur tout segment inclus dans ]−α, α[, elle est
donc de classe C∞ sur l’intervalle ]− α, α[.

18. Le théorème de dérivation des séries de fonctions nous autorise alors à dériver terme à terme
pour obtenir

∀t ∈]− α, α[ L(k)
X (t) =

+∞∑
n=0

u(k)n (t) =

+∞∑
n=0

pn x
k
n e

txn = E(Xk etX) ,

la dernière égalité résultant de la formule du transfert.

En particulier, L(k)
X (0) =

+∞∑
n=0

xkn P (X = xn) = E(Xk).

On retrouve ainsi le moment d’ordre k de la variable X.


