CORRIGE du D.S. de MATHEMATIQUES numéro 7
PSI2 2023-2024

PROBLEME 1
Une marche aléatoire (extrait de CCINP 20238 PC')

Partie A. Préliminaires

A.1.a. Pour tout n entier naturel non nul, X, représente le numéro tiré au n-iéme tour de jeu,
cette variable suit donc la loi uniforme sur [0, M — 1]. Et S,, indique le numéro de la case
sur laquelle se trouve le pion apres n tours de jeu.

b. La variable T est un “temps d’attente”, elle représente (si on fait abstraction de sa
définition un peu artificielle dans le cas ou la partie ne se termine pas en un temps fini) le
nombre de tours nécessaires pour terminer la partie.

A.2.a. Le caractere C™ de f est immédiat et le calcul des dérivées successives se fait par une

récurrence immédiate dont les détails sont laissés a I'improbable lecteur.

n! a n+1

") = — = pour n > p. Alors L = —  1,la
D pl(n —p)! an n+l—p no+too

série entiere proposée admet pour rayon de convergence R = 1.

b. Posons a,, = (

c. La fonction somme d’une série entiere est de classe C™° et peut étre dérivée terme a
terme, on obtient alors, pour z €] —1,1]

(p) & (X n RS n - n— X /n n
fp(m)zdxp<nz_%x ):dxl’(;m >=T§n(n—1)~--(n—p+1)x P =yl ;(p)x L

En multipliant par z” et en divisant par p!, on déduit de a. que

+oo P P
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n=p
Partie B. Etude d’un premier cas

1
B.1l.a. Si M = 2, chaque variable X}, suit la loi de Bernoulli de parametre —. La variable S,, est

1
la somme de n variables de Bernoulli indépendantes de parametre ok donc S, ~ B (n, 2) .

b. Le pion avancant au plus d’une case & chaque tour, il lui faut au moins A tours pour

arriver a la case numérotée A. Ayant convenu de poser T = 0 si la partie ne se termine pas,

onaT(Q)={0} U [A,+oo[.

c. Clairement, {T = k} = {Sk—1 = A—1} N {X; = 1}. En effet, le pion avangant au

plus d’une case & chaque tour, il est pour la premiére fois sur la case A apres k tours (c’est

Iévénement {T = k}) si et seulement s’il était sur la case A—1 apres k—1 tours (événement

{Sp—1 = A —1}) et §'il a avancé d’une case au k-ieme tour (événement {Xj = 1}).

Ces deux événements sont indépendants (en effet, les variables X1, - - -, Xy sont mutuelle-
k—1

ment indépendantes, il résulte alors du lemme des coalitions que les variables Sx—1 = Z X;
i=1

et Xy sont indépendantes, les événements “associés” sont alors indépendants).

2

P(T=k)=P(Sp1=A-1)P(Xp=1) = (2:11) (;)Al <;>(kl)(Al)x; = (Z:i) o

1
Comme Sj_1 ~ B(k -1, >7 on a donc



d. On calcule

1y A1
+o0 +o0 +oo n —
kE—1 1 n 1 1 1 (2)
Srr=n=3(421) z= 2 (u%) (3) *3=p Ay =
k=A k=A n=A-1
en utilisant la question A.2.c., autrement dit P( |_| {T = k;}) = 1. L’événement contraire
{T = 0} est donc négligeable. k24

B.2.a. Comme T'(2) C IN et que P(T = k) =0 pour k < A, la formule du transfert donne

00 . +o0 . +o0 E_1 1 .
Gr(z)=> P(T=k)a* =Y P(T' =k} :Z(A_l) 7
k=0 k=A

k=A

pour tout réel x tel que cette derniere série soit absolument convergente. En posant
k—1 1 br41 1
b = —, on vérifie facilement que lim = —, donc Gr est la somme
K (A —1 ) 2k d k—+oco by 2 r
d’une série entiere de rayon de convergence R = 2 et, par un calcul trés proche de celui

de B.1.d., on obtient, a ’aide de A.2.c.:

Vee]—-22]  Gp(z)= 201(14?1) (:;)"H:;x

n=A—

B ey
iy )

b. La fonction génératrice est dérivable sur | — 2,2[, donc en particulier au point 1, ce
qui montre d’apres le cours que T' est d’espérance finie et que E(T) = G/-(1). On calcule
2A gA-1

1 X
c. Si une variable Y suit la loi géométrique de rapport 2 alors Gy (x) = T =5 .
1-— 53;‘ -
Si Yy, - -, Y sont A variables indépendantes suivant cette méme loi géométrique, la somme
A

Z = ZYk a pour fonction génératrice G§ = Gy, donc T et Z ont la méme loi (la
k=1
fonction génératrice détermine la loi). Dans ce contexte, chacune des X a pour variance

N =
8

2
V(T) =V(Z) =2A.

Remarque. En fait, la variable T se décompose elle-méme en une somme de A variables
géométriques indépendantes qu’il est facile d’interpréter. En effet, & chaque tour de jeu, on
tire soit 0 (“échec”: le pion ne bouge pas), soit 1 (“succes”: le pion avance d'une case), avec
équiprobabilité. On peut alors poser T'=T7 + T + -+ + T4, ou T} est le temps d’attente
du premier succes, Ts le temps séparant le deuxieme succes du premier, et ainsi de suite.
La variable T peut donc étre interprétée comme le “temps d’attente du A-iéme succes”.

1
4 avec p =q = ok donc V(Y%) = 2 pour tout k. De I'indépendance des Yy, on déduit que



Partie C. Etude d’un deuxiéme cas

C.1.a. La formule de Pascal permet de se ramener & une somme télescopique:
i: n+k—l<_i: n+k—(-1\ _ (n+k—=1\]_(n+k+1\ [ n
p n _kfo n+1 n+1 - n+1 n+1)’

le coefficient <n _7_ 1) étant nul. Cela fournit la relation demandée.

b. Appliquons la formule des probabilités totales dans sa premiere forme (i.e. sans introduire
de probabilités conditionnelles) puisque ({X,4+1 = j}) est un systéme complet
d’événements:

0<j<M—1

M—-1

P(Spi1<k) = > P(Sp1 <k, Xnj1 =)
0

.
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P(Sngk_]a Xn-l—l:j)
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Il
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1 k
— > P(Sy<k—j).
=0

=

On a effet facilement 'égalité d’événements

{Sng1 <k} N {Xop1 = ={Sn <k —j} N {Xnp1 =3}

On utilise ensuite l'indépendance des variables S, et X,4+1, qui résulte du lemme des coali-
tions.

1
c. Pour n = 0, comme S est la variable constante nulle, P(Sp < k) =1 = <k>, la

MO\ k
relation est exacte. Méme si ce n’est pas strictement nécessaire, regardons pour n = 1.
k+1 1
Pour n=1, P(S1 <k)=P(X; <k)= % = (k z 1), la relation est exacte.

Supposons la relation exacte au rang n, avec n € IN donné. Alors, pour tout k € [0, A — 1],

k k
1 1 (n+k—1 1 n+k—1 1 (n+1+k
P(S"“:k):MZMn( n )ZM"“Z( n ):Mn+1< k )
1=0 =0

en utilisant la relation du a. et la propriété de symétrie des coefficients binomiaux, I’hérédité
est donc prouvée.

C.2.a. Si k € IN, Pévénement {T > k} signifie qu'apres k tours, la case numérotée A n’a toujours
pas été atteinte, donc {T" > k} = {S, < A}, soit encore {T' > k + 1} = {S; < A —1}.
En posant n =k+1,ona {T >n} ={S,_1 < A—1} pour tout n € IN".



Remarque. En toute rigueur, on a {S,_1 < A—1} = {T > n} U{T = 0}, mais ce dernier
événement étant négligeable, cela ne modifie pas le calcul des probabilités.

b. Appliquons la formule de calcul de ’espérance pour une variable a valeurs dans IN:

E(T) = +fP(TZn) = iop(sn,1 <A-1)

+00 too
= Y PS.<A-1) = ZA}L<";’E11>

n=0 n=0
_ io 1 ( p )
B Bt Mp—A+1 \ A -1

+oo L\P
- 3 (a%) ()

p=A—1

e
(1 i %)
()

toujours en utilisant la relation démontrée en A.2.c.

PROBLEME 2

Fonctions convexes de plusieurs variables (d’apres de vieur manuscrits)

PARTIE A. Exemples

1. Il résulte de 'inégalité triangulaire et de I’axiome d’homogénéité que, pour z € R", y € R"
et t €[0,1],

N((1-t)z+ty) < N((1—t)z)+ N(ty) = (1—t) N(z) + t N(y) ,
donc application N est convexe sur IR".

2.a. La matrice S est symétrique, donc ST = 5. Pour z € IR" et y € IR"™, 'expression z ' Sy est
un réel donc coincide avec sa transposée, soit

z! Sy = (J:TSy)T =y ' STz =y STe=y"Sz.
Ensuite, avec x € R", y € R" et t € [0,1], on a
A=t) f@)+tfy) — F(A—t)z+ty) = (A—t)a Se+ty Sy—((1—ta+ty) S ((1—t)z+ty)
[(1—t)— (11—t 2 Sz —2t(1—t)a" Sy+ (t—t*)y' Sy
= tl—t)(z"Sz—22"Sy+y'Sy)
= tl-t)(z—y)'S(x—y).



b. e Si S € S (R), les expressions (z — y)' S (x — y) sont toujours positives, on déduit
immédiatement du calcul fait en a. que f est convexe.
e Réciproquement, si f est convexe, alors I'expression t(1 —t) (z —y)' S (z — y) doit étre
un réel positif, et ceci pour tout (z,y) € (IR™)? et pour tout ¢ € [0,1]. En prenant ¢ dans
10,1[, on voit que (z —y)' S (z —y) doit toujours étre positif. En posant z = & — y, alors le
vecteur z décrit IR tout entier, on doit avoir z' Sz = (2]Sz) > 0 pour tout z € IR™donc la
matrice symétrique S est positive.

PARTIE B. Caractérisation des fonctions convexes de classe C'.

3. Fixons z € R" et y € R"™ et considérons I’application ¢, : IR — IR™ définie par
VEER"  apy(t)=(1-tlr+ty=a+tly—a).

Cette application “affine” oy, (de variable réelle, a valeurs vectorielles) est clairement
de classe C' avec a;w(t) = y — x. Elle correspond a l'idée cinématique d’un mouvement
rectiligne uniforme passant par le point © & Uinstant t = 0 et par le point y a linstant
t = 1. L’application ¢, , = f o oy, est alors de classe C! sur R comme composée de
fonctions de classe C'. Les régles de dérivation étudiées en cours (“dérivation le long d’un
arc”, “arc” qui est ici une droite affine) donnent

Vte R @ (1) = (Vf(ax,y(t)) | a;’y(t)) = (Vf((l —tz+ty) |y— :c) )

Enfin, lapplication ¢+ (1 —1t) f(z) 4+t f(y) est une “simple” application affine de IR vers
IR, de dérivée constante f(y) — f(z), donc par différence, ¥, , est de classe C! sur R, et

VEER YL, () = f(y) — f@) — (VI (- ta+ty) [y—=)

4. De la question 3., on déduit immédiatement que

1 1
/ (VI =+ ty) |y - =) at = / oy (8) At = 00y (1) = 02 (0) = F(y) = () .
0 0

5. Si f est convexe, alors l'application v, , prend des valeurs positives sur le segment [0,1].
Comme elle est dérivable et que 1, ,(0) = 0, on en déduit que ¢ ,(0) > 0. En effet,

wm,y(t) — ¢Z,y(0) — wm,y(t)
t

les taux de variation , pour t €10,1], sont positifs donc, par

t—0
passage a la limite, 1, ,(0) = PH(I) 1/&1@;( ) > 0. Or, le calcul de la question 3. montre que
’ —
¥, ,(0) = f(y) — f(x) = (Vf(z) | y — x). On en déduit I'inégalité

V(z,y) € (R")?  (Vf(x)|y—a) < fly) - flz).

6. Si f est convexe de classe C* sur IR” et si 2 est un point critique de f, i.e. Vf(z) = 0, on a

alors pour tout y € R", f(y) — f(z) > (Vf(x) |y — x) =0, donc f(y) > f(x). Ainsi, f
présente au point £ un minimum global.



7.a. On remplace, cela donne

(H1): (Vi) la—e) < fla) - f(0).
et
(H2) (Vre) [b—c) < £0) - f(e) .

b. Soit ¢t € [0,1]. On effectue la combinaison linéaire (& coefficients positifs, ce qui conserve
donc les inégalités larges): (1 —t¢) (H1)+t(H2), et par linéarité a droite du produit scalaire
figurant dans le premier membre, on obtient

(Vi [ QA =t)a—c)+t(b—0c) <(1—1) fla) +t f(b) = (1 —t) +1) f(e)
Comme (1—t)(a—c)+t(b—c)=(1—t)a+tb—c=0,on aobtenu
0< (L—1) F(@)+1 F() = £(c) = (L=1) F(@) + ¢ F(B) = F((L—t)a+1b) .

ce qui prouve la convexité de f (cette relation étant satisfaite pour tous a € IR™, b € R" et
t€0,1]).

8. Si f est de classe C' et convexe, alors pour tout (z,y) € (IR")?, on a
(Vi@) |ly—2) < fly) = flx) et (Vi) lz—y) < fla) - fy).
En ajoutant les deux, il vient (Vf(z)—Vf(y) |y —x) <0, soit
(Vi) = V@) |ly—=)>0.

PARTIE C. Fonctions convexes de classe C2.

9. On a ¢, = foag, (notation introduite dans le corrigé de la question 3.), et la fonction
vectorielle a, est clairement de classe C*°. Donc ¢, , est de classe C* comme composée
de fonctions de classe C2. On peut écrire

0
(y; *fj)'aff

1 L

VieR ¢, ,(t) = (Vf((l —t)x +ty) | yf:v) =

J

(1=t)z+ty) .

n

Pour tout j € [1,n], on a, par la régle de la chaine,

Ci(;‘i((l—t)x—kty)) - (v(ii)((l—t)xﬂy)‘y—x)

n 82f
= Z 1(%‘ — ;) 9207 ((1 —tr+ ty) )

Finalement on obtient

n n 2
o) = YD) (=) G (1= )a+) = (y=2) -y (L= t)a-+13) (=)

i=1 j=1

10. Soient x € R™, y € R™. Comme ¢, , est de classe C* sur IR, on peut écrire la formule de
Taylor avec reste intégral a l'ordre 1 entre les bornes 0 et 1, soit



1
Pral) = 2ry @ + (10, 0+ [ (=10l o) de
0
L’hypothese faite sur la positivité de la matrice hessienne de f en tout point entraine que
1
@y, (t) est toujours positif. Le reste intégral / (1—t) ¢y ,(t)dt est alors lui aussi positif.

0
On a donc ¢y (1) — ¢z ,(0) > cp;’y(O) soit, en explicitant, f(y) — f(x) > (Vf(x) |y — x)
Ceci étant vrai pour tous points x et y de IR", d’apres la question 7., on a prouvé que f
est convexe sur IR".

11. La fonction f est clairement de classe C2. On calcule sa matrice hessienne:

0% f 0% f
922 01 Oy errtr2 1 -1
Hf(x) - 82f 82f - (exl +ex2)2 <1 1 >
81‘2 81‘1 871‘%
x1+T2

Les valeurs propres de cette matrice symétrique sont 0 et 2 5 ; elles sont positives

(@ 1 o)
quel que soit le point = (21, 23), donc Hy(x) € S (IR), et f est convexe.

12.a. Posons ¢; = (1 —t1)x+t1y et co = (1 —t2)x +t2y. On a alors co —¢1 = (t2 —t1)(y — x),
puis

(Vf((l—tz)x+t2y)|y—x)—<Vf((1—t1)x+t1y)|y—a:>
= (Vi) |y—=) = (Vf(er) |y — )
= (Vf(c2) = Vf(cr) |y—=x)

1

i (Vf(c2) = Vf(c1) ‘ c2—c1),

gO;,,y (t2) - <)dz,,y (tl)

et cette expression est positive d’apres la question 8.

b. On a donc montré que la fonction <p;7y est croissante sur IR. Puisqu’elle est dérivable, sa
dérivée est positive et, en particulier, ¢g7y(0) > 0. Le calcul fait en 9. donne alors

ol ,0)=(y—2z)" -H(z)-(y—2) >0,

et ceci quels que soient les points x et y de IR". On conclut alors comme en 2.b. que la
matrice hessienne Hy(x) est (symétrique) positive.



