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I Préliminaires : étude de quelques éléments de

I.A - Des fonctions de E utiles pour la suite

Q.1
—t
e
Soit « € R** | p,(t) =t* t € [0,+o0]. La fonction t — (pa(t))QT = t?*~le~t est continue
sur ]0,+oo[ et positive .
1
(a) Au voisinage de 0, t?*7le=t ~p 12271 = it > 0.
t—> % est intégrable sur ]0,1 , c’est une intégrale de Riemann 1 —2a < 1, donc la
fonction est intégrable sur |0, 1].
(b) Au voisinage de +oo , t**'e™" = o(%) , elle est donc intégrable sur [1, +oo]
—+o00 e_t +o0
/ (pa(t)25mdt = / 1201t gt = T'(20)
0 t 0
Q.2
P une fonction polynomiale ,elle est continue .
. o o € P2(0) . .
(a) Si P(0) # 0, on a I’équivalence : P (t)T ~0 , cette fonction garde un signe
1 L . R
constant . t — — n’est pas intégrable sur ]0,1] , on peut donc en utilisant le critére de
—t
e
comparaison des fonctions positives dire que ¢ — PQ(t)T n’est pas intégrable sur |0, 1]
—t
e
(b) Si P(0) = 0, la fonction ¢ — Pz(t)T est prolongeable par continuité en 0 (donc
intégrable sur |0, 1]) , et négligeable devant t — 72 AU voisinage de 400 , ce qui acheve
la justification de I'intégrabilité.
Q.3
Sia=0b=0, la fonction est nulle , 0 € F.
Réciproquement , supposons que a # 0 , au voisinage de 400 , on a
et et
(a e + b)zT ~ aQ? — oo +00
La fonction n’est pas intégrable sur [1, +oo[. La premiére condition d’intégrabilité est que a = 0.
Supposons que a = 0 , la fonction est une fonction polynomiale constante , elle est dans F ssi
b=0.
Q.4

—t
e
t— (e! — 1)27 est continue sur |0,z , le développement limité au voisinage de 0 donne :
—t
e
lim (et - 1)27 =0

t—0

Elle est prolongeable par continuité en 0, donc intégrable sur |0, z].
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Q.5

Q.6

Q.7

0.8
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ke (t)=¢e"—1 , t€]0,z] , kiy(t)=e*—1=cte , t € [x,+o0]. La fonction est continue .
—t

e
D’apres la question précédente t+— k:g(t)T est intégrable sur ]0, x].
—t

Sur [z, +oo| ,t — k2(t )67 est négligeable devant ¢ — — i

I.B — Une condition suffisante d’appartenance a £

Dans cette sous partie , on suppose que f est de classe C! sur R*' & valeurs réelles et
vérifie :

z

’ €2

7:

voisinage de 0 a t — —= , la fonction ® est bien définie .

\/f
A /Te3 1 e3 z o3
P(z) = Ve —/ 6—dt—/ Cdt x>0
0 1
—_———

La fonction ¢ —— est continue ,intégrable sur ]0,x] , pour tout z > 0 (équivalente au

On peut écrire :

z+1

® est de classe C! sur |0, +o00|

' (1 —z)%2
) >0 >0
)= Va2~ !
z 1 z
O</—dt< 2/—dt:25 >0
e 0 Vi e2\r =
On peut en déduire facilement :
lim ®(z) =0

z—0

< 4\/56%)'

|

T e
Comme la fonction est croissante , elle est toujours positive sur |0, +oo[ ( / 7
0

Pour z >0, f admet 0 comme limite en O :

\—]/f dty</yf ydt<c/ —dt AC e

z+1

f est continue , et on a ’encadrement :

—t 16 C?
< 2 <
O—f(wt ~(1+1)?

t>0

La fonction t —

1
TEE est intégrable sur |0, 4+o00[ , il en découle immédiatement l'intégra-
—t

bilité de ¢ — fz(t)eT ,dott f € E.
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Q.9
—t
f,g sont dans E | la fonction t — f(t) g(t)eT est continue .En utilisant la relation
2lab| < a® +b*  (a,b) € R?
On peut écrire :
e e~ 3 e~s 1 NG NG
a0 = [ r0 2 lan 2 < 5( POT + PO )
—_—— N—— —— —
a b intégrable , fEE  intégrable , geF
Q.10
E est non vide , contenu dans I’ensemble des fonction continues sur |0, +00[ qui est un espace

vectoriel.
Si on prend (f,g) € E*> , AeR:

e 2 2 € o€ e’
W) +9() = = A ()~ + g7 (1) + 22 ()g(t)
Les trois fonctions sont intégrables , il en découle (Af + g) € E.

FE est donc un sous espace vectoriel.

Q.11

L’intégrale qui définit ce produit scalaire est bien définie .(I'intégrale converge).
La symétrie et la bilinéarité sont évidentes .

+00 e t
(f, ) = / f2(t)7dt > 0. Si l'intégrale est nulle , comme la fonction qu’on intégre est
0
positive continue , on doit avoir :
—t

f2(1¢)6T —0= f(t)=0 VY te]0,+o0

C’est donc un produit scalaire.

Q.12

On peut raisonner de deux manieres :

(a) En utilisant le théoreme de la convergence dominée TCD :
Soit (), une suite de réels strictement positifs qui converge vers 0. On note :

—t
halt) = 2, ()= . t €0, +oc
Soit t €]0,+o0[ , il existe ng € N : z, <t Vn>mny (ladéfinition de la limite
avec € = t).
e

T —>n*>+oo 0

La suite (hy), converge simplement vers la fonction nulle.

La suite (x,), est bornée , il existe m > 0tel que 0 <z, <m , ¥n € N.
(" = 1)

Vn>ng, hy(t)= (e — 1)

La fonction t —— , est continue sur |0, m] ,prolongeable par continuité en 0 ,

elle est donc bornée :
(e" = 1)

M >0 : 0<Z ;

<M =0<h,(t)<Met Vtelo,z,)
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(b)

0.13

Q.14

Q.15
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t

— Tn 1 2
Pour ¢ € [z, +oo[ , 0< h,(t) = (e*n — 1)267 < (e™ — Wue‘t <Me
Ty
On a donc la domination :

0< ho(t) < Me' =¢(t) Vte]o,+o0] VneN

p est intégrable , le théoreme de la convergence dominée permet d’intervertir :

n—>-+00

5 too et +o0 oo
| bz, | :/0 kxn(t)Tdt:/O hn(t)dt—>/0 lim h,(t)dt =0

En utilisant un encadrement :
En gardant les mémes notations :

G_t

400 —t Ty, —t 400
0< kel = [ K20 dt= [TR O+ [Tk (0
0 " t 0 " t Tn " t

Tn 9 “+o00 e_t
< M/ e tdt + (™ — 1) / Tclt
0 Tp

T In 1 2 +oo
SM/ dt+7(e ) / e 'dt
0 Tn Tn

Ty 1 2
=M x, + 7(6 ) e n
Tn

Ce dernier membre tend vers 0 quand n tend vers 'infini.

+oo
On pose [, = / the™ldt = (pry1, 1), pa(t) =t k€N
0

1'0:/(]+Ooetdt: lim [—e’t}?zl

A—+o0

On fait une intégration par parties :

’

u(t) =t | W @t)=kt"T | W) =et , o(t)=—e"

On trouve :

L=kl 1=...=k I,=F!

La famille n’est pas orthogonale.

IIT Un opérateur sur E

En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz , on peut écrire :

0 < U (@) < ks /)] < K] £

Et on utilise la question ().12 pour conclure.
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Q.16
k.(t)=¢e"—1 , t€]0,z] , ky(t)=e"—1=cte , t€ [x,+o0[.
+oo et
U(f) () = / ko —dt +/ )i
On remplace dans chaque intégrale k,(t) par sa valeur.

Q.17

On change un peu l'écriture :

U(f)(x):/:f(t)l : b+ (e - 1) - [ s dt+/+°° :dt
_/ 1

1-—
Les fonctions t — f(t)

i+ (e —1)(cte - /j f(t )Tdt)

—t
et t—> f(t)eT sont continues sur |0,4o0[ , U(f) est

de classe C! sur ]0,+oo] , et on a :
1—e™

—x

WU @) = == fla)+ e (ete = [ FO)-dt) = (" = (@)
=e" (cte - /lx f(t)e;dt)
x oo e’
—¢ / O]
Q.18
U(f) est le produit de deux fonctions de classe C' , elle est donc de classe C! :
(@ = [0S e = v @ - 1Y
U(f) est solution de I’équation différentielle :
@)
y () =y (x) = T
Q.19 L
' " & e z e 2 e 2
U@l =l [0 e [0 1
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0.20

Q.21

Q.22

0.23

Q.24

0.25

0.26
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On utilise les questions Q.7 , Q.15 , avec C = ||f].
La linéarité de U est évidente.

Partant de la majoration précédente :
vipr= | w dt < 16 <
o= [ wempa < e [ ﬁt
~ 16 /
A
= 16]|/]”

Soit f e Ker(U) / .
Ulf)=0 =U(f) =0 , U(f) =0

On remplace dans I’équation différentielle de la question Q.18 , on conclut immédiatement
que f(z)=0 , Vz €]0,+o0l.

1
Supposons que U est surjectif , on prend «a = 1 >0, po € F admet un antécédent

e ot =pule) = U@ < 4171

V x €]0, 00|

On simplifie par i , et on fait tendre z vers 0 , on trouve 1 <0, ce qui est absurde .
U n’est pas surjectif .

On dérive F et on utilise I’équation différentielle de la question .18 vérifiée par U(f).
En utilisant la question ().19 , on trouve :
@_%
F@I<IAIS2 ¥ el ool
On utilise la question @.20 ,
\/_6% A1 gl
F < 4 = \ 0
|F(x) Ulg) ()] Hfll\/—H gl 2 z €0, 400

La premiere majoration dans la question .19 , est :

Pour z €]0,1] :

400 p—t 1 ot 400 p—t 11 400
/ e—dt / 6Tdt +/ %dt < / ;dt —|—/ eldt = —1In(x) +e?
T 1 T 1

daouia_abdelkader@hotmazl. fr 6



Pr. Daouia Abdelkader

Q.27

La majoration dans la question ).24 ; donne directement

Jim_F(2) Ulg)(@) = 0

Sur |0, 1],

z
1 2

F(@) Ulg)@)| <4 | flllgll (xe™ = 2 In(x))?

— 00
.Z'—i—l —0

0.28
(o) = [ U0 )a= [T ugor

On effectue une intégration par parties en utilisant la question précédente , on trouve :

SU) = [T U oFmd = [T Ul U (e

/

(t)dt

Q.29

Par symétrie du produit scalaire :

W().0) = (.U = [ Ul U (et = (£, U(g))

IV Solutions d'une équation différentielle développables en série entiere

Q.30

f une solution développable en série entiere sur R de 'équation (E,) .
On peut dériver terme a terme :

+oo “+00 —+o0
=> a2 f(z) = > naz"t () =D nln—1)aa" Vr e R
n=0 n=1 n=2
On injecte dans I’équation :

400
Zn(n—l O Znanx +Zpan:c =0
n=2
+o0
> n(n—1)aza™ Znanx —l—Zpanx =0
n=1

En effectuant un changement d’indice dans le premier terme , on obtient :

+oo +oo +oo
Z n(n+ 1)a, 2" — Z na,x" + Zpanx" =0
n=0 n=1 n=0
Finalement , on a :
+oo
> (n(n + 1ans1 — (n — p)an>x” =0 Ve e R
n=0

Tous les coefficients sont nuls , et en prenant x = 0 dans I"équation (E,) , on trouve :

ao=f(0)=0, n(n+1an1—(n—pla,=0 VneN
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Q.31

Q.32

0.33

Q.34

Q.35
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(E,) admet une solution polynomiale h non nulle si et seulement si h est une solution
développable en série entiere et il existe un entier n € N* tel que

an1 =0 , a, #0

Si pour un entier £, ap=0ona a,, =0 Vm>k.

En utilisant la relation n(n + 1)a,+1 = (n — p)a, , on trouve p =n € N*
Réciproquement , si p € N* | on peut construire une solution polynomiale de (E,) en
utilisant la relation de récurrence de la question @.30.

Soit P(x Zakx , une solution polynomiale de (E,) , de degré r (a, # 0) , on

remplace dans l’equatlon et on identifiant le coefficient de 2" , on trouve :

O=(—r+pa =r=p

P est solution de (FE,) , (z(P"—P')+p P =0).
h(z)=e® P, h(x)=—e*P+e®P ,h(x)=e®P—-2"P 4¢P

o(h"+h)+ph= (x(P” —PY+p P)e*x =0

On écrit P(x Z arx” = P(x)e ™.

h est le produit de deux sommes de séries entieres de rayon de convergence 0o , elle est
donc développable en série entiere sur R.

On utilise la relation de récurrence donnée , et on raisonne par récurrence .

La fonction exponentielle est développable en série entiere sur R , on multiplie juste par
2P~ et on trouve :

+oo xn—l—p—l
gp(x) =P e ™ = (—1)" o reR
n=0 :
En dérivant terme & terme :
+oo n—1 +o0 _ 1)!
®) () = —1)" U _1nwn1
@) = L b= 1) = S
B 2n+p—11  pl
Onpose Cn—(—l)m—an TLZl
P(a) =3 cot® = 13 b = ) = (o) = b P(o)e
a;’gp " b1 zg,” (x b x)e
On remarque que :
. b
P(z) C%%(),C—j

daouia_abdelkader@hotmazl. fr 8



Q.36

Q.37

Q.38

Q.39

Q.40

Q.41
Q.42

Q.43
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On prend juste ag = 0 , a; # 0 quelconque , et on construit la suite (a,), par la relation
de récurrence définit dans la question ).30 , la somme de la série entiere est une solution
de I’équation .

aTL
Comme p € N, on aalors a, #0 , n>1 et | ’ +|1| 40 . le rayon de convergence
an
est +oo.
n+1)|a, n— _ - N )
( ’ )|’ 11 _ | p| — 1, en appliquant la définition de la limite avec & = 3 on
ay, n

trouve le résultat.

On peut soit raisonner par récurrence , soit utiliser la relation et faire le produit pour k
variant de ¢ a n — 1.

Pour tout =z >0
+o00 +00 " . q—1 "
V)= Xl 2 K3 50 = K(ef - R@) L K =2l ¢! R@) =3 500
) e~ % KQ L 2 K2
> _— 1 — 2 R Niso T
Vo) — 2 —(1-¢F R()) ~io —

—x

La fonction x +—— 9?(x) ‘
T

n’est pas intégrable sur [1, +o0[ , donc ¢ ¢ E.

La suite (a,), garde un signe constant a partir du premier entier supérieur a p , soit
nog = |p] + 1 cet entier , on a donc :

lan| =a, VYn>mng oula,| =—a, Yn>ng

Puis on utilise la question précédente.

V  Eléments propres de E

U est injectif , 0 n’est donc pas une valeur propre de U.

A une valeur propre de U , et f un vecteur propre associé , U(f) = A f .D’apres la
question Q.18 , U(f) est solution de I’équation :
o f(z)
x
On a donc : X
A ar =Ty e S =0

f un vecteur propre associé a la valeur propre A ,f € E , d’apres la question .40 , on
ne peut avoir p = " ¢ N*
1

A=- ¢ N*
D
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Q.45

Q.46
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)+ = 0.
U(P) vérifie 'équation : y — y/ = _x) (U(P)” —~UP))+P=0
Onpose : T=pU(P)—P:

P est une solution de (E,) , : x(P" — P
(z

T -1 =p(U(P) —=U(P)) = (P =P)=0

En gardant les notations de la question précédente :
T —T =0

L’équation caractéristique est : r> —r = 0, on a deux racines réelles distinctes O et 1 :

3 (a,b) €R* : pU(P)(x) —P(x)=T(x)=ae"+b V xcR*

P et U(P) sont dans FE qui est un sous espace vectoriel (Q).10) , d’apres la question (.3 ,
on doit avoir a =b=0:

T=0=U(P)=-
p
P est donc un vecteur propre de U.

On prend deux entiers non nuls p, ¢ distincts , U(P,) = I%Pp ., UP) = %Pq
En utilisant la question .29 :

<;Pp7pq> = <U(Pp)qu> = <vaU(Pq)> = <Pp’;Pq>
On trouve : 11
(5_5)<Pp7Pq> =0 = <Pp>Pq> =0
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