Corrigé de I’épreuve de mathématiques du concours CC-INP , filiére PSI, année 2022

PROBLEME 1

PARTIE I
1 m+i m . .

QU YMEN Iy —In = fj [1 =32 — (1 +t2)z]det (linarite)
= [f1-t3)2 (VI=tZ-1)dt <0

par positivité de I’intégrale puisque Vt € [0,1], (1 — t2)7(\/1 —t? - 1) <0 (carvl—t?<1)

Ainsi la suite (I,,,),,c est décroissante

Q2 Soitm € N.
Ltz = fol(l - t2)7+1dt

u'(t) = —Zt(% + 1)1 - t2)7

_ 2 B
On pose {u(t) =1 =t9)2"" 4 etvsont € sur [0,1] avec {
V() =1

v(t) =t

Par intégration par parties (ici sur un segment) :
[ om m 1 m
Iz = [u(@®v(®)]} + J 2(? +Dt2(1—t>)2dt=0—-0+ (m+ 2)f (t?-1+ 1A -t»)2dt
0
0

=—(m+ 2)l o + (m+ 2)I,, (linéarité)

Ainsi (m + 3) 4, = (M + 2)1,,

Puis enfin Lo = m2 puisquem+3#=0 (m€N)

m+3° ™M

Q3

Pour n € N* | notons H,,: « I, = % etlyn_1 = \/%an_n »
e initialisation (n = 1)

- D’une part, calculons a; ; = \2/—3 2= \2/—3

s
- D’autre part, calculons I; = f01\/1 —t2dt .Onposet =sinu (¢: [O’ E] — [01] C! avec dt = cosu du)
u+— sinu

Donc (changement de variable sur un segment)

T s
L = fg\/coszu cosudu = fozcoszudu (car Vu € [O,E] ,cosu = 0)

_ fogl+cos(2u) du="1 [sin(Zu)]? _m s T2
2 4 4

s
-, Oor —=a ===
0 4’ \/7 1,1 \/722 4

_ (2 _ _fl_g V2 V222 2
- Enfin, I = [, (1 t)dt_[t 3]0_3’0r2.3.a1,1_2.3.\/§_3

Ainsi H, est vraie




o hérédité
Soit n € N* tel que H,, est vraie

Commengons par exprimer a, 41 »+1 €n fonction de a,, ,, (ceci servira ensuite)

_V2n+2(2n+2)
an+1,n+1 - 221’l+3 n+ 1
o (Zn + 2) _ (@n+2)!  _ @rn+2)@n+1)(2n)! _ 2(2n+1) (Zn)
r n+1 - (n+1) '(n+1) ! - (n+1)2nn! T on+1 n
Ainsi __ V2n+2 2(2n+1) (Zn) _ V2 (@2n+1) (Zn) VZn _ V2 (2n+1) _ 2n+1
81 @nt1nt1 = Yones "1 \p )~ 22 2ymai\n ) Vam | M aymrivan | 2 n(ir) O
D’aprés Q2 et Hy, :
2n+2 2n+2 V2Zn s T
[2n+2 = m on = mm etd apres ce qui precede .
_2n+2 V2n (2n+1) _ J2(n+1) .. . .
Ionsz = 2n+32(2n+1D)ant1 1.2+ 2@2n+3)ansa i aprés simplifications
Et de méme :

| _2n+11 _2n+lm _2n+1 mw 2yn(n+1)
T 2 L T k2o M T 2n+ 2y2n  Zn+ 1 nrinil

77.' \ . . .
= T Ontin+1 APIeS simplification

Si bien que H,,,, est vraie

Le résultat est prouvé par récurrence.

Q4
Remarquons déja que pour tout m , I,,, > 0 (intégrale d’une fonction continue, positive, et non identiquement nulle)
Comme (I,;,) est décroissante on a pour toutn € N*: I,,, < I,,_1 < >

En divisant par I,,, > 0 on obtient I’encadrement souhaité

Puis, en remplagant par les expressions en fonction de a, ,, trouvées en Q3 :

| < T 1 < V2n —2 1
< An - <
v2n " V2n 2(2n = Dayg-1n-1 v2n
22n+ Day, 2(2n+ Dapyp

Ann _  2n-1
an_l’n_l 2 Tl—l\m :

En simplifiant et puisque

2<(2n+1)\/n—1 (2n—-1)
“@n-1) Vn 2Vyn—1vn

. 2n+1 _— 2 1 . .
Soitl < %(Zn + 1)an,n2 < % , et enfin en multipliant par ?_ = i (strictement positif)

T
1< - @Cn+ Day,

2n+1
2n

< 2ma, 2 <1
1+5—
2n




Q5
- 1
Le théoréme d’encadrement donne alors que, quand n tend vers +0, 2ma, ,* tend vers 1, donc a, ,* tend vers 7 ©t

. . 1
puisque a, , = 0 (par produit) , a, ,, tend vers =

Alors, quand n tend vers +oo :

o

=

14

él
S
14

N| =

e

PARTIE 11

Q6 Avec le changement de variable affine t = Vn u (dt = Vndu)

Jn = \/ﬁfol(l —u?)*du = vn I, et donc d’aprés Q5 , J,,~vVn %\/gfvg

En particulier (],,) est convergente , et sa limite est g_.

Q7 soitt € R*
A partir d’un certain rang (qui dépend de t) , v/n > t : il existe un entier n, tel que pour toutn > ng , t < Vn,

2\ t2
Donc pour n = ny , u,(t) = (1 — %) = ")

t? 1
; tZ n <——+O - > _ _ . .,
Comme t est fix¢, quand n — +oc0, — — 0 et donc uy, t)=e \ " () = e~t"*o() — ¢~t* (continuité de

I’exponentielle)

Conclusion :

. . . . L pe s 2
1a suite de fonctions (U, ), converge simplement vers la fonction u définie sur R* par : u(t) = et

Q8

e On pose, pour x € R, ¢p(x) = e* —x — 1. ¢ est dérivable sur R avec ¢p'(x) = e* —1:
¢'(x) = 0SSIx = 0. ¢ est décroissante sur R~ , croissante sur R* , et ¢p(0) = 0 ,donc ¢ est positive sur R ce qui
prouve I’inégalité (éventuellement présenter le tableau de variations de ¢)

e Soitn € N* etsoitt € R* :

2
t2 t2 ELE . . . .
-1%cas:t<+Vn: avecx = — —ona 1- — = n puisen prenant a la puissance n (nombres positifs) , on obtient

u, (t) < e t’
-2 cas : t > +/n, comme u, (t) = 0 on a bien u, (t) < e~ t?

. .. 42
Enfin, comme u,, est une fonction positive, on conclut: 0 < u, (t) < e t




Q9
: _2 : . 1 :
Soit f:t — e 2 . f est continue sur R, et au voisinage de +oo , f(t) = o(t—z) par croissances comparées
t2 2
(on peut aussi dire que f(t) = o(e™?) car f(t).et = e 2t — 0 car — % + t tend vers —o0)

Ainsi f est intégrable sur R* ,et comme elle est paire, f est intégrable sur R

En particulier K est convergente

Puis, appliquons le théoréme de convergence dominée (TCD) a J,, :

- pour tout n € N* , u,, est continue par morceaux sur [0, +oo[

t* qui est continue sur [0, +oo[

- d’aprés Q7, (u,,) converge simplement sur [0, +oo[ vers u: t +— e~
- domination : d’apres Q8, |u, (t)| < f(t) avec f positive, continue, intégrable sur [0, +oo[ , indépendante de n
Par TCD (J,,) converge vers f0+°° e t’dt

Par unicité de la limite : f;m e Pdt = g

Par parité f:: e~tdt = Vi

Enfin, pour K : posons le changement de variable affine t = v2x (dt = v2dx)

+0o0 \/E
K= f e —dx=1
—00 Vzn'

PARTIE 111
Q10
Posons, pour x € [0, %], g(x) =1In (;:—i er) (ceci est bien possible cari% e?* > 0)

. _ oy 1-x 1-x
Alors par construction e “2X+t9() = ¢72% ¢9(*) = ¢ Zx.m e?* = P

Puis, suivons I’indication :

g est dérivable sur [O ,%] avec g(x) = foxg’(t)dt car g(0) =0

Or par exemple, pour t € [0 ,%] g@) =@ -t)-In(1+¢t)+2t

1 1 1 1 2 2t?
Doncg’(t) = _a—m'i'z =Z—m+2 =_t2—1+2 =_t2—1
2 2
On obtient g(x) = f(f%dt == f(;c%dt

Mais, pour t € [0,x] c [O,%] :1—t? 2%

2t2
1-t2

. o 8 8
Donc par croissance de I’intégrale : 0 < fox dt < gfox t2dt = 5x3

On conclut :||g(x)| < gx3 (il suffit donc de poser par exemple M = g)




Q11

Soitn € N* etsoit k € [n+ 1,2n]
(remarque : sik = n + 1, les produits valent 1 par convention car i varie de 1 a 0)

2n
Aen ( k ) _ (@nm! nln! ol n!
Qnm (Zn) TkKCn-k!'2n)! k' Q2n-k)!
n
Et:
?5171_1(1—1) n_ [t —i) n_ n-1)n-2)..2n+1-k)n_ nl nl

k—n—l( )k TIEM I+ k. (D@42 (k—1) k @n-k)lk!

i=1

(on a développé ici les produits pour voir lesquels sont « ascendants » et « descendants » mais on peut aussi utiliser
des changements d’indice)

D’ou le résultat

Q12

Dans les produits ci-dessus : comme k < 3?11 +lalorsk—n—1< g, donc , pourtoutitelquei € [1,k —n—1],
i 1
zelos]

En utilisant Q10 on a alors , en notant g(x) =

a n i n 2y on _2t 2
ﬁzgl | | q<_)=E en+g(n)=z o n 29G)
a n
wn i=1 i=1 i=1 i=1
Simplifions alors :
: . )
e[ le™n = e—zzl 1y Uemn=1)(k-n)

o [Tt p9G) = X 0(3)

Et en posant by, = Y"1 g (L) :

n

= Y k-n-1Dk-n-1)3

3 =

[bienl < 22 o (5)] <

Car dans la derniére somme, il y a k — n — 1 facteurs, tous inférieurs ou égaux a (k —n — 1)3

knl
D= Mn

On a obtenu le résultat

Partie IV

Q13 comme X,(Q) =[0,2n],Z,(Q) = {% ,k € [—n, n]]}

_n

Par ailleurs d’apres le cours : E(X,) = 2n.% =netV(X,) =2n %

N~

Donc par linéarité de I’espérance : E(Z,,) = \/% (RE(X,) —2n))=0
Et par propriété de la variance , V(Z,,) = % VX, =1

Autrement dit Z,, est une VA centrée réduite.




Q14 La fonction h, est définie par :
: 5 3 1\%
Site [—E,—E[alors hy(t) = (E) .

4
Site [—%,—%[alors h,(t) = 4(%) .

4
Site [—%,%[alors h,(t) = 6(%) .

4
Site [%,%[alors h,(t) = 4(%) .

4
Si te [%,g[alors h,(t) = (%) .
Et h,(t) = 0 sinon.

Ce qui donne la représentation graphique suivante :

0.35 1

0.30 1

0.25 A =i =

0.20 A

0.15 A

0.10

0.05

0.00

Q15 rappelons que pour k € [0,2n] :
P =0 =) G =G O™

Mais (an ) est maximal pour k = n, en effet, si, a n fixé, on pose wy, = (an) ’

Wit _ (2n)! k!(2n-k)! _ (2n-k) ., , . n+1 o
e D@Dl @ = kel cette quantité est décroissante, vaut —> lpourk=n-1,

et Vautﬁ <1pourk =n.Donc Vk € [02n], w, < wy.

&=

8-
=

Par conséquent h, posséde un maximum, qui est atteint quand t € J,,,, cad sur [—

Q 16 Soitx > 0.
Comme v2n tend vers +o0 , a partir d’un certain rang ng, x € [—\/Zn - \/% ,Va2n + \/%_n[

autrement dit pour n > ng , x € UF%, Ji.» et donc il existe k,, € [0,2n] (unique car union disjointe) telle que x €

]kn,n-

. . 2(kp—m) 1 2(kp—n) 1 e e, .

Ainsi————-—=<x < — i 8’écrit encore :
S1— o= XSG +mcequ s’ecrit encore

1 2(k, — 1
_2emm)

ST Vam 2

X



s 2(kp—n) . V2n
Par th d’encadrement N donclk, —n xX—=
. 2(kp— .
Par suite, comme t;, , = ( \/%n) , alors|ty ,~x |, et aussi, k, —n = 0(\/n) = o(n) dond k,,~n

Q17 pour tout k € [0,n] t,, € Jin , par définition de Ji, ,, qui est centré en t .

V2

k) = @(Zn) 1
2

Donc hy (tg) = = P(X, = = (% )=

22n = ak,n
e Soit maintenant x > 0 (dans un premier temps) fixé

Il existe un rang n, tel que pour tout n > ny x € Ji . Donc pour tout n = ng, hy (x) = hy (e, 2)= A, -

\ V2 2 V2 2
Or, d’apres Q16, Tnx — \/T— <k,-n< Tnx + % et donc pour nassez grand, 1 <k, —n < §+ 1.
e . n b _kn—n-1)(kn-1)
Cela permet alors d’utiliser Q12 et on obtient: ay,_, = o e knn e n A -

L’inégalité précédente justifie que k, —n tend vers +oo lorsque n tend vers +oco.
2 nx?
Donc (k,, —n— 1)(k, —n) ~ (k, —n)*~ — par Qle.
De maniére analogue, grice a la majoration de Q12 : by, tend vers 0 lorsque n tend vers +oo.

Par Q16, kl tend vers 1 lorsque n tend vers +oo.
n

_ yam v n 1
Etpar Q5, a,, = 2GniDh. = 2@niD 2 — et ayp tend vers Nor3 lorsque n tend vers +oo.

En définitive, grace a la continuité de la fonction exponentielle, on trouve que la limite de ay,, , , lorsque n tend
1

0 -x2/2
oo X X X —.
vers +oo ,vaut 1 X e e T

- = L gx%/2
Donc nl_‘Hlm h,(x) = = e

e La fonction h,, étant paire, il en va de méme pour x < 0.
: 1
e Et0 € J,, donch,(0)= a,, donc nl_l)rlloo h,(0) = NPT

. . . . 1 2
On a donc prouvé que la suite de fonctions (h,,) converge simplement sur R vers (x — N x°/2y,

PROBLEME 2
PARTIE I
G
Q18 Soit A de rang 1 : toutes les colonnes de A sont proportionnelles : il existe une colonne € = ( : ) et des scalaires
c
c1 "
Agy e, Ay tels que A = (A4,C , ..., A,C) , autrement dit matriciellement A = ( : ) A1, s Ay)
CTl

1l suffit donc de poser X = C etY = (A4,...,4,).

Et ces deux matrices sont non nulles sinon on aurait A = 0 ,et A ne serait pas donc pas de rang 1 mais de rang 0




Q19

Avec les mémes notations on obtient A = (4,C , ..., 4,,C) : toutes les colonnes de A sont proportionnelles, et A est non
nulle car C # (0) (puisque X # 0) et 3k € [1,n]|A, # 0 puisque Y # 0 : rg(X¥YT) =1

Q20

Avec X et Y introduits en Q18 :

A% = XYTXYT = X(YTX)YT par associativité,

Or (YTX) = ¥, x;y; et on remarque que cette expression vaut tr(A) (simple calcul matriciel de XYT)

Ainsi A% = tr(A).XYT cad A2 = (trA)A

Q21 pour k € N*, notons H, : "A* = (tr(A))k_lA"

o initialisation (k = 1)

H, est vraie car (trd)? = 1

* hérédité

Soit k € N* tel que Hj, est vraie.

Alors A+ = A, A% = (tr(4))" 142 = (tr() 7 (tr(4). 4) = (tr(4))“A

Ainsi Hy 4 est vraie

Le résultat est prouvé par récurrence (remarque : Hy, est fausse pour k = 0)

Q22 comme A # 0 : pour k > 2: A¥ = 0.SSI (tr(4))“”" = 0 cad ssi trd = 0
(On ne peut pas avoir A¥ = 0 pour k = 1 puisque 4 # 0)

Ainsi A est nilpotente SSI tr(4) = 0

Q23 comme A? = tr(A)A, X? — tr(A)X est un polyndme annulateur de A

1¥ cas : tr(A) = 0, alors X2 est annulateur de 4, la seule valeur propre possible de A4 est 0 (seule racine de X?), si A
¢tait diagonalisable, A serait semblable a (0) donc égale a (0) : exclu

28me cas : tr(A) # 0 : X(X — tr(A)) est un polyndme annulateur de A scindé a racines simples donc par théoréme A
est diagonalisable

Conclusion : 4 est diagonalisable SSI tr(4) + 0

PARTIE 11
Q24
On trouve A% = I3

Donc X% — 1 est annulateur de A




Q25X2—1= (X + 1)(X — 1) est scindé a racines simples, donc A est diagonalisable avec Sp(4) c {—1,1}, et plus
précisément Sp(A) = {—1,1} car A # tI;

-2 =2 2
Calculons par exemple Ker (A — I3) = Ker (B) avec B = 34— 3] = (—2 -2 2 ) derang 1.
2 2 =2

1 1

Ainsi par théoréme du rang, dim Ker(B) = 2 et (—1) ainsi que (O) forment une famille libre de Ker(B) (d’aprés
0 1

les colonnes de B), donc une base de Ker(B)

1 1
On conclut|E{(4) = Vect (—1) ) (0)
0 1

Ensuite, on peut soit dire, que comme A est symétrique réelle, ses sous-espaces propres sont orthogonaux (mais vue la

-1
question Q26 ce n’est probablement pas ce qui est attendu ...) et conclure que E_; (A) = Vect (—1) (avec un produit
1
vectoriel notamment)
4 =2 2
Soit chercher directement Ker(A + I3) = Ker(M) avec M =3A+31=|-2 4 2 |derang?2
2 2 4
1 1
AlorsdimKer M =1et| 1 | vecteur nonnulde Ker M :[E_;(A) =Vect| 1
-1 -1

Q26

e Version courte : A étant symétrique et réelle, par théoréme ses sous-espaces propres sont orthogonaux

1 1 1 1
e Version longue : (—1) est orthogonal a ( 1 ) etil en est de méme de : (O) , orthogonal a ( 1 )
0 -1 1 -1

Par bilinéarité du produit scalaire, les sous-espaces propre de A sont orthogonaux

Q27
M1

1
-on prend v, = \/% (—1) vecteur unitaire de E; (A4)
0

V3

1
-on prend vz = — ( 1 ) vecteur unitaire de E_; (A4)
-1

1

Alors on sait que v, = v; Avg = \/ig (1) sera telle que (v4, V5, v3) sera une BON de R3 , donc v, sera dans
2

Ei-l = E]_

M2

une base orthogonale de E; (A) est (uq,u;) avec (procédé de Gramm-Schmidt) :



(3o (3

0 1 llusll?

Uu, =

R NIR N
Il
N
N
N = =
N——

1 1
Une BON de E; (A) estdonc (vq,v,) avec vy = \%(—1) etv, = — (1)
0

1
Une BON de E_;(A) est (v3) avec v = %( 1 )

On obtient|d = PDPT avec P = | —

° gl- i

Q28

Géométriquement, I’endomorphisme canoniquement associé a A est la réflexion par rapport au plan E; (A4) (dont
une équationestx +y —z = 0)

Q29
- notons d’abord que d’aprés Q19 , Py est de rang 1 et donc dim Im(Py) =1
- ensuite , les colonnes de Py sont toutes colinéaires a V donc Im(Py) € Vect(V)

Par inclusion et égalité des dimensions : ImPy = Vect(V)

-soit X € Vect(V)* : VTX =0etdonc P,X =0: Vect(V)* c Ker P,
De plus dim Ker P, = n — dim Im(P,) (th du rang) et dim Vect(V)! = n — dimVect(V) = n — dim Im(P)).

Par inclusion et égalité des dimensions : Ker Py = Vect(V)*

1
v

vt = Ve yyr _ p
— 1ty

Q30 Calculons P} = NAE

Ainsi Py est une matrice de projecteur, ou, si on confond endormorphisme et matrice, Py, est une projection.
C’est plus précisément la projection sur Im P, = Vect(V) et parallélement & Ker P, = Vect(V)* , autrement dit
c¢’est une projection orthogonale : Py est la projection orthogonale sur la droite Vect(V)

1

En particulier rg (Py) = 1 (déja dit) et tr(Py) = 1 car Py est semblable a

2
vz

Q31 par propriété de la transposition Q7 = IT — VHTYT = Qy : Qy est symétrique

De plus Q7 Q, = Q2 = (I, — 2P,)? = I, — 4P, + 4P? = I, car P? = P, (projecteur) : Qy est orthogonale

Q32 symétrique et orthogonale, Qy est une matrice de symétrie orthogonale (en effet Qy est diagonalisable, ses sous-
espaces propres sont orthogonaux, et comme elle est orthogonale ses valeurs propres sont dans {—1,1}. Ou encore
Q% = I, donc Qy, est une symétrie...) :



C’est la symétrie orthogonale par rapport a E; (Qy) :
Enfin QX = X & (I, — 2P,)(X) = X < P,X = 0 & X € Ker P, = Vect(V)*

Qy est la symétrie orthogonale par rapport a Vect(V)*

PARTIE III
Q33 par exemple :
IX = Ul =lIX = VIl = IX = UlI> = IX = VII? (positif) = IXII> — 2(X, U) + [IUII* = IIX||I> = 2(X, V) + [VII?
= (X, U) =X, V) (car [U|l = V)
S X, U-V)=0< X €D+

Ainsi D' est la symétrie orthogonale par rapport a I’ensemble des X tels que || X — U] = [|IX — V]|
Q34
Idée 1 : on remarque que comme ||U|| = ||V||, U + V et U — V sont orthogonaux :

(U+Vv,Uu=V)y=UlI>=IVI*=0
Ainsi en écrivant U = %(U -V) +% U+v),

on a la décomposition de U sur la somme directe M, ,(R) =D @ D+

Idée 2 : comme D est dirigée par U — V , on cherche une décomposition de la forme :

U=AU-=V)+ W avec W € D! : nécessairement, W = AV + (1 — ) U.
Alors :

WEeDteS(U-V,AV+ (A -DU)=0 A2(U,V)=2||U|I?) =(U,V)— ||U||? (en utilisant que ||[U]| = |[V]])

o= %dans le cas ot (U, V) — U2 # 0

On vérifie alors (voir idée 1) que la décomposition avec 1 = > convient en fait toujours

Q35
D’aprés Q32, Qy-_y est la symétrie orthogonale par rapport a Vect(U — V)1 = D+
(Vect(U — V) est bien une droite car U et IV étant non colinéaires, ils ne sont pas égaux)

Comme la décomposition de U sur D@D est U = U; + U, avec U; = % U+V)etU, = %(U -V),

Alors : Qyu vyU=U,—-U, =V

Q36 soient U et V dans M, 1 (R) .
1 cas : U et V sont colinéaires : on choisit Q = I,, convient puisque 1,0 = U est colinéaire a V

2¢me cas : U et V sont colinéaires (et donc en particulier non nuls) :

Ols .o N ~ R c T3 . .
Onpose V = H IV si bien que V a méme norme que U et n’est pas colinéaire a U : alors Q35 fournit une matrice

orthogonale (d’aprés Q31) telle que QU = V , ainsi QU est colinéaire a V



Q37 posons U : premiére colonne de A etV =| | | premier vecteur de la base canonique.
0

D’apres Q36 il existe @ orthogonale telle que QU est colinéaire a V (cad de la forme aV)

Or QU est la premiére colonne de QA . Ceci prouve donc le résultat

Q38 : On note Hy, : « pour tout A € M, (R) , il existe Q orthogonale telle que QA est triangulaire supérieure »
e initialisation (n = 1) : H, est vraie en écrivant A = [,,A , A étant elle-méme triangulaire supérieure

o hérédité : soitn > 2 telle que H,,_, est vraie.

0
D’apres Q37, il existe Q1 € 0, (R) telle que Q14 = | . C ouC; € M,,_1(R)
0

Mais d’aprés Hy,_ , il existe Q, € 0,,_1(R) telle que Q,C = T , triangulaire supérieure de taille n — 1

1 0 --- 0
On pose alors Q3 = | . 0 on vérifie sans peine par calculs par blocs que Q3 € 0, (R)
N 2
0
Al Q30,4 0 0 lle-méme tri lai ri
ors: Q3Q:4 = | . . = . elle-méme triangulaire supérieure
: 0, : G : 0,C
0 0 0

Ainsi en posant Q = Q3Q; , orthogonale par produit, QA est triangulaire supéricure. H,, est vraie.

Le résultat est prouvé par récurrence.




