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PROBLEME 1 

PARTIE I 

Q1 ∀𝑚 ∈ ℕ, 𝐼௠ାଵ − 𝐼௠ = ∫ ቂ(1 − 𝑡ଶ)
೘శభ

మ − (1 + 𝑡ଶ)
೘

మ ቃ
ଵ

଴
𝑑𝑡   (linéarité) 

    = ∫ (1 − 𝑡ଶ)
೘

మ
ଵ

଴
൫√1 − 𝑡ଶ − 1൯𝑑𝑡 ≤ 0 

par positivité de l’intégrale puisque ∀𝑡 ∈ [0,1] ,  (1 − 𝑡ଶ)
೘

మ ൫√1 − 𝑡ଶ − 1൯ ≤ 0     (car √1 − 𝑡ଶ ≤ 1) 

Ainsi la suite (𝑰𝒎)𝒎∈ℕ est décroissante 

 
Q2 Soit 𝑚 ∈ ℕ. 

𝐼௠ାଶ = ∫ (1 − 𝑡ଶ)
೘

మ
ାଵ𝑑𝑡

ଵ

଴
  

On pose ቊ𝑢(𝑡) = (1 − 𝑡ଶ)
೘

మ
ାଵ

𝑣(𝑡) = 𝑡
  𝑢 et 𝑣 sont 𝐶ଵ sur [0,1] avec ൝

𝑢′(𝑡) = −2𝑡(
௠

ଶ
+ 1)(1 − 𝑡ଶ)

೘

మ

𝑣′(𝑡) = 1
 

Par intégration par parties (ici sur un segment) : 

𝐼௠ାଶ = [𝑢(𝑡)𝑣(𝑡)]଴
ଵ + න 2(

𝑚

2
+ 1)𝑡ଶ(1 − 𝑡ଶ)

௠
ଶ

ଵ

଴

𝑑𝑡 = 0 − 0 + (𝑚 + 2) න (𝑡ଶ − 1 + 1)(1 − 𝑡ଶ)
௠
ଶ 𝑑𝑡

ଵ

଴

 

   = −(𝑚 + 2)𝐼௠ାଶ + (𝑚 + 2)𝐼௠  (linéarité) 

Ainsi (𝑚 + 3)𝐼௠ାଶ = (𝑚 + 2)𝐼௠ 

Puis enfin  𝑰𝒎ା𝟐 =
𝒎ା𝟐

𝒎ା𝟑
𝑰𝒎  puisque 𝑚 + 3 ≠ 0   (𝑚 ∈ ℕ) 

 
Q3 

Pour 𝑛 ∈ ℕ∗ , notons 𝐻௡: « 𝐼ଶ௡ =
√ଶ௡

ଶ(ଶ௡ାଵ)௔೙,೙
     et 𝐼ଶ௡ିଵ =

గ

√ଶ௡
𝑎௡,௡ » 

 initialisation (𝑛 = 1) 

- D’une part, calculons 𝑎ଵ,ଵ =
√ଶ

ଶయ . 2 =
√ଶ

ଶమ  

- D’autre part, calculons 𝐼ଵ = ∫ √1 − 𝑡ଶ𝑑𝑡
ଵ

଴
 . On pose 𝑡 = sin 𝑢  (𝜑 : ቂ0,

గ

ଶ
ቃ ⟼ [0,1]

𝑢 ⟼ sin 𝑢
  𝐶ଵ  avec 𝑑𝑡 = cos 𝑢  𝑑𝑢) 

Donc (changement de variable sur un segment) 

𝐼ଵ = ∫ √cosଶ 𝑢
ഏ

మ
଴

 𝑐𝑜𝑠𝑢 𝑑𝑢 = ∫ cosଶ 𝑢 𝑑𝑢
ഏ

మ
଴

   (car ∀𝑢 ∈ ቂ0 ,
గ

ଶ
ቃ , cos 𝑢 ≥ 0) 

   = ∫
ଵାୡ୭ୱ(ଶ௨)

ଶ

ഏ

మ
଴

𝑑𝑢 =
గ

ସ
+ ቂ

ୱ୧୬(ଶ௨)

ସ
ቃ

଴

ഏ

మ
=

గ

ସ
 ,  or   

గ

√ଶ
𝑎ଵ,ଵ =

గ

√ଶ

√ଶ

ଶమ =
గ

ସ
 

- Enfin, 𝐼ଶ = ∫ (1 − 𝑡ଶ)𝑑𝑡
ଵ

଴
= ቂ𝑡 −

௧య

ଷ
ቃ

଴

ଵ

=
ଶ

ଷ
 , or √ଶ

ଶ .ଷ.௔భ,భ
=

√ଶ.ଶమ

ଶ .ଷ.√ଶ
=

ଶ

ଷ
 

Ainsi 𝑯𝟏 est vraie 

 



 hérédité 

Soit 𝑛 ∈ ℕ∗ tel que 𝐻௡ est vraie 

Commençons par exprimer 𝑎௡ାଵ,௡ାଵ en fonction de 𝑎௡,௡ (ceci servira ensuite) 

𝑎௡ାଵ,௡ାଵ =
√2𝑛 + 2

2ଶ௡ାଷ
ቀ

2𝑛 + 2
𝑛 + 1

ቁ  

Or ቀ2𝑛 + 2
𝑛 + 1

ቁ =
(ଶ௡ାଶ) !

(௡ାଵ) !(௡ାଵ) !
=

(ଶ௡ାଶ)(ଶ௡ାଵ)(ଶ௡) !

(௡ାଵ)మ௡ !௡ !
=

ଶ(ଶ௡ାଵ)

௡ାଵ
ቀ

2𝑛
𝑛

ቁ 

Ainsi 𝑎௡ାଵ,௡ାଵ =
√ଶ௡ାଶ

ଶమ೙శయ  
ଶ(ଶ௡ାଵ)

௡ାଵ
ቀ

2𝑛
𝑛

ቁ =
√ଶ (ଶ௡ାଵ)

ଶమ೙శమ√௡ାଵ
ቀ

2𝑛
𝑛

ቁ .
√𝟐𝒏

√𝟐𝒏
= 𝑎௡,௡.

√ଶ (ଶ௡ାଵ)

ଶ√௡ାଵ√ଶ௡
=

ଶ௡ାଵ

ଶඥ௡(௡ାଵ)
𝑎௡,௡ 

D’après Q2  et 𝐻௡ : 

𝐼ଶ௡ାଶ =
ଶ௡ାଶ

ଶ௡ାଷ
𝐼ଶ௡ =

ଶ௡ାଶ

ଶ௡ାଷ

√ଶ௡

ଶ(ଶ௡ାଵ)௔೙,೙
  et d’après ce qui précède : 

𝐼ଶ௡ାଶ =
ଶ௡ାଶ

ଶ௡ାଷ

√ଶ௡  (ଶ௡ାଵ)

ଶ(ଶ௡ାଵ)௔೙శభ,೙శభ.ଶඥ௡(௡ାଵ)
=

ඥଶ(௡ାଵ)

ଶ(ଶ௡ାଷ)௔೙శభ,೙శభ
 après simplifications 

Et de même : 

𝐼ଶ௡ାଵ =
2𝑛 + 1

2𝑛 + 2
 𝐼ଶ௡ିଵ =

2𝑛 + 1

2𝑛 + 2

𝜋

√2𝑛
𝑎௡,௡ =

2𝑛 + 1

2𝑛 + 2

𝜋

√2𝑛
 
2ඥ𝑛(𝑛 + 1)

2𝑛 + 1
 𝑎௡ାଵ,௡ାଵ 

     =
గ

√ଶ௡ାଶ
 𝑎௡ାଵ,௡ାଵ après simplification 

Si bien que 𝐻௡ାଵ est vraie 

Le résultat est prouvé par récurrence. 

 

Q4 

Remarquons déjà que pour tout 𝑚 , 𝐼௠ > 0 (intégrale d’une fonction continue, positive, et non identiquement nulle) 

Comme (𝐼௠) est décroissante on a pour tout 𝑛 ∈ ℕ∗ :  𝐼ଶ௡ ≤ 𝐼ଶ௡ିଵ ≤ 𝐼ଶ௡ିଶ 

En divisant par 𝑰𝟐𝒏 > 𝟎 on obtient l’encadrement souhaité 

Puis, en remplaçant par les expressions en fonction de 𝑎௡,௡  trouvées en Q3 : 

1 ≤
𝜋

√2𝑛
𝑎௡,௡.

1

√2𝑛
2(2𝑛 + 1)𝑎௡,௡

≤
√2𝑛 − 2

2(2𝑛 − 1)𝑎௡ିଵ,௡ିଵ

1

√2𝑛
2(2𝑛 + 1)𝑎௡,௡

 

En simplifiant et puisque 
௔೙,೙

௔೙షభ,೙షభ
=

ଶ௡ିଵ

ଶ√௡ିଵ√௡
 :  

1 ≤
𝜋

𝑛
(2𝑛 + 1)𝑎௡,௡

ଶ ≤
(2𝑛 + 1)

(2𝑛 − 1)

√𝑛 − 1

√𝑛
 

(2𝑛 − 1)

2√𝑛 − 1√𝑛
 

Soit 1 ≤
గ

௡
(2𝑛 + 1)𝑎௡,௡

ଶ ≤
ଶ௡ାଵ

ଶ௡
 , et enfin en multipliant par 

ଶ௡

ଶ௡ାଵ
=

ଵ

ଵା
భ

మ೙

 : (strictement positif) 

𝟏

𝟏 +
𝟏

𝟐𝒏

≤ 𝟐𝝅𝒂𝒏,𝒏
𝟐 ≤ 𝟏 

 

 



Q5  

Le théorème d’encadrement donne alors que, quand 𝑛 tend vers +∞,  2𝜋𝑎௡,௡
ଶ tend vers 1 , donc 𝑎௡,௡

ଶ tend vers 
ଵ

ଶగ
 et 

puisque 𝑎௡,௡ ≥ 0 (par produit) , 𝑎௡,௡ tend vers 
ଵ

√ଶగ
 

Alors, quand 𝑛 tend vers +∞ : 

𝑰𝟐𝒏~
√2𝑛

4𝑛 .
1

√2𝜋

~
𝟏

𝟐
ට

𝝅

𝒏
 

 

PARTIE II 

 
Q6 Avec le changement de variable affine 𝑡 = √𝑛 𝑢  (𝑑𝑡 = √𝑛𝑑𝑢) 

𝐽௡ = √𝑛 ∫ (1 − 𝑢ଶ)௡𝑑𝑢
ଵ

଴
= √𝑛 𝐼ଶ௡  et donc d’après Q5 , 𝐽௡~√𝑛 

ଵ

ଶ
ට

గ

௡
~

√గ

ଶ
 .  

En particulier (𝑱𝒏) est convergente , et sa limite est √
𝝅

𝟐
 . 

 

Q7  soit 𝑡 ∈ ℝା 

A partir d’un certain rang (qui dépend de 𝑡) , √𝑛 ≥ 𝑡 : il existe un entier 𝑛଴ tel que pour tout 𝑛 ≥ 𝑛଴ , 𝑡 ≤ √𝑛 , 

Donc pour 𝑛 ≥ 𝑛଴ , 𝑢௡(𝑡) = ቀ1 −
௧మ

௡
ቁ

௡

= 𝑒௡ ୪୬(ଵି
೟మ

೙
)  

Comme 𝑡 est fixé, quand 𝑛 ⟶ +∞,  
௧మ

௡
⟶ 0 et donc 𝑢௡(𝑡) = 𝑒

௡ ቆି
೟మ

೙
ା௢ቀ

భ

೙
ቁቇ

= 𝑒ି௧మା௢(ଵ) ⟶ 𝑒ି௧మ
 (continuité de 

l’exponentielle) 

Conclusion :  

 la suite de fonctions (𝒖𝒏)𝒏∈ℕ∗ converge simplement vers la fonction 𝒖 définie sur ℝା par : 𝒖(𝒕) = 𝒆ି𝒕𝟐
 

 

Q8   

 On pose, pour 𝑥 ∈ ℝ,  𝜙(𝑥) = 𝑒௫ − 𝑥 − 1. 𝜙 est dérivable sur ℝ avec 𝜙ᇱ(𝑥) = 𝑒௫ − 1 : 
𝜙ᇱ(𝑥) ≥ 0 SSI 𝑥 ≥ 0. 𝜙 est décroissante sur ℝି , croissante sur ℝା , et 𝜙(0) = 0 ,donc 𝜙 est positive sur ℝ ce qui 
prouve l’inégalité (éventuellement présenter le tableau de variations de 𝜙) 

 Soit 𝑛 ∈ ℕ∗  et soit 𝑡 ∈ ℝା : 

- 1er cas : 𝑡 ≤ √𝑛 :   avec 𝑥 = −
௧మ

௡
 on a 1 −

௧మ

௡
≤ 𝑒ି

೟మ

೙  puis en prenant à la puissance 𝑛 (nombres positifs) , on obtient 

𝑢௡(𝑡) ≤ 𝑒ି௧మ
 

- 2ème cas : 𝑡 > √𝑛 , comme 𝑢௡(𝑡) = 0 on a bien 𝑢௡(𝑡) ≤ 𝑒ି௧మ
 

Enfin, comme 𝑢௡ est une fonction positive, on conclut : 𝟎 ≤ 𝒖𝒏(𝒕) ≤ 𝒆ି𝒕𝟐
 

 

 

 



Q9 

Soit 𝑓: 𝑡 ⟼ 𝑒ି
೟మ

మ  . 𝑓 est continue sur ℝ , et au voisinage de +∞ , 𝑓(𝑡) = 𝑜(
ଵ

௧మ) par croissances comparées  

(on peut aussi dire  que 𝑓(𝑡) = 𝑜(𝑒ି௧) car 𝑓(𝑡). 𝑒௧ = 𝑒ି
೟మ

మ
ା௧ ⟶ 0 car −

௧మ

ଶ
+ 𝑡 tend vers −∞) 

Ainsi 𝑓 est intégrable sur ℝା ,et comme elle est paire, 𝑓 est intégrable sur ℝ 

En particulier 𝑲 est convergente 

Puis, appliquons le théorème de convergence dominée (TCD) à 𝐽௡ : 

- pour tout 𝑛 ∈ ℕ∗ , 𝑢௡ est continue par morceaux sur [0, +∞[ 

- d’après Q7, (𝑢௡) converge simplement sur [0, +∞[ vers 𝑢: 𝑡 ⟼ 𝑒ି௧మ
 qui est continue sur  [0, +∞[ 

- domination : d’après Q8, |𝑢௡(𝑡)| ≤ 𝑓(𝑡) avec 𝑓 positive, continue, intégrable sur [0, +∞[ , indépendante de 𝑛 

Par TCD (𝐽௡)  converge vers ∫ 𝑒ି௧మ
𝑑𝑡

ାஶ

଴
 

Par unicité de la limite : ∫ 𝑒ି௧మ
𝑑𝑡

ାஶ

଴
=

√గ

ଶ
 

Par parité ∫ 𝑒ି௧మ
𝑑𝑡

ାஶ

ିஶ
= √𝜋 

Enfin, pour 𝐾 : posons le changement de variable affine 𝑡 = √2𝑥  (𝑑𝑡 = √2𝑑𝑥) 

𝑲 = න 𝒆ି𝒙𝟐
ାஶ

ିஶ

√𝟐

√𝟐𝝅
𝒅𝒙 = 𝟏 

 

PARTIE III 

Q 10  

Posons, pour 𝑥 ∈ ቂ0,
ଵ

ଶ
ቃ , 𝑔(𝑥) = ln ቀ

ଵି௫

ଵା௫
 𝑒ଶ௫ቁ (ceci est bien possible car 

ଵି௫

ଵା௫
 𝑒ଶ௫ > 0)  

Alors par construction 𝑒ିଶ௫ା௚(௫) = 𝑒ିଶ௫. 𝑒௚(௫) = 𝑒ିଶ௫.
ଵି௫

ଵା௫
 𝑒ଶ௫ =

ଵି௫

ଵା௫
  

Puis, suivons l’indication : 

𝑔 est dérivable sur ቂ0 ,
ଵ

ଶ
ቃ avec 𝑔(𝑥) = ∫ 𝑔ᇱ(𝑡)𝑑𝑡

௫

଴
 car 𝑔(0) = 0 

Or par exemple, pour 𝑡 ∈ ቂ0 ,
ଵ

ଶ
ቃ : 𝑔(𝑡) = ln(1 − 𝑡) − ln(1 + 𝑡) + 2𝑡 

Donc 𝑔ᇱ(𝑡) = −
ଵ

ଵି௧
−

ଵ

ଵା௧
+ 2 =

ଵ

௧ିଵ
−

ଵ

௧ାଵ
+ 2 =

ଶ

௧మିଵ
+ 2 =

ଶ௧మ

௧మିଵ
 

On obtient 𝑔(𝑥) = ∫
ଶ௧మ

௧మିଵ
𝑑𝑡

௫

଴
= − ∫

ଶ௧మ

ଵି௧మ 𝑑𝑡
௫

଴
 

Mais, pour 𝑡 ∈ [0, 𝑥] ⊂ ቂ0 ,
ଵ

ଶ
ቃ  :  1 − 𝑡ଶ ≥

ଷ

ସ
 

Donc par croissance de l’intégrale :  0 ≤ ∫
ଶ௧మ

ଵି௧మ 𝑑𝑡
௫

଴
≤

଼

ଷ
∫ 𝑡ଶ𝑑𝑡

௫

଴
=

଼

ଽ
𝑥ଷ       

On conclut : |𝒈(𝒙)| ≤
𝟖

𝟗
𝒙𝟑   (il suffit donc de poser par exemple 𝑀 =

଼

ଽ
) 

 

 

 



Q11 

Soit 𝑛 ∈ ℕ∗ et soit 𝑘 ∈ ⟦𝑛 + 1 , 2𝑛⟧  
(remarque : si 𝑘 = 𝑛 + 1 , les produits valent 1 par convention car i varie de 1 à 0) 

𝑎௞,௡

𝑎௡,௡
=

ቀ
2𝑛
𝑘

ቁ

ቀ
2𝑛
𝑛

ቁ
=

(2𝑛)!

𝑘! (2𝑛 − 𝑘)!

𝑛! 𝑛!

(2𝑛)!
=

𝑛!

𝑘!
 .

𝑛!

(2𝑛 − 𝑘)!
 

Et : 

∏ ቀ1 −
𝑖
𝑛

ቁ௞ି௡ିଵ
௜ୀଵ

∏ ቀ1 +
𝑖
𝑛

ቁ௞ି௡ିଵ
௜ୀଵ

 .
𝑛

𝑘
=

∏ (𝑛 − 𝑖)௞ି௡ିଵ
௜ୀଵ

∏ (𝑛 + 𝑖)௞ି௡ିଵ
௜ୀଵ

 .
𝑛

𝑘
=

(𝑛 − 1)(𝑛 − 2) … (2𝑛 + 1 − 𝑘)

(𝑛 + 1)(𝑛 + 2) … (𝑘 − 1)
.
𝑛

𝑘
=

𝑛!

(2𝑛 − 𝑘)!

𝑛!

𝑘!
 

(on a développé ici les produits pour voir lesquels sont « ascendants » et « descendants » mais on peut aussi utiliser 
des changements d’indice) 

D’où le résultat 

 
Q12 

Dans les produits ci-dessus : comme 𝑘 ≤
ଷ௡

ଶ
+ 1 alors 𝑘 − 𝑛 − 1 ≤

௡

ଶ
, donc , pour tout 𝑖 tel que 𝑖 ∈ ⟦1, 𝑘 − 𝑛 − 1⟧ , 

௜

௡
∈ ቂ0,

ଵ

ଶ
ቃ   

En utilisant Q10 on a alors , en notant 𝑞(𝑥) =
ଵି௫

ଵା௫
 : 

𝑎௞,௡

𝑎௡,௡
=

𝑛

𝑘
 . ෑ 𝑞 ൬

𝑖

𝑛
൰

௞ି௡ିଵ

௜ୀଵ

=
𝑛

𝑘
ෑ 𝑒ି

ଶ௜
௡

ା௚(
௜
௡

)

௞ି௡ିଵ

௜ୀଵ

=
𝑛

𝑘
ቌ ෑ 𝑒ି

ଶ௜
௡

௞ି௡ିଵ

௜ୀଵ

ቍ ቌ ෑ 𝑒௚(
௜
௡

)

௞ି௡ିଵ

௜ୀଵ

ቍ  

Simplifions alors : 

 ∏ 𝑒ି
మ೔

೙௞ି௡ିଵ
௜ୀଵ = 𝑒ି

మ

೙
∑ ௜ೖష೙షభ

೔సభ = 𝑒ି
భ

೙
(௞ି௡ିଵ)(௞ି௡)   

 ∏ 𝑒௚(
೔

೙
)௞ି௡ିଵ

௜ୀଵ = 𝑒
∑ ௚ቀ

೔

೙
ቁೖష೙షభ

೔సభ   

Et ,en posant 𝑏௞,௡ = ∑ 𝑔 ቀ
௜

௡
ቁ௞ି௡ିଵ

௜ୀଵ  : 

ห𝑏௞,௡ห ≤ ∑ ቚ𝑔 ቀ
௜

௡
ቁቚ௞ି௡ିଵ

௜ୀଵ ≤ ∑ 𝑀.
௜య

௡య
௞ି௡ିଵ
௜ୀଵ ≤

ெ

௡య  (𝑘 − 𝑛 − 1)(𝑘 − 𝑛 − 1)ଷ  

Car dans la dernière somme, il y a 𝑘 − 𝑛 − 1 facteurs, tous inférieurs ou égaux  à (𝑘 − 𝑛 − 1)ଷ 

On a obtenu le résultat 

 

Partie IV 

Q13  comme 𝑋௡(Ω) = ⟦0, 2𝑛 ⟧ , 𝑍௡(Ω) = ቄ
ଶ௞

√ଶ௡
  , 𝑘 ∈ ⟦−𝑛, 𝑛⟧ቅ 

Par ailleurs d’après le cours : 𝐸(𝑋௡) = 2𝑛.
ଵ

ଶ
= 𝑛 et 𝑉(𝑋௡) = 2𝑛 .

ଵ

ଶ
.

ଵ

ଶ
=

௡

ଶ
 

Donc par linéarité de l’espérance : 𝑬(𝒁𝒏) =
ଵ

√ଶ௡
 (2𝐸(𝑋௡) − 2𝑛)) = 𝟎 

Et par propriété de la variance , 𝑽(𝒁𝒏) =
ଶ

௡
 𝑉(𝑋௡) = 𝟏 

Autrement dit 𝒁𝒏 est une VA centrée réduite. 



Q14 La fonction ℎଶ  est définie par :  

Si  𝑡 ∈ [−
ହ

ଶ
, −

ଷ

ଶ
[ alors ℎଶ(𝑡) = ቀ

ଵ

ଶ
ቁ

ସ
. 

Si  𝑡 ∈ [−
ଷ

ଶ
, −

ଵ

ଶ
[ alors ℎଶ(𝑡) = 4 ቀ

ଵ

ଶ
ቁ

ସ
. 

Si  𝑡 ∈ [−
ଵ

ଶ
,

ଵ

ଶ
[ alors ℎଶ(𝑡) = 6 ቀ

ଵ

ଶ
ቁ

ସ
. 

Si  𝑡 ∈ [
ଵ

ଶ
,

ଷ

ଶ
[ alors ℎଶ(𝑡) = 4 ቀ

ଵ

ଶ
ቁ

ସ
. 

Si  𝑡 ∈ [
ଷ

ଶ
,

ହ

ଶ
[ alors ℎଶ(𝑡) = ቀ

ଵ

ଶ
ቁ

ସ
. 

Et ℎଶ(𝑡) = 0 sinon. 

Ce qui donne la représentation graphique suivante : 

 

 

Q15 rappelons que pour 𝑘 ∈ ⟦0,2𝑛⟧ : 

𝑃(𝑋௡ = 𝑘) = ቀ
2𝑛
𝑘

ቁ ቀ
ଵ

ଶ
ቁ

௞
ቀ

ଵ

ଶ
ቁ

ଶ௡ି௞
= ቀ

2𝑛
𝑘

ቁ ቀ
ଵ

ଶ
ቁ

ଶ௡
. 

Mais  ቀ2𝑛
𝑘

ቁ est maximal pour 𝑘 = 𝑛 , en effet, si, à 𝑛 fixé, on pose 𝑤௞ = ቀ
2𝑛
𝑘

ቁ , 

௪ೖశభ

௪ೖ
=

(ଶ௡)!

(௞ାଵ)!(ଶ௡ି௞ିଵ)!

௞!(ଶ௡ି௞)!

(ଶ௡)!
=

(ଶ௡ି௞)

௞ାଵ
  cette quantité est décroissante, vaut 

௡ାଵ

௡
> 1 pour 𝑘 = 𝑛 − 1 ,  

et vaut 
௡

௡ାଵ
< 1 pour 𝑘 = 𝑛 . Donc   ∀ 𝑘 ∈ ⟦0,2𝑛⟧, 𝑤௞ <  𝑤௡. 

Par conséquent 𝒉𝒏 possède un maximum, qui est atteint quand 𝒕 ∈ 𝑱𝒏,𝒏 cad sur ቂ−
𝟏

√𝟐𝒏
 ,

𝟏

√𝟐𝒏
ቂ 

 

Q 16 Soit 𝑥 > 0. 

Comme √2𝑛 tend vers +∞ , à partir d’un certain rang  𝑛଴, 𝑥 ∈ ቂ−√2𝑛 −
ଵ

√ଶ௡
 , √2𝑛 +

ଵ

√ଶ௡
ቂ 

autrement dit pour 𝑛 ≥ 𝑛଴ , 𝑥 ∈ ⋃ 𝐽௞,௡
ଶ௡
௞ୀ଴  et donc il existe 𝒌𝒏 ∈ ⟦𝟎, 𝟐𝒏⟧  (unique car union disjointe) telle que 𝒙 ∈

𝑱𝒌𝒏,𝒏 . 

Ainsi 
ଶ(௞೙ି௡)

√ଶ௡
−

ଵ

√ଶ௡
≤ 𝑥 ≤

ଶ(௞೙ି௡)

√ଶ௡
+

ଵ

√ଶ௡
 ce qui s’écrit encore : 

𝑥 −
1

2√𝑛
≤

2(𝑘௡ − 𝑛)

√2𝑛
≤ 𝑥 +

1

2√𝑛
 



Par th d’encadrement 
ଶ(௞೙ି௡)

√ଶ௡
⟶ 𝑥  donc 𝒌𝒏 − 𝒏~𝒙

√𝟐𝒏

𝟐
 

Par suite, comme 𝑡௞೙,௡ =
ଶ(௞೙ି௡)

√ଶ௡
 , alors 𝒕𝒌𝒏,𝒏~𝒙  , et  aussi,  𝑘௡ − 𝑛 = 𝑂൫√𝑛൯ = 𝑜(𝑛) donc 𝒌𝒏~𝒏 

 

 

Q17  pour tout 𝑘 ∈ ⟦0, 𝑛⟧  𝑡௞,௡ ∈ 𝐽௞,௡ , par définition de 𝐽௞,௡ qui est centré en 𝑡௞,௡. 

Donc ℎ௡൫𝑡௞,௡൯ =
√ଶ௡

ଶ
𝑃(𝑋௡ = 𝑘) =

√ଶ௡

ଶ
ቀ

2𝑛
𝑘

ቁ
ଵ

ଶమ೙  =  𝑎௞,௡ 

 Soit maintenant 𝑥 > 0 (dans un premier temps) fixé 

Il existe un rang 𝑛଴ tel que pour tout  𝑛 ≥ 𝑛଴ 𝑥 ∈ 𝐽௞೙,௡ . Donc pour tout  𝑛 ≥ 𝑛଴, ℎ௡(𝑥) = ℎ௡(𝑡௞೙,௡)= 𝑎௞೙,௡. 

Or, d’après Q16,        √
ଶ௡

ଶ
𝑥 −

√ଶ

ସ
≤ 𝑘௡ − 𝑛 ≤  

√ଶ௡

ଶ
𝑥 +

√ଶ

ସ
 et donc pour n assez grand,  1 ≤ 𝑘௡ − 𝑛 ≤  

௡

ଶ
+ 1. 

Cela permet alors d’utiliser Q12 et on obtient : 𝑎௞೙,௡     = 
௡

௞೙
  𝑒௕ೖ೙,೙ 𝑒ି

(ೖ೙ష೙షభ)(ೖ೙ష೙)

೙    𝑎௡,௡.  

L’inégalité précédente justifie que  𝑘௡ − 𝑛  tend vers +∞ lorsque 𝑛  tend vers +∞. 

Donc (𝑘௡ − 𝑛 − 1)(𝑘௡ − 𝑛) ~ (𝑘௡ − 𝑛)ଶ~ 
௡௫మ

ଶ
 par Q16. 

De manière analogue, grâce à la majoration de Q12 :  𝑏௞೙,௡ tend vers 0 lorsque 𝑛  tend vers +∞. 

Par Q16, 
௡

௞೙
 tend vers 1 lorsque 𝑛  tend vers +∞. 

Et par Q5,  𝑎௡,௡ =  
√ଶ௡

ଶ(ଶ௡ାଵ)ூమ೙
 =    

√ଶ௡

ଶ(ଶ௡ାଵ)
 2 ට

௡

గ
  et  𝑎௡,௡ tend vers 

ଵ

√ଶగ
  lorsque 𝑛  tend vers +∞. 

En définitive, grâce à la continuité de la fonction exponentielle, on trouve que la limite de 𝑎௞೙,௡    , lorsque 𝑛  tend 

vers +∞ , vaut  1 × 𝑒଴ × 𝑒ି௫మ/ଶ  × 
ଵ

√ଶగ
. 

Donc  lim
௡→ାஶ

ℎ௡(𝑥) = 
ଵ

√ଶగ
 𝑒ି௫మ/ଶ 

 La fonction ℎ௡ étant paire, il en va de même pour 𝑥 < 0. 

 Et 0  ∈  𝐽௡,௡  𝑑𝑜𝑛𝑐 ℎ௡(0) =   𝑎௡,௡    donc lim
௡→ାஶ

ℎ௡(0) = 
ଵ

√ଶగ
 

On a donc prouvé que la suite de fonctions (𝒉𝒏)  converge simplement sur ℝ vers (𝒙 →  
𝟏

√𝟐𝝅
 𝒆ି𝒙𝟐/𝟐). 

 

 

PROBLEME 2 

PARTIE I 

Q18 Soit 𝐴 de rang 1 : toutes les colonnes de A sont proportionnelles : il existe une colonne 𝐶 = ൭

𝑐ଵ

⋮
𝑐௡

൱ et des scalaires 

𝜆ଵ, … , 𝜆௡ tels que 𝐴 = (𝜆ଵ𝐶  , … , 𝜆௡𝐶) , autrement dit matriciellement 𝐴 = ൭

𝑐ଵ

⋮
𝑐௡

൱ (𝜆ଵ, … , 𝜆௡) 

Il suffit donc de poser 𝑿 = 𝑪  et 𝒀 = (𝝀𝟏, … , 𝝀𝒏). 

Et ces deux matrices sont non nulles sinon on aurait 𝐴 = 0 ,et  𝐴  ne serait pas donc pas de rang 1 mais de rang 0 



Q19 

Avec les mêmes notations on obtient 𝐴 = (𝜆ଵ𝐶  , … , 𝜆௡𝐶) : toutes les colonnes de 𝐴 sont proportionnelles, et 𝐴 est non 
nulle car 𝐶 ≠ (0) (puisque 𝑋 ≠ 0) et ∃𝑘 ∈ ⟦1, 𝑛⟧|𝜆௞ ≠ 0 puisque 𝑌 ≠ 0 : 𝒓𝒈൫𝑿𝒀𝑻൯ = 𝟏 

 

Q20  

Avec 𝑋 et 𝑌 introduits en Q18 : 

𝐴ଶ = 𝑋𝑌்𝑋𝑌் = 𝑋(𝑌்𝑋)𝑌்  par associativité, 

Or  (𝑌்𝑋) = ∑ 𝑥௜𝑦௜
௡
௜ୀଵ  et on remarque que cette expression vaut 𝑡𝑟(𝐴) (simple calcul matriciel de 𝑋𝑌்) 

Ainsi 𝐴ଶ = 𝑡𝑟(𝐴). 𝑋𝑌்  cad 𝑨𝟐 = (𝒕𝒓𝑨)𝑨 

 

Q21 pour 𝑘 ∈ ℕ∗, notons 𝐻௞  :  "𝐴௞ = ൫𝑡𝑟(𝐴)൯
௞ିଵ

𝐴"  

 initialisation (𝑘 = 1) 

𝐻ଵ est vraie car (𝑡𝑟𝐴)଴ = 1 

 hérédité  

Soit 𝑘 ∈ ℕ∗ tel que 𝐻௞ est vraie. 

Alors 𝐴௞ାଵ = 𝐴. 𝐴௞ = ൫𝑡𝑟(𝐴)൯
௞ିଵ

𝐴ଶ = ൫𝑡𝑟(𝐴)൯
௞ିଵ

(𝑡𝑟(𝐴). 𝐴) = ൫𝑡𝑟(𝐴)൯
௞

𝐴 

Ainsi 𝐻௞ାଵ est vraie 

 
Le résultat est prouvé par récurrence  (remarque : 𝐻௞ est fausse pour 𝑘 = 0) 

 

Q22 comme 𝐴 ≠ 0 : pour 𝑘 ≥ 2 :  𝐴௞ = 0 SSI ൫𝑡𝑟(𝐴)൯
௞ିଵ

= 0 cad ssi 𝑡𝑟𝐴 = 0 

(On ne peut pas avoir 𝐴௞ = 0 pour 𝑘 = 1 puisque 𝐴 ≠ 0) 

Ainsi 𝑨 est nilpotente SSI 𝒕𝒓(𝑨) = 𝟎 
 

Q23 comme 𝐴ଶ = 𝑡𝑟(𝐴)𝐴 ,  𝑋ଶ − 𝑡𝑟(𝐴)𝑋 est un polynôme annulateur de 𝐴 

1er cas : 𝑡𝑟(𝐴) = 0 , alors 𝑋ଶ est annulateur de 𝐴, la seule valeur propre possible de 𝐴 est 0 (seule racine de 𝑋ଶ), si 𝐴 
était diagonalisable, 𝐴 serait semblable à (0) donc égale à (0) : exclu 

2ème cas : 𝑡𝑟(𝐴) ≠ 0 : 𝑋(𝑋 − 𝑡𝑟(𝐴)) est un polynôme annulateur de 𝐴 scindé à racines simples donc par théorème 𝐴 
est diagonalisable 

Conclusion : 𝑨 est diagonalisable SSI 𝒕𝒓(𝑨) ≠ 𝟎 

 

PARTIE II 

Q 24 

On trouve 𝑨𝟐 = 𝑰𝟑 

Donc 𝑿𝟐 − 𝟏 est annulateur de 𝑨 

 



Q25 𝑋ଶ − 1 = (𝑋 + 1)(𝑋 − 1) est scindé à racines simples, donc 𝐴 est diagonalisable avec 𝑆𝑝(𝐴) ⊂ {−1 , 1}, et plus 
précisément 𝑆𝑝(𝐴) = {−1,1} car 𝐴 ≠ ±𝐼ଷ 

Calculons par exemple 𝐾𝑒𝑟 (𝐴 − 𝐼ଷ) = 𝐾𝑒𝑟 (𝐵) avec 𝐵 = 3𝐴 − 3𝐼 = ൭
−2 −2 2
−2 −2 2
2 2 −2

൱ de rang 1 . 

Ainsi par théorème du rang, dim 𝐾𝑒𝑟(𝐵) = 2 et ൭
1

−1
0

൱ ainsi que ൭
1
0
1

൱ forment une famille libre de 𝐾𝑒𝑟(𝐵) (d’après 

les colonnes de 𝐵), donc une base de 𝐾𝑒𝑟(𝐵) 

On conclut 𝑬𝟏(𝑨) = 𝑽𝒆𝒄𝒕 ቌ൭
𝟏

−𝟏
𝟎

൱ , ൭
𝟏
𝟎
𝟏

൱ቍ 

Ensuite, on peut soit dire, que comme 𝐴 est symétrique réelle, ses sous-espaces propres sont orthogonaux (mais vue la 

question Q26 ce n’est probablement pas ce qui est attendu …) et conclure que 𝐸ିଵ(𝐴) = 𝑉𝑒𝑐𝑡 ൭
−1
−1
1

൱ (avec un produit 

vectoriel notamment) 

Soit chercher directement 𝐾𝑒𝑟(𝐴 + 𝐼ଷ) = 𝐾𝑒𝑟(𝑀) avec 𝑀 = 3𝐴 + 3𝐼 = ൭
4 −2 2

−2 4 2
2 2 4

൱ de rang 2 

Alors dim 𝐾𝑒𝑟 𝑀 = 1 et ൭
1
1

−1
൱  vecteur non nul de 𝐾𝑒𝑟 𝑀 : 𝑬ି𝟏(𝑨) = 𝑽𝒆𝒄𝒕 ൭

𝟏
𝟏

−𝟏
൱ 

 

Q26   

 Version courte : 𝐴 étant symétrique et réelle, par théorème ses sous-espaces propres sont orthogonaux 

 Version longue : ൭
1

−1
0

൱ est orthogonal à ൭
1
1

−1
൱ et il en est de même de  : ൭

1
0
1

൱ , orthogonal à ൭
1
1

−1
൱. 

Par bilinéarité du produit scalaire, les sous-espaces propre de 𝑨 sont orthogonaux 

 

Q 27   

M1  

- on prend 𝑣ଵ =
ଵ

√ଶ
൭

1
−1
0

൱ vecteur unitaire de 𝐸ଵ(𝐴) 

- on prend 𝑣ଷ =
ଵ

√ଷ
൭

1
1

−1
൱ vecteur unitaire de 𝐸ିଵ(𝐴) 

Alors on sait que 𝑣ଶ = 𝑣ଵ ∧ 𝑣ଷ =
ଵ

√଺
൭

1
1
2

൱ sera telle que (𝑣ଵ, 𝑣ଶ, 𝑣ଷ) sera une BON de ℝଷ , donc 𝑣ଶ sera dans 

𝐸ିଵ
ୄ = 𝐸ଵ   

M2  

une base orthogonale de 𝐸ଵ(𝐴) est (𝑢ଵ , 𝑢ଶ) avec (procédé de Gramm-Schmidt) : 



𝑢ଵ = ൭
1

−1
0

൱ et 𝑢ଶ = ൭
1
0
1

൱ −

ൾ൭
1
0
1

൱ተ𝑢ଵං

‖௨భ‖మ 𝑢ଵ = ൮

ଵ

ଶ
ଵ

ଶ

1

൲ =
ଵ

ଶ
൭

1
1
2

൱ 

Une BON de 𝐸ଵ(𝐴)  est donc  (𝑣ଵ, 𝑣ଶ) avec 𝑣ଵ =
ଵ

√ଶ
൭

1
−1
0

൱ et 𝑣ଶ =
ଵ

√଺
൭

1
1
2

൱ 

Une BON de 𝐸ିଵ(𝐴) est (𝑣ଷ) avec 𝑣ଷ =
ଵ

√ଷ
൭

1
1

−1
൱ 

On obtient 𝑨 = 𝑷𝑫𝑷𝑻 avec 𝑷 =  

⎝

⎜
⎛

𝟏

√𝟐

𝟏

√𝟔

𝟏

√𝟑

−
𝟏

√𝟐

𝟏

√𝟔

𝟏

√𝟑

𝟎
𝟐

√𝟔
−

𝟏

√𝟑⎠

⎟
⎞

  et 𝑫 = ൭
𝟏 𝟎 𝟎
𝟎 𝟏 𝟎
𝟎 𝟎 −𝟏

൱ 

Q 28  
Géométriquement, l’endomorphisme canoniquement associé à 𝑨 est la réflexion par rapport au plan 𝑬𝟏(𝑨) (dont 
une équation est 𝑥 + 𝑦 − 𝑧 = 0) 

 

Q29  

- notons d’abord que d’après Q19  , 𝑃௏ est de rang 1 et donc dim 𝐼𝑚(𝑃௏) = 1 

- ensuite , les colonnes de 𝑃௏ sont toutes colinéaires à 𝑉 donc 𝐼𝑚(𝑃௏) ⊂ 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑉) 

Par inclusion et égalité des dimensions : 𝑰𝒎𝑷𝑽 = 𝑽𝒆𝒄𝒕(𝑽) 

- soit 𝑋 ∈ 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑉)ୄ : 𝑉்𝑋 = 0 et donc 𝑃௏𝑋 = 0 :   𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑉)ୄ ⊂ 𝐾𝑒𝑟 𝑃௏  

De plus dim 𝐾𝑒𝑟 𝑃௏ = 𝑛 − dim 𝐼𝑚(𝑃௏) (th du rang) et dim 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑉)ୄ = 𝑛 − dim 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑉) = 𝑛 − dim 𝐼𝑚(𝑃௏). 

Par inclusion et égalité des dimensions : 𝑲𝒆𝒓 𝑷𝑽 = 𝑽𝒆𝒄𝒕(𝑽)ୄ 

 

Q30 Calculons 𝑃௏
ଶ =

ଵ

‖௏‖ర 𝑉(𝑉்𝑉)𝑉் =
‖௏‖మ

‖௏‖ర 𝑉𝑉் = 𝑃௏ 

Ainsi 𝑃௏ est une matrice de projecteur, ou, si on confond endormorphisme et matrice, 𝑃௏ est une projection. 
C’est plus précisément la projection sur 𝐼𝑚 𝑃௏ = 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑉)     et parallèlement à 𝐾𝑒𝑟 𝑃௏ = 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑉)ୄ    , autrement dit 
c’est une projection orthogonale : 𝑷𝑽 est la projection orthogonale sur la droite 𝑽𝒆𝒄𝒕(𝑽) 

En particulier 𝒓𝒈(𝑷𝑽) = 𝟏 (déjà dit) et 𝒕𝒓(𝑷𝑽) = 𝟏  car 𝑃௏ est semblable à 

1

0

0

 
 
 
 
 
 


 

 

Q31 par propriété de la transposition 𝑄௏
் = 𝐼௡

் −
ଶ

‖௏‖మ
(𝑉்)்𝑉் = 𝑄௏ : 𝑸𝑽 est symétrique 

De plus 𝑄௏
்𝑄௏ = 𝑄௏

ଶ = (𝐼௡ − 2𝑃௏)ଶ = 𝐼௡ − 4𝑃௏ + 4𝑃௏
ଶ = 𝐼௡  car 𝑃௏

ଶ = 𝑃௏ (projecteur) :  𝑸𝑽 est orthogonale 

 
Q32 symétrique et orthogonale, 𝑄௏ est une matrice de symétrie orthogonale (en effet 𝑄௏ est diagonalisable, ses sous-
espaces propres sont orthogonaux, et comme elle est orthogonale ses valeurs propres sont dans {−1,1}. Ou encore 
𝑄௏

ଶ = 𝐼௡ donc 𝑄௏ est une symétrie…) : 



C’est la symétrie orthogonale par rapport à 𝐸ଵ(𝑄௏) : 

Enfin 𝑄௏𝑋 = 𝑋 ⟺ (𝐼௡ − 2𝑃௏)(𝑋) = 𝑋 ⟺ 𝑃௏𝑋 = 0 ⟺ 𝑋 ∈ 𝐾𝑒𝑟 𝑃௏ = 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑉)ୄ  

𝑸𝑽 est la symétrie orthogonale par rapport à 𝑽𝒆𝒄𝒕(𝑽)ୄ 

 

PARTIE III 

Q33  par exemple : 

‖𝑋 − 𝑈‖ = ‖𝑋 − 𝑉‖ ⟺ ‖𝑋 − 𝑈‖ଶ = ‖𝑋 − 𝑉‖ଶ (𝑝𝑜𝑠𝑖𝑡𝑖𝑓) ⟺ ‖𝑋‖ଶ − 2〈𝑋, 𝑈〉 + ‖𝑈‖ଶ = ‖𝑋‖ଶ − 2〈𝑋, 𝑉〉 + ‖𝑉‖ଶ 

 ⟺ 〈𝑋, 𝑈〉 = 〈𝑋, 𝑉〉  (car ‖𝑈‖ = ‖𝑉‖) 

 ⟺ 〈𝑋, 𝑈 − 𝑉〉 = 0 ⟺ 𝑋 ∈ 𝐷ୄ 

Ainsi 𝑫ୄ est la symétrie orthogonale par rapport à l’ensemble des 𝑿 tels que ‖𝑿 − 𝑼‖ = ‖𝑿 − 𝑽‖ 

 
Q34 

Idée 1 : on remarque que comme ‖𝑈‖ = ‖𝑉‖ , 𝑈 + 𝑉 et 𝑈 − 𝑉 sont orthogonaux : 
〈𝑈 + 𝑉, 𝑈 − 𝑉〉 = ‖𝑈‖ଶ − ‖𝑉‖ଶ = 0 

Ainsi en écrivant 𝑼 =
𝟏

𝟐
(𝑼 − 𝑽) +

𝟏

𝟐
 (𝑼 + 𝑽), 

 on a la décomposition de 𝑼 sur la somme directe 𝓜𝒏,𝟏(ℝ) = 𝑫 ⊕ 𝑫ୄ 

 
Idée 2 : comme 𝐷 est dirigée par 𝑈 − 𝑉 , on cherche une décomposition de la forme : 

𝑈 = 𝜆(𝑈 − 𝑉) + 𝑊 avec 𝑊 ∈ 𝐷ୄ :  nécessairement, 𝑊 = 𝜆𝑉 + (1 − 𝜆)𝑈. 
Alors : 

𝑊 ∈ 𝐷ୄ ⟺ 〈𝑈 − 𝑉 , 𝜆𝑉 + (1 − 𝜆)𝑈〉 = 0 ⟺ 𝜆 (2〈𝑈, 𝑉〉 − 2‖𝑈‖ଶ) = 〈𝑈, 𝑉〉 − ‖𝑈‖ଶ (en utilisant que ‖𝑈‖ = ‖𝑉‖) 

⟺ 𝜆 =
ଵ

ଶ
 dans le cas où 〈𝑈, 𝑉〉 − ‖𝑈‖ଶ ≠ 0 

On vérifie alors (voir idée 1) que la décomposition avec 𝜆 =
ଵ

ଶ
 convient en fait toujours 

 

Q 35  

D’après Q32 ,  𝑄௎ି௏ est la symétrie orthogonale par rapport à 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑈 − 𝑉)ୄ = 𝐷ୄ 
(𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑈 − 𝑉) est bien une droite car 𝑈 et 𝑉 étant non colinéaires, ils ne sont pas égaux) 

Comme la décomposition de 𝑈 sur 𝐷ୄ⨁𝐷 est 𝑈 = 𝑈ଵ + 𝑈ଶ avec 𝑈ଵ =
ଵ

ଶ
 (𝑈 + 𝑉) et 𝑈ଶ =

ଵ

ଶ
(𝑈 − 𝑉) , 

Alors : 𝑸𝑼ି𝑽 𝑼 = 𝑼𝟏 − 𝑼𝟐 = 𝑽 

 

Q 36   soient 𝑈෩ et 𝑉෨  dans ℳ௡,ଵ(ℝ) . 

1er cas :  𝑈෩ et 𝑉෨  sont colinéaires : on choisit 𝑄 = 𝐼௡ convient puisque  𝐼௡𝑈෩ = 𝑈෩ est colinéaire à  𝑉෨  

2ème cas : 𝑈෩ et 𝑉෨  sont colinéaires (et donc en particulier non nuls) : 

On pose 𝑉 =
‖௎෩‖

‖௏෩‖
𝑉෨  si bien que 𝑉 a même norme que 𝑈෩  et n’est pas colinéaire à 𝑈෩ : alors Q35 fournit une matrice 

orthogonale (d’après Q31) telle que 𝑄𝑈෩ = 𝑉 , ainsi 𝑄𝑈෩ est colinéaire à 𝑉෨   

 



Q37  posons 𝑈 : première colonne de 𝐴 et 𝑉 = ൮

1
0
⋮
0

൲ premier vecteur de la base canonique. 

D’après Q36 il existe 𝑄 orthogonale telle que 𝑄𝑈 est colinéaire à 𝑉 (cad de la forme 𝛼𝑉) 

Or 𝑄𝑈 est la première colonne de 𝑄𝐴 . Ceci prouve donc le résultat 

 

 

Q38 : On note 𝐻௡ : « pour tout 𝐴 ∈ ℳ௡(ℝ) , il existe 𝑄 orthogonale telle que 𝑄𝐴 est triangulaire supérieure » 

 initialisation (𝑛 = 1) : 𝐻ଵ est vraie en écrivant 𝐴 = 𝐼௡𝐴 , 𝐴 étant elle-même triangulaire supérieure 

 hérédité : soit 𝑛 ≥ 2 telle que 𝐻௡ିଵ est vraie. 

D’après Q37, il existe 𝑄ଵ ∈ 𝑂௡(ℝ) telle que 𝑄ଵ𝐴 = 
1

* *

0

0

C

 
 
 
 
 
 




 où 𝐶ଵ ∈ ℳ௡ିଵ(ℝ) 

Mais d’après 𝐻௡ିଵ , il existe 𝑄ଶ ∈ 𝑂௡ିଵ(ℝ) telle que 𝑄ଶ𝐶 = 𝑇 , triangulaire supérieure de taille 𝑛 − 1 

On pose alors  𝑄ଷ =  
2

1 0 0

0

0

Q

 
 
 
 
 
 




 on vérifie sans peine par calculs par blocs que 𝑄ଷ ∈ 𝑂௡(ℝ) 

Alors : 𝑄ଷ𝑄ଵ𝐴 = 
2

1 0 0

0

0

Q

 
 
 
 
 
 




 

1

* *

0

0

C

 
 
 
 
 
 




= 

2 1

* *

0

0

Q C

 
 
 
 
 
 




 elle-même triangulaire supérieure 

Ainsi en posant 𝑄 = 𝑄ଷ𝑄ଵ , orthogonale par produit, 𝑄𝐴 est triangulaire supérieure. 𝐻௡ est vraie. 

Le résultat est prouvé par récurrence. 

 

 

 


