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CCINP 2021 — Corrigé

Exercice

Vi(z,y) =0 < {925”2 = (z,y) = (0,0) ou (1,1).

2
r=1y
Ve e R*, f(z,0) =2 <0etVz eRY, f(z,0)>0. On en déduit que f n’admet pas d’extremum en (0,0).
g(u,v) = 3u? + 3v% — 3uv + u® + 03 puis g(rcosd, rsinf) = 3r?(1 — 1 sin(20) + r(cos® 0 + sin® 9)).

1— 2sin(20) > 1 et cos® @ +sin® > —2 donc g(rcosd, rsin6) > 3r2(2 — 2r).
Lorsque 0 <r < i, g(u,v) > 0 donc f admet un minimum local en (1, 1).

Global implique local donc le seul extremum possible est en (1,1) et ¢’est un minimum. Mais f(—2,0) = -8 < —1 =
f(1,1) donc f n’admet pas d’extremum global.
Ou encore, lim f(z,0) = —co et hl}rl f(z,0) = 400 donc f n’est ni minorée ni majorée.

T——00 T—+00

Probléme 1
Partie I

Vz € C,

n 0 si <1
Z—a’ — 1|Z| donc R =1.
" lnodoo | 400 siz] > 1

D’apreés ce qui précede, | — 1,1[C D, C [-1,1]. La série converge en 1 <= «a > 1 (exemple de Riemann) et en
]—1,1] sia€]— 00,0

-1 < a >0 (CSSA). Donc D, = ¢ [-1,1] sia €]0,1]
[-1,1] sia€]l,+oo]

Pour z > 0, la série est a termes positifs donc fo(z) > 0.

Pour z < 0, la série satisfait les hypothéses du CSSA donc sa somme est du signe de son 1°" terme : f,(x) < 0.

D’aprés le cours, fo(z) = 1= et fi(z) = —In(1 — ).
—+o0

Par le théoréme de dérivation des SE, f(z) = 3 na"! = 1f () donc f_1(z) = e
n=1

Pour a > 1, la série converge normalement sur [—1,1] donc f, est continue sur D, = [—1,1].
Vz € [0,1], Z_Z > % donc fo(x) > fi(x). Or fi(x) = —In(1 —z) — +o00. On en déduit que lim f,(z) = +oo.
T—1- r—1-

G, convergeen x =1 donc 1 € D, ie a > 1 et Go(1) =1 donc Afy(1) = 1.
X, admet une espérance <= G, est dérivable en 1 <= «a > 2 et dans ce cas, G, (z) = Af.(2) = 2 fa_1(2).

Done B(X,) = G (1) = {5450,

Partie I1

X o
Pour z €] — 1, 1], In(1 + z) = — %
n=1
Rs =1 et pour x €] — 1,1[, exp(S(z)) =1+ =.
_ 1 _ 1
Rg == WRS = W
“+o00

D’aprés le théoréme de dérivation des SE, g est de classe C*° sur |—R,, Ry[D [0,1] et ¢'(t) = > (—1)" "zt~ = Th-

n=1

Draprés ce qui précede, h est de classe C* sur [0, 1] et h'(t) = ¢'(t)h(t) = 75 h(t).

On remarque que la fonction z : ¢ — 1+tz( est solution de cette équation différentielle. De plus, z(0) = 1 = h(0). Ainsi,
h et z sont solutions du méme probléme de Cauchy, donc elle sont égales. En ¢ = 1, on obtient h(1) = exp(S(z0)) =
z(1) =1+ 2.

Partie IT1

t tinxz
x — € M
t— §& = S est continue sur |0, +o0[.

0< f—: < & qui est intégrable sur ]0,1].

Vi>1, 0< f—; < et qui est intégrable sur [1, +oo[ car Inz < 0.

On effectue le changement de variable v = —tInz, C! et strictement croissant de |0, +oo[ dans ]0, +oo] :
I(z) = (= Inx)*~t O+OO u % % du=(—Inz)* 1T(1 - a).

t —a' = €™ et t A sont décroissantes positives sur R donc aussi leur produit.
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Q23.

Q24.
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Q26.
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Q28.

Q29.

Q30.
Q31.

Q32.

Q33.

Q34.

Q35.

Q36.

Q37.

n+1 t n . L n+1 1 ..t n
Vt € [n,n + 1], (nm+—1)a < #&= < &% donc en intégrant sur [n,n + 1], (nx+—1)a < f:Jr Ldt < £4

On somme les 17 inégalités pour n € N et les 2°¢ pour n € N* et on obtient le résultat attendu.
t— ffj est intégrable sur ]0,1] et I(x) = (—Inx)*~'I'(1 — ) —3 400 car a < 1. Donc [ f—t dt ~ f0+oo f—; dt =
r—r Tr—r
(—Inz)*"1TI'(1 — ). En divisant par ce méme équivalent et en utilisant le théoréme des gendarmes, on obtient
falx) ~, (—Inz)*~ 1T (1 — ).
r—r

Probléme 2
Partie I

Si C = diag(\1,...,An), alors I, + CC = diag(1 + |M|?,..., 1+ |A\a|?) et det(I, + CC) = [] (1 + |M\x|?) > 1 avec
k=1
égalité <— N\ ==X, =0 < C=0.

D’aprés le théoréme spectral, C est diagonalisable : C' = PDP~'. Alors, det(I,, + C?) = det(P(I, + D*)P~') =
det(I,, + D?) = det(I,, + DD) et la question précédente conclut.

La propriété est trivialement vraie pour n = 1 et I'inférence se fait en développant selon une rangée.

Iy +C? = (In +iC) (I —iC) = (I +iC)(Tn 1+ iC) donc det(I, +C?) = det(L, +iC)det(I, +iC) = | det(I, +iC)|? =
|det(C —il,)|*.
On en déduit que det(I,, + C?) > 0 et que det(I, + C?) =0 < xc(i) =0 <= i€ Sp(O).

Partie 11

L, -C\(I, 0\ (I,+CC -C S I, -C _ =
<€ I, ) (—6 In> = < 0 I, ) donc en passant au déterminant, det <6 I, ) x 1 =det(I, + CC).

La matrice de ¢ dans la base (eq, e1) est <Z ;)

On considére I’endomorphisme ¢ de R?" canoniquement associé a4 M et on découpe par blocs de taille n x n. Dans

. T
la base (€n41,.-.,€2n,€1,...,€n), © a pour matrice <g R) et dans la base (e1,...,en, —€nt1,..., —€2y), © a pour

i R -5
matrice | o, )

D’aprés Q31, xc, (z) = (@ =1l ¢ =

-C (x =1L,
(x — DI, -C

(x = 1)1, -C |
C (x — 1),

(x —1)I, -C
C (x = 1)I,|

Or d’aprées Q27, Vz € R, done Vz € R, xc,(z) = Xy (%) = Xco (@)

done X¢, = x¢, et donc x¢, € R[X].

. -CX -Y
(a) Par le calcul, on obtient ( X_0V )
(b) Calcul immédiat.

(¢) Calcul immédiat.

!/ !/
REMARQUE : On a aussi Q2 ((é) + ()55’)) =0 (é) +Q (ig,)
Q n’est pas linéaire mais vérifie : QAZ 4 puZ') = XQU(Z) + @ 2Z").
Posons Z = G/() #0.Si Q(Z) = \Z alors Q*(Z) = —Z = \Q(Z) = A\Z donc |A\|> = —1 ce qui est impossible. Donc

(Z,Q(Z)) est libre. B
En notant P = Vect (Z,2(Z)), QNZ + pU(Z)) = XUZ) — uZ € P donc P est stable par (.

Soit Z = A ()55) + 0 ()55) € ENP. Alors Z' = Q(Z) = AQ ()55) _z ()55) puis AZ — uZ' = (X + 1) ()55) cENP.
Comme (‘ig) ¢ E, on en déduit que |\ + [u]? =0 soit \=p=0et Z = (8)

On a vu en Q32 que x¢, € R[X] donc pour A € Sp(Cy), A € Sp(Cy) et a5 = .

On rappelle également que Q(CoZ) = CoQ(Z) donc, par récurrence, Vk € N, Q(C§Z) = C§Q(Z) et QAZ) = AU Z)
d’ot I'on déduit : VP € C[X], Q(P(Co)Z) = P(Co)2Z).

Soit Z = Q(Z") € Q(Fy). Alors (Aay, — Co)™Z = Q ((Man — Cp)**)Z") = 2(0) = 0 donc Z € Fy.

Réciproquement, soit Z € Fy, on pose Z' = —Q(Z), Z = QUZ"). (M2, —Cp)* Z' = —Q((Aay, — Cp)** Z) = —Q(0) = 0
donc Z' € Fy et Z = Q(Z') € Q(F)).

Soit A € Sp(Cp) NR. Alors F) est stable par 2 d’aprés Q36. On utilise Q35 pour établir que F) est somme directe de
plans.

— Soit Z; € Fy. Alors, d’aprés Q35, (Z1,Q(Z1)) est libre. Si F\ = Vect(Z1,2(Z1)), c’est terminé : dim F = 2 € 2N.
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Q38.

— Sinon, soit Zy € F) \ Vect(Z1,w(Z1)). Montrons que (Z1,Q(Z1), Z2,Q(Z2)) est libre : si Z = M Z1 + mQ(Z1) +
)\2Z2 + ‘LLQQ_(ZQ) = O_alors 7' = Q(_Z) = 7ﬁ1Z1 + Alﬂ(Zl) — E2Z2 + AQQ(ZQ) =0 puis )\2Z — /LQZ/ = ()\1)\2 +
Ty 2)Z1 + (Aapur — A1) Z1) + (AaAa + pafiy) Zo = 0. Puisque (Z1,2(Z1), Zs) est libre, on déduit que Ao = ps =0
puis que Ay = puy = 0. Si F\ = Vect(Z1,Q(Z1)) @ Vect(Z2,Q2(Z2)), c’est terminé : dim F = 4 € 2N.
k k
— Supposons construits Zy, ..., Zy tels que @ Vect(Z;,2(Z;)) C Fy. Si F\ = € Vect(Z;,(Z;)), c’est terminé.

i=1 i=1

k
Sinon soit Zx11 € F\ \ @ Vect(Z;,Q(Z;)). On prouve que (Z1,(Z1), ..., Zk+1, U Zk+1)) est libre comme précé-
i=1
demment. Si... sinon ...

p
Le processus s’arréte puisque dim F) < oo. Il existe donc (Z1, ..., Zp) tel que F) = @ Vect(Z;,(Z;)) donc dim Fy =

i=1
2p € 2N.
Les vp réelles de Cy sont d’ordres pairs et pour A vp complexe non réelle, X est également vp de méme ordre. Ainsi,
det(Co)= [T (W)™ I A" eRy.

A€Sp(Co)NR AESP(Co)\R



