Mines 2023 PC Maths 1 — Un corrigé

Partie 1

1-Soit S8, (R).
a) On suppose que SeS;(R) eton se donne A eSp(S) et X un vecteur propre associé.
On a alors X'SX >0. Or X'SX = XT(XX):k”XHZ. Donc 7&||X||2 >0 et comme
X #0 ona ||X|>0 et parsuite A >0. Donc Sp(S)=R".
b) Réciproquement, si Sp(S) cR". Comme S est symétrique réelle, il existe une base
orthonormale & = (el, en) de vecteurs propres de S, et on appelle A, la valeur propre
associée a €. Pour X €91, (R), de coordonnée (y,,...,y,) dans B :

XTSX = (Z Ve, j(z A Vi€, J = ZXi y? par orthonormalité.
= =

1
Or les A, sont positifs, donc X'SX >0 et SeS; (R).
On a montré : [Pour SeS (R),ona: SeS;(R)<Sp(S)c=R’|

2—Soient A,BeS; (R) et te[0,1]. Pour tout X €9, ,(R) ona:

XT(tA+(1-t)B) X =tX TAX +(1-t) X "BX
Or XTAX, X'BX, t et 1-t sont tous >0, donc XT(tA+(l—t)B)X >0, ce qui montre
tA+(1-t)BeS; (R).
Si de plus A,BeS " (R) alors XTAX , XTBX sont strictement positifs, ainsi que I’'un au
moins des deux réels £ ou 1—t . Donc 1’un au moins des deux termes tX AX et (1-t)X BX
est strictement positif, 1’autre étant positif. Donc XT(tA+(1—t) B) X>0 et
tA+(1-t)BeS; " (R).

S, (R) et S,*(R) sont convexes|

Par ailleurs |, est dans S (R) et S, (R) (car Sp(l,)=1{1}) mais Sp(-1,)={-1} donc —I,
n’appartient pasa Sy (R) nia S;"(R). Ainsi :

n

S, (R) et S;"(R) ne sont pas des sous-espaces vectoriels de 9, (R)|.

3 — Soit AeS;"(R). Il existe PeO,(R) et D diagonale telle que A=PDP', avec
D =diag(2;,...,A, ), les A; étant >0. On pose alors A:diag(\/K_l,...,\/K_) et S=PAP".

n

Alors ST =S (immédiat) et sachant P'TP=1_: S*=PAP'PAP" =PA*P" =PDP" = A.



Comme en outre S =PAP™, Sp(S)=Sp(A)cR;,ona SeS; (R).Ainsi:
Pour AeS;"(R),ilexiste SeS;*(R) tel que S*=A|.

4 — On prouve le résultat de 1’énoncé par récurrence sur p.
® Pour p=1:laseule famille a 1 élément de somme 1 est la famille réduite a A, =1. 11

faut alors vérifier : Vxe I, f (1x) <1f (x), ce qui est incontestable.

e Supposons le résultat vrai pour p, et donnons-nous (X1 p+l)eRp+l et

p+1
(kl, kpﬂ) € (R*) tel que Zk =1. Un intervalle étant convexe, la propriété admise
k=1
p+l
sur les convexes (énoncé page 2) nous indique que 2xkxk €| et on peut s’intéresser a
k=1

p-+1 p
f (Zlkxk) On pose t=A%,, etainsi 1-t= ZAK . Par positivité des A, ona t>0 et
k=1

k=1
p+l p 7\,
1-t>0 d’ou t[0,1]. On écrit alors lorsque A, #1 @ Y A, % =tx,, +( Zl—
k=1 k=1
. On note que Vk €{1,.. ﬁ >0 et Z —1 donc th X, € | . Par convexité :
kl kl
By Ay SN
X, + Z— <Hf (X, )+ (1-1) F| D x,
al- al-t
: . . X o
Puis par hypothése de récurrence sachant t et Z_t =lon a
k=1 +7
p x P p+l p
fl Y =% [<D = f(x,) et finalement : Z?» ¥[S0 f p+l + > N F (%)
kll t kll_t k=1
Par ailleurs lorsque A, =1 on a nécessairement A, =---=X =0 et I'inégalit¢ ci-dessus

reste valide. La propriété est donc héréditaire et on peut conclure :

p
Si fest convexe sur 7, alors pour p e N, X, X, €1 et (kl,...,kp)e(R+)p tel que Zkk =1
k=1

f(gkkxkjsgkkf(xk).

Partie 2

1 )
5 —La fonction In est deux fois dérivable sur ]0,+o[ et Vx> 0,In"(x)=—-—= <0. On en déduit
X

que In est concave sur |0, +oo[ |

Soit M €S, (R) , non nulle, de valeurs propres A,,...,A, (nécessairement positives) énoncées

avec multiplicités. M étant diagonalisable, on a alors Tr ZX et det Hk




Si de plus Vk e{1,...,n}, A, >0 : la famille (% ..... %j (2 n termes) est une famille de termes

positifs de somme 1, donc par concavité :
1
k1> —In )==In(det(M
[ 3% ]2 3 2in(2,) = Ein(cer ()
On obtient alors le résultat voulu en composant par 1’exponentielle (qui est croissante).
Si I"'une au moins des valeurs propres est nulle, alors det(M)=0 tandis que Tr(M)>0 et

I’inégalité reste vraie. Dans tous les cas :

Pour M S (R), Tr(nM)zdet””(M)

6 — 1l existe P orthogonale et D =diag(A,,...,A,) telles que M = PDP' . Par suite :

IM], = \/Tr(PDPTPDPT) - \/Tr(PDZPT) :\/Tr(PT (PD?)) = \/Tr(Dz)

Done: |[M[, = |32z |
k=1

7 — On pose m= max{k1 ..... kn}. L’inégalité admise appliquée aux valeurs propres (qui sont

bien positives) nous fournit :

Zm(%Tr(M)—det””(M)jz%zn:(kk—det””(M))2
k=1

Or M est semblable a D =diag(,,...%,), donc M —det’"(M)]I
D—det””(M)In:diag(kl—det””(M) ..... A, —det”" (M )) et par suite :

) :]l[(xk —det”"(M))

est semblable a

n

[M —det" (M)1,

Donc sachant m >0 (car M est positive et non nulle), on a :

1Tr(M)—det”“(lvl)zi”lvl —olet””(l\/l)ln z

Or par positivité, Zkz >m? donc ||M || > \/_ m et — . Ainsi :

_|| ||
M —det” (M1,
2n|m],

%Tr(M)—det““(M)z

Partie 3

8 — Ae S, (R). On sait alors qu’il existe S€S,"(R) telle que A=S?. Donnons-nous pour

I’instant une matrice orthogonale P que nous déterminerons ultérieurement. On a:
A=SPP'S = (SP)(SP)T , donc en posant Q=SP onabien A=QQ" et Q eGL,(R) (car Set



P sont inversibles). Pour une matrice diagonale D on a QDQ' =SPDP'S , matrice qu’on

souhaiterait égale a B, ce qui sera réalisé lorsque S™'BS™ =PDP".
On peut maintenant tout remettre dans le bon ordre :

a) Onpose B'=S"'BS™. Comme S est symétrique S™* I’est aussi, ainsi que B. Donc
en transposant, on constate que B'e S (R).

b) Il existe P orthogonale et D diagonale telles que B'= PDP', et on pose Q=SP.On
a alors vu que QeGL,(R) et A=QQ'. En outre on déduit de

S'BS'=B'=PDP" que B=SPDP'S=QDQ".
En conclusion :

Pour AeS;"(R) et BeS,(R), il existe PeO,(R) et QeGL,(R) telles que A=QQ" et
B=QDQ".

Deplussi BeS;*(R), montrons que B'e ;" (R) ce qui montrera que les éléments diagonaux

de D sont strictement positifs. On se donne pour cela une valeur propre A de B' et X un vecteur
propre associé. Ona X 'B'X = X'S7BS™'X = (S’lX )T B(S’lX ) Comme X #0 et que S est

z,donc A>0.

inversible, ona S™X %0 et donc (S’lX )T B(S’lX)

Si de plus Be S, (R), les éléments diagonaux de D sont strictement positifs

9 —On pose u(t)=In (1+ e' ) u est dérivable sur R de dérivée donnée pour t € R par :

e' 1
u '(t) - r=1- t
l+e l+e
u' apparait alors comme clairement décroissante sur R et j’en déduis :

La fonction Ut In (1+ et) est convexe sur R

10 — On utilise la question 8 : on peut écrire A=QQ", B=QDQ" avec D diagonale a
coefficients diagonaux A,,...,A, tous strictement positifs car Be S;” (]R) et O inversible. On a

donc A+B=Q(1,+D)Q" et donc det(A+B)=det’ (Q)ﬁ(1+ A, ) . Par stricte positivité, il

k=1

1 n
est possible de définir x, =In(%, ) etalors: =In (H 1+A, J > =u(x,) ol u est la fonction
n =

k=1 k=1

S|

définie a la question 9. Par convexité on a :

iiu(x) [Z j In[b{ij J In(1-+det"" (D))

ka N ka N
Un = 1/n .
Donc In(det (A+ B)) > - In(det(Q))+ In(1+ det (D)) , puis :

det”" (A+B)>(1+det"" (D))det”" (Q) = det"" (QQ" ) + det"" (QBQ")
On a bien montré : |det”" ( A+ B) > det”" (A)+ det”" (B)|

11 — On note d’abord que ’'inégalité demandée est trivialement vraie pour t=0 ou t=1.




Pour te]0,1] on applique I'inégalité précédente a (1-t)A et tB qui appartiennent bien a
S, (R) par stricte positivité de z et 1t :
n Un Un
det”" ((1-t) A+tB) > det” ((1-t) A)+ det”" (tB) = ((1-t)"det(A)] +(t"det(B))
Donc det”" ((1-t) A+tB) > (1-t)det” (A)+tdet” (B). Comme det(A) et det(B) sont >0,

il en est de méme de (1-t)det”"(A)+tdet”"(B) (par exemple par convexité de ]0,+o0o[ ) et il
est loisible de composer par In :

1 n n

HIn(det((l—t)A+tB))2In((l—t)det” (A)+tdet"" (B))
Par concavité de Inon a :

In((1-t)det”" (A)+tdet"" (B)) > (1-t)In(det"" (A))+tIn(det" (B))
=%In(det“(A)det‘(B))

Jen déduis In(det((l—t)A+tB))2In(detH(A)dett(B)) et en composant par exp on a le
résultat voulu pour t € ]0,1[ . Ainsi :
VA BeS"(R),Vte[0,1],det((1-t) A+tB)>det™ (A)det (B)
Par ailleurs si AeS;(R) mais que Ag¢S " (R), alors det(A)=0 et pour te[0,1] on a
det™'(A)=0.Or (1-t)A+tBeS; (R) par convexité de S;(R), donc det((1-t)A+tB)>0
et Iinégalité reste vraie. Pour t =1, det'*(A) =1 et I'inégalité s’écrit det(B)>det(B) ce qui

reste vrai. On traite de la méme facons le cas B e S (IR) et on peut conclure :
VA, BeS; (R),Vte[0,1],det((1-t) A+tB)>det"" (A)det'(B)

12 — Par suite, sous les mémes hypotheses, on a pour t € [0,1] :

In(det((1-t) A+tB))>(1-t)In(det(A))+tIn(det(B))

Ainsi : |Inodet est concave sur S, (R)|.

Partie 4

13 — Comme Ae S (R), il existe P inversible et D =diag(2,,...,A,) telle que P"AP =D,
et alors pour 7 réel : P™(1 +tA)P =1, +tD =diag(1+tA,,...,.1+tA,).

n

Par similitude on a alors ¢ (t) =det(1, +tA) = H(1+t7uk ) Ainsi g est polynomiale et donc de

k=1

classe C” sur R.



=}

14 —Pour t>0 ona In(det(ln +tA)) = In( (1+mk)J ce qui existe bien car les 1+tA, sont

k=1

>0. Donc In(det(l, +tA)):Zn:|n(l+tkk)£Zn:t7»k =tTr(A). Donc :
k=1

k=1

vt>0,In(det(1, +tA))<tTr(A)

Partie 5

15 — On applique le résultat de la question 8 a A4 et M : il existe Q inversible et
D =diag(A,,....,) telles que A=QQ" et tM =QDQ". Alors :

f,(t)=det(QQ" +tQDQ" ) =det’ Q det (1, +tD) = det® Qf[(1+txk)

Donc f, est polynomiale et par suite de classe C* sur R.

16 —Comme Ae S, (R) et M €S, (R). On applique le résultat de la question 8 : il existe une
matrice diagonale D =diag (7»1, A, ) et une matrice inversible O telles que A=QQ'
B=QDQ" . Pour X non nul dans @W’n,l(R) on a alors XT(A+t|\/I ) X = XTQ(In +tD)QTX .On

pose Y =Q"X avec Y =(Y;,..., ¥, )T. Par inversibilit¢ de Qona Y #0 et :

XT(A+tM)X =YT(I,+tD)Y = (1+th,)y;
k=1
Pour chaque k, la fonction t+—1+tA, est continue et strictement positive en 0. Il existe donc

g, tel que pour [t|<e, on ait 1+tA, >0. On pose alors &, = ming,. Ona g, >0 (on notera

que g, ne dépend pas de X) et pour |t| <g, onal+tA, >0. Comme en outre I’'un au moins des

Y, estnonnul,ona ) (1+tk,)y: >0 et parsuite A+tM eS;"(R). Finalement :
=1

Je, > 0,Vt e |-gy,8,[, A+tM € S (R) |.

17 — On sait (formule de Taylor-Young a I’ordre 1 pour une fonction dérivable en 0) :
f,(t) = ,(0)+1F,’(0)+o(t)

On déja f,(0)=det(A). Reste a déterminer f,'(0).

Dans le cas ou A=1_, f (t)=det(l +tM). Comme M €S, (R), il existe P inversible et
D =diag(A,, )tellesque M =PDP ™ etalors |, +tM =P(1,+tD)P™ d’ou:
f, () =det(l, +tD) = [ (L+t,)
k=1
Donc f, k]‘[ (1+tx;) | et f, '(0)=D 4, =Tr(D)=Tr(M).
k=1 k=1

|¢k

Dans le cas général, on reprend la décomposition de la question 16 :



f,(t)=det(Q(I,+tD)Q)=det’(Q)det(l,+tD)
Si on pose g (t) = d6t( l +tD) ,ona @ (O) = TI’( D) avec la premiére partie de la question (D
est bien symétrique), et ainsi f,'(0)=det*(Q)Tr(D)= det(QQT)Tr( D)=det(A)Tr(D). Or
M =QDQ" et A*M =(Q") Q7QDQ" =(Q") DQ et par similitude Tr(A™M )=Tr(D).
Finalement f,'(0)= det(A)Tr(A’lM ) et la formule de Taylor s’écrit :
fa(t) = det(A)+tdet(A)Tr(A™M )+o(t)
ATTENTION: on aurait pu étre tenté d’aller plus vite en écrivant
fo(t)=det(A)det(1,+tA*M), puis de poser g, (t)=det(U+tA*M) et d’crire

det(1, +tA™M ) =g, (t), mais on ne peut appliquer & g, les résultats de f, car A*M n’a
aucune raison détre symétrique.

18 — Soit ae]-g,g[. On a pour ¢ réel f,(a+t)=det(A+aM +tM)="f, ., (t). Or

A+aM eS " (]R) d’apres Q16, donc d’apres Q17 f,,,,, est dérivable en O et :

fran (0) =det(A+aM ) Tr((A+aM )" M)
En écrivant fA( )= fpram (t—a), j’en déduis que f, est dérivable en a et que

f.'(a)= fa.u '(0). En remplagant a par ¢, on obtient :

Pour t € |-&,,8,[, f, estdérivableen et f,'(t)=det(A+tM )Tr((A+tM )M ) :

19 — Par bilinéarité du produit matriciel dans I, (]R) , on obtient en dérivant sur ]—80,80[
égalité O(t)x(A+tM)=1,: ®'(t)x(A+tM)+D(t)M =0 et par inversibilité de A+tM
sur ]-&,,6,[ on a pour ¢ dans cet intervalle: ®'(t)=-®(t)M (A+tM)" et donc en 0 :
d (O) =-A"'MA™. L’égalité de Taylor-Young a 1’ordre 1 en 0 pour ® donne alors :

D(t) = AT —tA"MA ™ +o(t)

La position du scalaire multiplicateur t dans [’énoncé est incorrecte.

1 .
20-Onapour a#0: ¢, ==f,“, et f, estdérivable sur |-¢&,,,[ et pour te]-¢,¢,[ ona
o

f,(t)=det(A+tM)>0 car A+tM €S *(R). Par composition avec Ur>U* qui est
dérivable sur |0,+o0[ , on a la dérivabilité de ¢, sur cet intervalle.
Pour t € |-¢,,&,[ onaalors:
9,'(t)==T,'(t) £ (t) =—det(A+tM ) Tr((A+tM )" M |det ™ (A+tM )
Donc :
9, est dérivable sur -y, e[ etVtel-ey,5:,0, () =~ Tr((A+tM)" M |det™ (A+tM)




21 — Lapplication u définie sur 9, (R) par VBeor, (R),u(B)=Tr(BM) est linéaire et

I’application @ est dérivable sur ]-gg,&,[ 4 valeurs dans 9%, (R), donc Iapplication
t> u(@(t)) est dérivable sur |-&,,&,[ et sur cet intervalle : %(u(@(t))):u(cb'(t)), c’est-
a-dire %(Tr((AHM )M ))=Tr(~(A+tM) "M (A+tM) M), puis par dérivée d'un
produit on a sur |-&, [ :

9,"(t)=Tr((A+tM) M (A+tM)" M )det™ (A+tM ) +aTr*((A+tM )" M )det™ (A+tM)
Onévalue en 0: o, "(0)=Tr( A*MA™M )det ™ (A)+oTr*(A™M )det™(A) et finalement :

¢, "(0)=det™ (A)(Tr((AlM )2)+ocTr2 (A'm )) .

22 - Comme AeS ™ (R), il existe donc SeS7(R) tel que A=S?’. On a

T

alors SATMS T =SMS™ et (S?MS™) =(5) MT(S?) =5MS™ (car S et M sont

symétriques. Donc [A™M est semblable a la matrice symétrique réelle SMS™|

23 — On reprend ’expression de ¢, "(O), et on appelle ¥ une matrice symétrique réelle

semblable & A™*M . On note A,,..., A, ses valeurs propres. Ainsi (A‘lM )2 est semblable a X?

et : Tr((A‘lM )2)+aTr2(A-1M)=Tr(22)+aTr2(z)=§xﬁ+a(§xkj

On fait un peu d’archéologie pour récupérer les résultats de la question 4 qu’on applique a la

2 2
. n 1 n 1 n n
fonction convexe X — X* : (Z—Kkj < Z—Xi et donc [Zkkj < nZ?»E . Donc :
k= N k= N k=1 k=1

2
1Y < 1
Tr((A*M 2) Tr2(A*M z( —j h | 20 >-=
r(( ) +a r( ) a+n kz:];k (car a n)
Par ailleurs det™ (A)>0 car AeS;"(R) et finalement : ¢, "(0)>0|

2

24 — On se convainc facilement a partir de I’expressions de ¢, "(t) que @, " est continue sur

|-€0.&,[ - Par suite si @, "(0)>0 il existe n€]0,&[ tel que pour |t|<n on ait @, "(t)>0, et

donc @, est convexe sur |-n,m[ et alors: Vte]-nn[,¢,(t)>9,(0)+te,'(0). Sachant
1

0, (0)= adet‘“ (0) et ¢,'(0) = —Tr(A’lM )det’“ (A) on obtient :

vtel-nnl.e, ()2 édet‘“ (0)—tTr(A™M )det ™ (A)|




