EPREUVE CENTRALE PSI 2021, MATHIen 4 h

I. Marche aléatoire sur un graphe

1. Méme si ’énoncé n’en parle pas, on suppose qu’il existe un espace probabilisé (£2,.4,P) sur lequel on
travaille.
Soit k& € N. Notons V1 < i < n, S;; 'événement ’le point est sur le sommet ¢ & 1'étape de rang £’.

Comme a I’étape de rang k, le point se trouve sur I'un des n sommets du graphe, la famille est (.S; x)1<i<n

n
est systeme complet d’évenements et Z]P’ k) U Sik) =1, soit Z pgk) =
i=1 i

2. Soit 1 < j < n et k € N. Ecrivons alors la probabilité de S; ;41 a l'aide de la formule des probabilités
totales appliquée au systéme complet d’évenements (S; x)1<i<n :

k1 2
P; = P(S)41) ZP jk+1) S0P Zt”p ZPE i
i=1

Ce qui s’écrit matriciellement ’ pt) — pk) ‘

On notera qu’il s’agit bien d’une multiplication a gauche par un vecteur ligne.

3. Par une récurrence immédiate, on obtient que pk) = pOk|

4. On suppose que la suite vectorielle (P(k)) & converge vers un vecteur P = (py, ..., p, ). En passant a la limite
dans la relation de la question 2 et par continuité du produit matriciel (le produit matriciel est bilinéarité

sur M,,(R) de dimension finie), on obtient .

De plus, la convergence d’une suite de vecteurs en dimension finie implique la convergence coordonnées
par coordonnées : V1 < 5 < n, la suite de réels (pg )

Comme (p§-k)) & > 0 (ce sont des probabilités), en passant & la limite, .

)k converge vers p;.

Enfin, en passant a la limite dans la relation obtenue a la question 1. Z p(k) =1, on obtient : Z p; =1\
Jj=1

5. Par construction du graphe, on a t;; =0 et si i # j, t; ; = 1/3. On obtient la matrice

0 1/3 1/3 1/3
1/3 0 1/3 1/3| 1
1/3 1/3 0 1/3| " 3(Ja— 1)

1/3 1/3 1/3 0

T =

6. On remarque que J; est une matrice symétrique réelle. Par le théoreme spectral, J; est diagonalisable.
De plus, Jy est de rang 1 donc par le théoréeme du rang, I’espace propre associé a la valeur propre 0,
Fy=KerJ, est de dimension 3 et comme J4 est diagonalisable, 0 est valeur propre de multiplicité 3 . Il
reste une valeur propre (obligatoirement simple) pour Jy. Utilisons la trace : tr(Jy)=4 et 'autre valeur

0 0 0O
Ly o 0 0 0O T
propre est donc 4. Par le théoréme spectral, il existe @ € O4(R) tel que Jy = Q 000 0 Q" et
0 0 0 4
donc
0 0 0O -1 0 0 0
1 1 0 0 0O T _ 0o -1 0 0 T
0 0 0 4 0 0 0 3
car QI,QT =



7. On en déduit que Vk € N,

10.

(—1/3)* 0 0 0
0 (—1/3)* 0 0| v
TF =
@ 0 0 (-1/3)% 0 @
0 0 0 1
0 00O
s . & . 0 0 0O T
En passant & la limite (T7); converge vers la matrice R = Q 000 0 Q.
0 0 01

On remarque que R est une matrice symétrique et que R?> = R : R est donc la matrice’ d’une projection orthogonale |.

De plus, R est de rang 1 donc R est la matrice d’'une projection orthogonale sur une droite.
Il reste a trouver un vecteur invariant par R.

Or en regardant bien la matrice T, T donc T* et en passant a la limite

— = = e
[ S ==
)
— =

— =

R

: R est la matrice de la projection orthogonale sur la droite engendrée par

— =
I
== =

1

Soit un vecteur ligne quelconque PO On sait que Pk — pOk par Q3. Or on vient de voir que la suite
matricielle (Tk ) converge vers une matrice R. Avec la continuité du produit matriciel, la suite vectorielle
(P} converge vers un vecteur noté P = (pi,..,ps) = POR,

1
Par la question 4, on a PT = P donc g(PJ4 — P) = P soit encore P.Jy = 4P puis en transposant (Jy

est symétrique), JuPT = 4PT. PT est donc un vecteur propre pour la matrice J; et la valeur propre
4. On sait que l'espace propre est une droite par Q6 et en regardant bien la matrice Jy, c’est la droite
1

1 . Le vecteur P est donc de la forme (A, A\, A\, A) et comme par Q.4, la somme
1
des coordonnées de P vaut 1, on a A =1/4 et ‘P =(1/4,1/4,1/4,1/4) ‘ quel que soit le vecteur P(¥.

Dans ce second exemple, on trouve la matrice

engendrée par le vecteur

01011000
101 0 01 0O
01010010
T_llOlOOOOl
3/]1 0 0 0 01 01
01001010
0 01 00101
00011010

En calculant, le produit (1,1,1,1,1,1,1,1)T donne la ligne obtenue en sommant toutes les lignes de T
donc (1,1,1,1,1,1,1, )T = (1,1,1,1,1,1,1,1)

Si on note (ey, ..., eg) la base canonique de R® et F' = Vect(ey, e3, e, €s) et G = Vect(ea, eq, €5, e7), L'endo-
morphisme ¢ canoniquement associé & T a pour matrice dans la nouvelle base (e1, e3, €g, €5, €2, €4, €5, €7) :

000 0 1 1 1 0
0000 ] 1 1 0 1
00 00 1] 10 1 0
oo o001 1
T=-|- - - — | = — — —
31 11 0] 0 0 0 0
1 01 1] 00 0 0
110100 0 0
01 1 1 ] 00 0 0




11.

La matrice est posseéde 2 blocs nuls et si on permute l'ordre des vecteurs de P®) en posant Pk =

(p(lk),pgk),pgk),pék),pék),pik),pék),pgk),pgk)), on se retrouve avec le produit pl+l) — pB)T,

Si le point est en I'un des sommets de Sy, les 4 derniéres coordonnées de P®) sont nulles et le produit
matriciel donne alors que P+ g ces 4 premieres coordonnées nulles : le point est en I'un des sommets
de S5. De méme, en permutant des roles de S et Ss.

La rédaction plus simple suivante aurait peut-étre suffit : d’apres le graphe, tout point de S est uniquement
relié & des points S5 et inversement tout point de Sy est uniquement relié a des points S; . Un point va
donc alterner entre les 2 ensembles de sommets S; et Ss.

Initialement, le point se trouve au sommet 1. Avec la question précédente, on obtient qu’aprés un nombre
pair d’étapes, le point est dans S7 et donc gP(%)) a ses coordonnées d’indices 2, 4, 5 et 7 nulles. Apres un
nombre impaire d’étapes, il est en Sy et (P 2k+1)) a ses coordonnées d’indices 1, 3, 6 et 8 nulles. Si la suite
(P*)) &tait convergente vers un vecteur P, les 2 sous-suites (P3*) et (PZ*+1)) convergent aussi vers ce
méme vecteur P. Ce vecteur a donc toutes ces coordonnées coordonnées nulles ce qui est impossible car
par Q.4, le somme des coordonnées de P vaut 1.

La suite (P*)) n’est donc pas convergente.

I1. Matrice stochastique et distributions de probabilités

12.

13.

14.

Supposons que M soit stochastique et notons U = | . | le vecteur colonne n’ayant que des 1.
1
n
Alors V1 < i <n, (MU); = Zmi,kl =1donc MU =U
k=1

Réciproquement, les coefficients de M sont bien positifs ou nuls et comme MU = U, si 1 < i < n,
n

(MU); = Zmi)k = 1 et la matrice est stochastique.

k=1
Avec les notations de la partie I, on a que les ¢; ; sont positifs ou nuls et la somme de chaque ligne i avec
1 <i < n, s’écrit

n

n n P(S.1nN S7
Dty => P(S;1)|Si0) =D W
j=1 = ’

Jj=1

n
Or (5j,1)1<j<n est un systeme complet d’événements : ZP(Sj’l NSi0) =P((
j=1 j=1

=

Sj)l) mSiyo) = P(Sip) et

n
donc Z t;; = 1. ‘ Une matrice de transition est stochastique ‘
j=1

Enfin, le vecteur P*) est & coordonnées positives et par Q.1, la somme de ces coordonnées valent 1 :

P®) est une distribution de probabilité.

n
Soit 1 < i < n. Le vecteur XM a pour coordonnée d’indice i, (XM); = ijmm qui est bien positive
j=1

ou nulle.
n

n n n n

De plus, Z(XM)Z = Z Tim; = ij ij,i = Zx]— =1 car M est stochastique puis X est une
i=1 i,j=1 j=1 i=1 j=1

distribution de probabilité. Donc ‘ XM est une distribution de probabilité ‘

On pouvait aussi utiliser la question 12. : Z(XM)z =XMU = XU = ij =1.

i=1 j=1



M N est bien a coefficients positifs par définition du produit matriciel.

Utilisons la caractérisation de Q.12 : M NU = MU = U car M et N sont stochastiques. Donc‘ M N est stochastique |.

Soit a € [0,1]. Alors @ > 0 et 1 —a > 0 et les coefficients de la matrice M + (1 — &) N sont bien positifs.
Utilisons ensuite la caractérisation de Q.12,

(@M + (1= )N)U = aMU + (1= a)NU = aU + (1 — @)U donc | aM + (1 — a)N est stochastique |

On vient de démontrer la convexité de ’ensemble des matrices stochastiques.

Soit A une valeur propre de M et V un vecteur propre associé de coordonnées (u;)1<i<n :

n
MV = AV et pour tout 1 < j < n, Au; = ijkuk
k=1

n
En particulier, A\uy, = E My kUL = My pUp + g M KUk

k=1 1<k<n
k#£h
Donc [(A —mp p)up| < Z Imp pug] < Z mpglug] < Z mp k|up| par définition de h.
1<k<n 1<k<n 1<k<n
k#£h k#£h k#£h

On obtient |A —mp p||up| < Z mp|un| et comme V est non nul (vecteur propre), up # 0 et

1<k<n
k#h

(A —mp | < E Mpy | = E My —Mpp=1—mpp

1<kn 1<k<n
k#h ==

’|/\_mh,h| < 1_mh,h‘

Avec la question précédente, |A — my | < 1 —my, ), puis avec 'inégalité triangulaire,
‘A-—-5|f§|A —'nlhﬁl‘F|”Uuh'_<ﬂ < 1-—7thL+-ﬂQhJ1—-5== 1-96

car |my,p, — 6| = my, ;, — ¢ par définition de 4.
On en déduit que X est & l'intérieur ou sur le bord du cercle centré en (4,0) et de rayon 1 — 4.

Si tous les termes diagonaux de M sont strictement positifs, § > 0 et a la situation suivante.

Y
\15

On en déduit que 1 est alors la seule valeur propre de module 1.

Par Q.12, avec U toujours le vecteur de coordonnées toutes égales a 1, MU = U donc U appartient a
Ker(M — I,) et Ker(M — I,,) est de dimension au moins 1.

Soit maintenant un vecteur V' de Ker(M — I,,) , V de coordonnées (u;)1<i<n. Notons uy la plus petite de
ses coordonnées.

n n n n
Comme MV =V, u = E my ;u;. Or E my,; = 1 : on peut donc écrire E MUk = Uk = E M, jUj
=1 =1 j=1 j=1
et en faisant la différence,

D m(uy —ug) =0
j=1



20.

21.

22.

23.
24.

Cette derniere somme est une somme de termes positifs par définition de uj et cette somme est nulle. On
en déduit que tous ses termes sont nuls : V1 < j < n, my j(u; — ux) = 0. Comme M est & coefficients
strictement positifs, u; = uy pour tout 1 < j < n donc V = u,U : V est colinéaire & U et Ker(M — I,,) C
Vect(U).

On a donc bien ‘ Ker(M — I,,) = Vect(U) est de dimension 1. ‘

Supposons lexistence de X et Y, 2 distributions de probabilité invariantes par M : XM = X et YM =Y.

En transposant M7 X7 = X7 et comme X est non nulle, X7 est un vecteur propre M7’ pour la valeur
propre 1. De méme pour YT,

Or une matrice et sa transposée ont le méme rang : M — I, et (M — In)T = MT — I, ont le méme rang.
Par Q19 et le théoreme du rang, ce rang vaut n-1 et donc Ker(M r_ I,,) est de dimension 1.

Les vecteurs vecteurs X7 et Y7 sont proportionnels et comme les sommes de leurs coordonnées valent 1,
XT =y7T puis X =Y.

‘ Il existe donc un plus une distribution de probabilité invariante par M. ‘

Soit k € N et 1 < j <n. Par définition, on a a(-k+1) < ﬁj(-kJrl).

Comme M*t! = MM(k) on am; kH) ngkl)mlj

Or par définition,

k
ol <m®) < g

donc en multipliant par m;; > 0, et en sommant pour [ allant de 1 & n,

¥ =M Zmz < m{*H = Zmum(k) < p® Zmz =g

On a donc a( ) < m(kﬂ) < B(k) et ceci V1 < i< n.

§k) §a§'k+1) P ﬁ](k+1) S/B§k)'

Avec la définition du minimum et maximum des « et 3, on a |«

Par définition du minimum, il existe un indice iy tel que mFFD = kD)

iog | = Qj et comme la matrice M est
;

n
stochastique, la somme sur le ligne iy donne 1 : on peut écrire a = a m
=1
donc en faisant la différence,

(k+1) k) _ (1) (k) (k) _ (k) (k) (k) (k) (k) ¢ (k) (k)
% 9 Mo j Z M1 = Z Mo 1M, 5 Z My Z 107l(ml7j Y )
=1

Par définition du maximum, il existe un indice jj tel que mgf)] = Bj(k) donc

k+1 k k k k k k k
oD _o® = ). (g _ U*Zm() ® _ o)

107]0 10 l

Z#Jo

(k+1) _ <k>>m(k> (B% — o))

Or, dans la derniére somme, tous les termes sont positifs ou nuls donc | « ¥ io .o

De méme avec
Par définition de €, on déduit de la question précédente,
(k+1) (k) (k) (k+1) (k) (k)
oD ol > (8 oty e R — gD > (R o (M),
Il reste & sommer les 2 inegahtcs : a§k+1) — oagk) + Bj(k) — Bj(.kﬂ) > 26(55@ — ozg»k)) puis

Bj(k+1) B a§k+1) <(1- 26)(5§k) B agk))




25. Par récurrence immédiate, 0 < 5§k) - oz§k) <(1- 25)k(,8j(-0) - 045-0)).

Or0<1-—2e<1car M est a coefficients strictement positifs.

On en déduit par encadrement que la suite (Bj(k) — a;k))k tend vers 0 . Par Q.21, les suites (a§k))k et

(5](-]6)) % sont adjacentes : elles convergent vers une méme limite notée b;.
Or, on avait ’encadrement pour tout 1 <[ < n, oz;k) < ml(fcj) < ﬁj(»k) . Par le théoreme des gendarmes, la

suite (ml(];))k tend vers b;, V1 < 1,5 <mn,

by by --- b

by by oo by
On obtient alors que la suite matricielle (M") tend vers la matrice B =

by, b, - by,

Montrons que B est stochastique.

B est déja a coefficients positifs car chaque b; est limite d'une suite de réels positifs.

Ensuite comme M est stochastique , par Q.15, M* est aussi pour tout naturel k& donc M*U = U. En
passant a la limite (continuité du produit matriciel), BU = U :| B est stochastique. ‘

26. Supposons qu'il existe un j tel que b; = 0. Comme MPM = M**1 en passant & la limite, BM = B ce qui

n
donne P*M = P et la jieme coordonnée de ce produit s’écrit b; = 0 = E bpmy ; : on a une somme
k=1

de termes positifs qui vaut 0 : chaque terme est nul. Or M est & coefficients strictement positifs : on en
n

déduit que pour tout 1 < k < n, by =0 . Or B est stochastique : la somme Z by = 1. Il y a contradiction
k=1

et\\ﬂgjgn,bj>0.‘

27. Soit P une distribution de probabilité quelconque.

La suite (P(k) = P(O)Mk);€ converge donc vers P9 B. Calculons la jitme coordonnée de ce vecteur :

(P(O)B)j = Z(P(O))kB;w’ = Z(P(O))kbj = b; car PO est une distribution de probabilité.
k=1 k=1

On a donc PYB = P> et (P(k));c converge vers P> | quelle que soit P(©).

28. Montrons que P est une distribution de probabilité invariante par M.
n

Dans la question 25, P est a coefficients positifs et la somme Z bj =1 car B est stochastique.
j=1

De plus, dans la question 26, P*°M = P> : on a l'invariance par M.

Enfin avec Q.20, cette distribution de probabilité invariante par M est bien unique.

‘ P est 'unique distribution de probabilité invariante par M. ‘

I1I. Le graphe du web

29. Soit 1 < 4,5 < n. Le coefficient a; ; désigne la probabilité de passer de la page i a la page j.
Sii=j,ilya2cas:
- soit la page 7 pointe vers une autre page et on ne reste pas a la page ¢ donc a;; = 0.
- soit la page 7 ne pointe vers aucune page et on reste a la page ¢ donc a;; = 1.
Sii+#j,ilya?2cas:
- soit la page ¢ pointe vers la page j et comme il y a \; pages pointées par 7 de maniere équiprobable,

la probabilité de pointer vers j est donc a; ; = IV
i
- soit la page ¢ ne pointe vers la page j et on reste a la page ¢ donc a; ; = 0.

On a donc le résultat annoncé.



30.

31.

32.

33. 34. et 35.

On pourra remarquer que la matrice A est stochastique : ces coefficients sont positifs (mais pas strictement
positifs) et la somme sur chaque ligne est égale & 1 : regardons la ligne 7 :
- soit la page ¢ pointe vers une autre page et a;; = 0 et il y a A; termes sur la ligne ¢ qui valent
1
tous X et la somme donne 1.
i
- soit la page ¢ ne pointe vers aucune page et a; ; = 1 et tous les autres termes de le ligne 7 sont

nuls : la somme donne 1 aussi.

On aurait aussi pu utiliser la question Q.13.

1
Les matrices A et —J,, sont stochastiques donc avec la question QQ.16, B est bien stochastique.

n
De plus, comme aucun coefficients de J,, n’est nul, B est a coefficients strictement positifs. En effet,
Vi<iyj<n

bij=01-a)a;; +a/n>a/n>0

Supposons que la page 7 ne contienne aucun lien avec une autre page :
La probabilité de quitter la page i est alors

l_bi,i:1—(1—Oé)aivi—a/n:1—(1—&)—a/nzm

D’apres la question Q.30, les hypotheses de la partie I sont toutes vérifiées : la suite (Q(k)) converge vers
une distribution de probabilité Q°°, invariante par B.

Notons p; (pertinence) la i-itme coordonnées de Q> et vérifions les hypotheses (i) et (ii).
Par invariance par B de Q°°, Q° = QB donc V1 <i<mn,

n

pi =y el = a)ag,; + %] => (1 = a)a] + % > e =1 = a)aiilui + > p[(1 = @)ax] + %
k=1 k=1 k=1 k=1

ki
car Q°° est stochastique.
-Si la page i pointe vers d’autres pages : a; ; =0 et
= (1—a il =
i k >\k Kk n
k—i

. . . 1 a
-Si la page i ne pointe pas vers d’autres pages : a;; =1 et u; = (1 —a)p; + (1 — ) Z )\—uk + —
AR n

donc

1l -« 1 «
i = — Mg+ —
Z > ok

On voit que dans les 2 cas, on obtient une fonction décroissante en A\ et croissante en py :

les conditions (i) et (ii) sont vérifiées en prenant pour u; , la i-iéme coordonnées de Q°° |.

Je laisse ces questions de Python a des collegues bien plus compétents que moi...



