Mathématiques PSI E3A 2023, corrigé

BANQUE D’EPREUVES E3A 2023
Epreuve de mathématiques, PSI, quatre heures
(corrigé)

Exercice 1

1. Pour que la famille (p; ;)¢ j)ef1,n+12 définisse bien la loi conjointe de deux variables aléatoires X
et Y, encore faut-il que p; ; soit positif pour tout (i, ) € [1,n+ 1]?, et que : > py=1

(i.7)€[1,n+1]?
Calculons donc cette somme et regardons a quelle condition sur « elle vaut 1. On a :

o =55 () =50 E0)

et pour calculer ces deux sommes on utilise la formule du binéme de Newton :

i(;‘):i(k)l 1"k = (14 1) =2 (1)

k=0 k=0

donc finalement, quitte a renommer l'indice de sommation :

5 —az(> (272 = ad”

(i,j)eﬂl,n+1]]2

1
On en déduit : Z pij =1 a= R Et pour cette valeur de o, on a bien p; ; > 0
(i,5)€[1,n+1]2
pour tout (i,7) € [1,n + 1]. Ainsi a = 7 répond a la question posée.

2. Soit ¢ € [1,n 4+ 1]. La famille ((Y = j)),ep,n+1) st un systeme complet d’évenements. Par la
formule des probabilités totales, on a donc :

1
Le méme raisonnement donne : Vj € [1,n+ 1], P(Y = j) = 2(. " 1)-
n j _

3. Soit (i,7) € [1,n + 1]%. On a d’aprés la question précédente :

P(X:i)P(Y:j):;nQ_iLl) ><21n<j21> :41n<ifl>(jﬁ1> =P(X =9)n (Y =7)).

Ceci montre que les deux variables aléatoires X et Y sont indépendantes.
4. On a: Z(92) = [0,n], et pour tout k € Z(2) on a :

1

P(Z:k):P(X:k:Jrl):an(Z) = (Z)zk —

e
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On reconnait une loi binomiale de parameétres n et 1. On a donc : E(Z) =
n- % . (1 — %) =4.0r: X =7+ 1, donc par linéarité de I'espérance :

et :
VX)=V(Z+1)=V(Z) =

5. Soit (4,7) € [1,n + 1]*. Notons que la probabilité conditionnelle P x_;(X = i) existe bien car

P(X = j) > 0 pour tout j € [1,n + 1], d’apres la loi de X trouvée a la question 2. Comme X
et Y sont indépendantes, on a :

bij =Pux=p(Y =1i) = = : =P =1).

6. On a, d’apres la question précédente :

P(Y: 1) P(Y: 1) P(Y: 1)
| P(Yy=2) P(Y=2) ... P(Y=2)
B=((P(Y = Z)))1<i,j<n+1 = . :
P(Y:n—l-l) P(Y:n+1) P(Y:n+1)
P(Y = 1) O --- 0
P(Y = 2) O --- 0 )
~c : : (Vj € [[2,7’L+1]], Cj%Cj—Cl).
P(Y :‘n + 1) 0 0

On en déduit que B est de rang 1 (la premiére colonne contient des probabilités non nulles, donc
B n’est pas de rang nul). Cette méme opération sur les colonnes montre que 1'on a :

P(Y =1) -1 -1 -1
P(Y =2) 1 0 0
P(Y =3) 0 1 :
Im(B) = Vectg : ,  Ker(B) = Vectg - 1slol] .
0
P(Y=n+1) 0 0 1
PY =1)
P(Y =2)
7. Posons : C' = , ,et : L = (1 1 - 1). On a, d’apres les regles basiques de
PY=n+1)
calcul matriciel :
PY =1) PY =1) e P(Y =1) PY =1)
P(Y =2) P(Y =2) P(Y =2) P(Y =2)
- _ , = (11 1),
PY=n+1) PY=n+1) --- PY =n+1) PY=n+1)

c’est-a-dire : B = CL.
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8. On a, avec les notations de la question précédente : B> = (C'L)(CL) = C(LC)L. Or :

P(Y =1)
LC=(1 1 - 1) PW?” :gPW:@:mm,
PY —nt1))

donc : B = C -tr(B) - L = tr(B)CL = tr(B)B (en effet tr(B) est un réel et il commute donc
avec L). D’ou le résultat.
9. On reprend I’égalité de la question précédente. On a : B = tr(B)B. Mieux : comme la famille

n+1

((Y = i))ie[1,n+1] st un systéme complet d’événements, ona: » P(Y =i) =1, donc: tr(B) = 1,
i=1

et on a simplement : B? = B. Autrement dit : X? — X = X (X — 1) est un polynéme annulateur

de B. On en déduit d'une part que les valeurs propres de B sont parmi ses racines, c¢’est-a-dire :

Spr(B) C {0,1}, et d’autre part que B est diagonalisable par le critere de diagonalisation,

puisqu’elle admet un polynéome annulateur scindé et a racines simples.

Pour achever la résolution de cette question, on se demande si réciproquement, 0 et 1 sont valeurs

propres. La réponse est positive pour les deux, et il y a plusieurs fagons de le démontrer : on

peut par exemple noter que si a et b désignent respectivement les ordres de multiplicité de 0 et

1 comme valeurs propres de B (avec a = 0 si 0 si n’est pas valeur propre, et de méme b = 0 si 1

n’est pas valeur propre), alors : tr(B) =1 =0 X a+ 1 x b, parce que la trace est la somme des

valeurs propres comptées avec leurs ordres de multiplicité. Donc : b = 1, ce qui assure que 1 est

valeur propre simple, et donc 0 doit étre valeur propre d’ordre de multiplicité (n +1) — 1 =mn

(la somme des ordres de multiplicités doit donner deg(xp) si xp est scindé, et c’est bien le cas

ici puisque B est diagonalisable). Ainsi 0 et 1 sont effectivement valeurs propres, donc :

Spgr(B) = {0,1}.

Remarque. La matrice B est une matrice de projecteur. Cette observation aurait aussi pu étre
utilisée pour la diagonaliser.

Exercice 2

1.Ona: X" —1=(X-1) ZX . Par conséquent, lorsqu’on fait la division euclidienne de

k=0
n
X"t — 1 par X — 1, le quotient vaut > X* et le reste est nul.
k=0
1 =
2. Ona:Vre|—1,1], T—2- Z x", et la série entieére associée diverge en tout point hors de cet
—Z n=0

intervalle ouvert.
3. Etude d’une suite.
—1
3.1. Soit n € N\ {0}. L’application t — PR est continue (par morceaux) sur [0, 1] en tant

que quotient de fonctions polynomiales dont le dénominateur ne s’annule pas, et pour tout
t au voisinage de 1 on a :

1-t 1 11
L—trtl & el 3 41
>t > 1
k=0 k=0

On en déduit que t — se prolonge en une application continue sur le SEGMENT

1 — ol

L, L 1—t¢
[0, 1], donc l'intégrale / 1
0

wdt converge. D’ou le résultat.
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L 1—¢
3.2. Notons que pour tout n € N\ {0}, on a aussi : u, = / mdt.
01—
Nous allons déterminer la limite de la suite (u,)nem (o} avec le théoreme de convergence
dominée. Posons : 1—+

Alors :

— pour tout n € N\ {0}, Papplication f, est continue par morceaux sur [0, 1[;

— pour tout t € [0,1[, on a lim " =0, et donc :

n—-+o0o

lim f,(t)=1-t,

n—-+0o

et on en déduit que la suite de fonctions (f,)nen 0} converge simplement sur [0, 1] vers
f:t—1—1t, quiest aussi continue par morceaux sur [0, 1];

— pour tout n € N\ {0} et tout t € [0,1[, on a :

1—-1¢ 1 N
| fu(t)] = - w o S b (HYPOTHESE DE DOMINATION)

k=0

et application ¢ : ¢t — 1 est trivialement continue par morceaux sur [0, 1[, et méme
sur le segment [0, 1], donc elle y est intégrable.

Par le théoreme de convergence dominée, on a d’une part I'intégrabilité de f et de f,, pour
tout entier n > 1 (ce qu’on savait déja), et d’autre part :

1 1 1
Jim [pmae= [0 fod= [ p@a

c’est-a-dire :

(1—2@211 1

0

lim un—/ol(l—t)dt— [

n—-+o0o

1
ce qu’on voulait démontrer : la suite (uy)nen o converge vers £ = 3

4. Etude de la série de terme général u, — /.

4.1. Soit t € [0,1]. Si ¢ # 1, alors la série > g,(t) = (1—t) > (t"“)p est géométrique de raison

p=1 p>1
"+ € [0,1], donc elle converge. Si ¢t = 1, alors Y g,(1) = > 0 converge trivialement. On
p=1 p=>1
en déduit que Y g,(t) converge pour tout ¢t € [0,1], donc ) g, converge simplement sur
p=1 p=1

[0,1]. On a par ailleurs, si t =1 :

+oo +oo
p=1 p=1

etsit#1:
“+o00 +0oo tntl
)= (1—t Y (1)
o) =002 (") = 0= N —gm

En résumé :

1—¢
+oo n+1 :

vel1, St =1 1opa L
p=1 0 sit=1.

4
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+oo 1 —t
Remarque. La fonction g gp n'est pas continue en 1, puisque : lim t"“m =
t—1— —
p=1

1
o = (0. On en déduit, méme si ce n’est pas demandé, que la série de fonctions E gp ne
n
p>1

converge pas uniformément sur [0, 1].

4.2. Soit p € N\ {0}. On a :

1 1 $(n+1)p+1 (n+1)p+2 L
/ gp(t)dt = / (t(n+1)p _ t(n+1)p+1) dt = —
0 0 (n+1p+1 (n+1)p+2],
1 1

n+p+1 (n+1)p+2
et on en déduit :
' 1 1
H)dt = oo (n 1202
/0 gp(1) (n+Dp+1)((n+1)p+2) potoo (n+ 1)2]92

4.3. Soit n € N\ {0}. On a :

1 11_td (1—t)d 11 1 1)d 11 tnﬂd
—= = t— t)dt = ) ——— —1)dt = —t)—dt.
Un=y /01 il / /0( )(1—t”+1 ) /0( s

D’apres le calcul effectué dans la question 4.1, on a donc :

1 1 oo d
n— == Y g(t)dt
=5 /oplgp()

Justifions qu’on peut permuter l'intégrale et la somme. Nous allons utiliser le théoreme
d’intégration terme & terme. Vérifions ses hypotheses :

— pour tout p € N\ {0}, I'application g, : t + (1 — )t™*+YP est continue par morceaux
sur le segment [0, 1], donc elle y est intégrable ;

— la série Z g, converge simplement sur [0, 1], comme on I’a justifié dans la question 4.1,

p=1
{ SN L e P . .
et sa somme ¢ — 1 — ¢t est manifestement continue par morceaux
0 sit=1
sur [0,1];

— la série Z / |g,(t)|dt converge, puisque l'on a, pour tout p au voisinage de 400 :
p=>1

[ st = [ g0 (4.4

p=too (4 1)

L. : 1 PU
et la série de Riemann Z — converge car son exposant est 2 > 1; par le théoreme de
p=>1

Comparalson deS SerleS a termes pOSltlfS la Serle Z/ |gp )‘dt converge aussi.
p=>1

Les hypotheses du théoreme d’intégration terme a terme étant vérifiées, on en déduit d’une
“+oo

part que 'application Z h, est intégrable sur [0, 1], et d’autre part que :
p=1

1 too q.4. +<>o 1
/ng fdt = Z/ gp(t)dt 7= X:I((n+1)p+2)((n—i—1)p+1)’

d’ou le résultat.
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4.4.

4.5.

Pour tout p € N\ {0} et tout t € R, on a :

o)) = hy(t) < o DT 1

(t+1Dp)? ~(t+1)*p* p

Cette majoration est indépendante de t. Par propriété de la borne supérieure :

1
Vp e NA{0}, Ayl < el

- : 1 -
Or la série de Riemann Z — converge car son exposant est 2 > 1. Par le théoreme de
p=1

comparaison des séries a termes positifs, la série de fonctions Z h, converge normalement
p=l
sur R, : d’ou le résultat.

Soit n au voisinage de +00. Avec les notations de la question précédente, on a :

1 1

o= 1
un = 5 D) 2Zh (n+1).

Or la série de fonctions Z h,, converge normalement, donc uniformément, sur Ry, et pour

p=1
1
tout p € N\ {0} on montre facilement qu'on a : Ller hy(t) = — € R. Donc, par le
& p
+oo +oo too 1 71'2
théoréme de la double limite : tl}inoo Z hy(t) = Z tl}eroo hy(t) = p;l ] =5 (cette derniere

égalité utilise le résultat admis). De méme, quand n — 400, on a n + 1 — +o0o, donc par
composition de limites :

“+o00 2
2 Ayl 1) =
On en déduit : . ,
1 1 x 1 =«
w— = = ———— h 1) ~ ——,
g (n+1)2z”(wr )iz 6

c’est-a-dire :
d’ou :

ce qu’il fallait démontrer.

Exercice 3

1. Quelques exemples.

1.1.

Soit A € M,(R). Alors A est de type 0 si et seulement si AT = A% =1, si et seulement si
A =1 =T,. Donc I'ensemble des matrices de M,(R) de type 0 est {I,}.

1.2. Soit A € M,(R). Alors A est de type 1 si et seulement si AT = A, si et seulement si A est

symétrique. Donc I'ensemble des matrices de M,(R) de type 1 est : S,(R).
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1.3.
2. 21
2.2.
3. 3.1

Soit A € M,(R). Alors A est de type —1 si et seulement si AT = A™!, si et seulement si A
est une matrice orthogonale. Donc I'ensemble des matrices de M, (R) de type 1 est : O,(R).
Pour p = 4, un exemple de telle matrice est :

0100
1 000
000 1}’
0010

comme on le constate en vérifiant que les colonnes forment une base orthonormée de M, 1 (R)
pour le produit scalaire usuel.

. Montrons : Ym € N, (A(#))™ = A(m#d), en raisonnant par récurrence sur m. Si m = 0,

alorson a : A(0-0) = A(0) = I3 (car cos(0) = 1 et sin(0) = 0), et : (A(0))° = I3, donc on a
bien : (A(0))° = A(0 - 0). L’égalité est vraie au rang m = 0.
Passons a 'hérédité. Soit m € N. On suppose : (A(0))™ = A(md). Alors :

(/1(9))’”+1 (A(6))™ - A(0)

A(m (

1 0 0 1 0 0

0 cos(mb) sin(m@)) (O cos(6) sin(@))
0 sm(m) cos(mf) 0 sin(f) cos(f)
1

0

0

1

\/

0 0
cos(m@) cos(f) — sin(m@) sin(f) — sin(@) cos(mb) — sin(mo) COS(Q))
sin(m#@) cos(f) + cos(m@) sin(0) — sin(m@) sin(6) + cos(mb) cos(6)

0 0
=10 cos((m-+1)0) —sin((m+ 1)0))
0 sin((m+1)0) cos((m+1)0)

= A((m + 1)0),
donc le résultat au rang m implique bien le résultat au rang m + 1 : d’ou I’hérédité.
Par principe de récurrence, on a montré : Vm € N, (A(0))™ = A(m#).
Pour traiter a bien cette question, notons d’une part que pour tout (6,0') € R? on a
A(0) = A() <= 0 = ¢ mod 27, et d’autre part que pour tout § € R on a : A(f)" =
A(—0). Ces deux observations sont faciles & démontrer et sont laissées au lecteur.
Ceci étant dit : soit § € R. On cherche une condition nécessaire et suffisante pour que A(6)
soit de type n. On a, d’apres les deux observations ci-dessus et la question précédente :

AO)T = A(O)" <= A(—0) = A(nf) <= —0 = nf mod 27 <= (n — 1)f = 0 mod 2,
si et seulement s'il existe k € Z tel que : (n — 1) = 27k. On en déduit :
21k

-1’
la division étant licite parce que n > 2 par hypothese. L’ ensemble demandé est donc :

2
{Wklk Z}
n_

A(f) de type n <= 3k € Z, 9:

T T
. On a, pour toute matrice : (AT> = A. Or A est de type n, donc : (AT> = (A")". De

plus on démontre aisément par récurrence, grace a la formule (MN)" = N"M T rappelée
dans I’énoncé, que I'on a : (A")" = (AT)". Donc finalement :

A (A7) = (AT = (AT) = (A" = A = A%

d’ou le résultat.
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3.23.2.1.
3.2.2.

3.2.3.

3.2.4.

3.2.5.

Ona: B" = Alnthn — An?+n _ An® An — A . An — A" — B D’of le résultat.

On rappelle que I'on a : B = A" = A" A, et comme A est de typenona: A" = AT,
donc :
B=A"A. (2)

On en déduit, grace a la relation (MN)T = NTM" avec M = AT et N = A :
BT = (ATA) =AT (A7) =aATA=B,

donc B est symétrique.

Tout d’abord, comme B est symétrique réelle, par le théoreme spectral B est diagona-
lisable, et donc yp est scindé sur R en particulier. On en déduit que toutes les valeurs
propres de B sont réelles.

Montrons qu’elles sont positives ou nulles. Soit A € R une valeur propre de B, et soit
X un vecteur propre de B associé a A. Ona: X 'BX = XT(AX) = XX = )| X%
Comme X est non nul en tant que vecteur propre, on a : || X ||2 > 0, et on peut donc
diviser cette égalité par || X||> pour obtenir :

_ X"BX

A= —F7.
X112

Le dénominateur est positif; justifions que le numérateur l'est également. Comme on
I’a justifié dans la question précédente, ona: B = ATA. Donc: X 'BX = XTATAX =
(AX)TAX = ||[AX|]?> > 0. Donc finalement :

_JlAax)?

A >0,
112

d’ott le résultat : VA € Spg(B), A > 0.

Comme B"™ = B, le polynéome X" — X est un polynéme annulateur de B. Les valeurs
propres de B sont donc parmi les racines réelles de X” — X. Or, siz € R, on a :

1

" —re=z@" ' —1)=0<=r=00u:2"'=1l<=ar=00u:x=1

On en déduit : Spg(B) C {0,1}. On va montrer que l'inclusion réciproque est vraie
(la démonstration que 1'on va fournir ici aurait aussi fonctionné dans ’exercice 1,
question 9). Comme B est diagonalisable, y g est scindé sur R et admet donc au moins
une racine réelle. Ainsi B admet au moins une valeur propre réelle, qui est 0 ou 1.
Raisonnons par 'absurde et supposons que l'une des deux ne soit pas valeur propre
de B : alors B n’en aurait qu’une seule. Soit A € {0,1} I'unique valeur propre de B.
Comme B est diagonalisable, il existe P € GL,(R) et D € M,(R) diagonale telles
que : B = PDP~!. De plus les coefficients diagonaux de D sont les valeurs propres
de B, donc sous I'hypothese que A est 'unique valeur propre de B, cela donne : B =
P(AL,)P~' = APP~! = \I,. Mais c’est impossible, puisque B est supposée différente
de AL, pour A =0¢et A = 1.

Par I'absurde : 0 et 1 sont valeurs propres de B, c¢’est-a-dire : Spp(B) = {0, 1}.

Comme B est diagonalisable, par le critére polynomial de diagonalisation le polynome

[I (X—-X)=X(X-1)=X%- X est un polynéme annulateur de B. Donc :
AESpy(B)

B? — B = O, (r), ce qui donne bien : B*> = B, donc B est une matrice de projection.
Comme elle est de plus symétrique, c’est une matrice de projection orthogonale, sur
Im(B) et parallelement & Ker(B) = Im(B)*. Je ne sais pas quelle réponse plus précise
semble attendre I’énoncé.
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3.3.

3.4.

3.5.

3.6.

3.7.

Remarque. Une autre démonstration que B est une matrice de projection est possible,
en écrivant que B = PDP~! avec P inversible et D une matrice diagonale dont les
coefficients diagonaux sont les valeurs propres de B, c’est-a-dire 0 et 1. Comme 0? = 0
et 12 = 1, on en déduit aisément que D? = D, et donc : B?> = PD?P~' = PDP~! = B.
Mais c’est au fond la méme démonstration que celle ci-dessus.

Soit X € Ker(A). Alors : AX = Oy, (r), et donc :

2
BX 2 ATAX = AT x Ont, o (®) = Ony (R)-

D’ou : Ker(A) C Ker(B). Réciproquement, soit X € ker(3). Alors BX = Oy, ,(r), ¢est-a-
dire : ATAX = O, . (®)- En multipliant a gauche par X7, on obtient : XTATAX = 0. Or
le membre de gauche est égal a : (AX)TAX = ||AX]|?, donc finalement on a montré que si
X € ker(B), alors : ||AX||? = 0. Par propriété de séparation de la norme, ce n’est possible
que si AX = Oy, ,(w), ¢'est-a-dire : X € Ker(A). D’oti : Ker(B) C Ker(A4).

Ayant démontré la double inclusion, on a : Ker(B) = Ker(A).

Nous allons montrer : Im(B) C Im(A), et conclure avec un argument dimensionnel. Soit
Y € Im(B). Par définition de I'image de B, il existe X € M, 1(R) tel que : Y = BX. Or :
B=A""=A.A"= AA" donc:Y = A(ATX) € Im(A). D’ott : Im(B) C Im(A). Pour en
déduire qu’ils sont égaux, il suffit a présent de démontrer qu’ils sont de méme dimension.
Or d’apres la question précédente on a : Ker(B) = Ker(A), donc d’apres le théoréeme du
rang (utilisé avec B, puis avec A) on a :

dim (Im(B)) = p — dim (Ker(B)) = p — dim (Ker(A)) = dim (Im(A)) .
Ainsi les deux sous-espaces sont inclus 'un dans l'autre et ont méme dimension, donc :
Im(B) = Im(A). D’ou le résultat.
Comme B est symétrique réelle, on sait que I'on a : Im(B) = Ker(B)*. Donc, d’apres les
deux questions précédentes : Im(A) = Ker(A)*+. D’ou le résultat.
Soit X € Im(A). On a :

JAX|? = (AX)T(AX) = XTATAX & XTBX,

or X € Im(A) = Im(B) et B est une matrice de projection, donc Im(B) = Ker(B — 1) ;
autrement dit : BX = X. Donc :

lAX|* = XX =1 X|7?,

d’ou le résultat en prenant la racine carrée.

Si A est inversible, alors B l'est également, étant donné que : det(B) = det(A)"™! #£ 0
(on peut aussi utiliser la question 3.3). En multipliant I’égalité B> = B (qui provient de la
question 3.2.5) par B~!, on obtient : B = I,. C’est-a-dire : A" = I,. En multipliant par
A~ cette égalité, on obtient : A" = AL

Déduisons-en le résultat demandé : comme A est de type n, on a : AT = A™. D’apres ce
qu’on vient de montrer, ceci implique : AT = A~!. Ainsi A est de type —1, d’ot1 le résultat.

4. Supposons : AT = A" = A", On veut montrer que A est une matrice de projecteur orthogonal.
Pour cela, il faut et il suffit d’avoir : A2 = A, et : AT = A.
On remarque que sous ces hypotheses, on a : B = A" = AT, Or il fut démontré a la question
3.2.5 que B est une matrice de projection orthogonale. Cela équivaut exactement & : BT = B,
et : B2 = B. Puisque B = A", la premiére égalité donne : (AT)T = AT, c’est-a-dire : AT = A.
La seconde égalité donne : (AT)? = AT, mais comme on vient de le voir on a : AT = A, donc
cette égalité devient plus simplement : A? = A.
Ainsi on a bien montré : A2 = A, et: AT = A, donc A est une matrice de projection orthogonale.
D’ou le résultat.
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Exercice 4

1. Pour tout réel 0, le module et un argument de e? sont respectivement 1 et 6.
2. Soient n € Nett € R. On a :

sin(nm +t) = Im (ei(”“”)) =TIm (em“e“) =TIm ((e”)n e“) =TIm ((—1)" e“) = (—1)"Im (e“)

d’out le résultat. Un raisonnement par récurrence fonctionne également.

3. 3.1

3.2.

3.3.

3.4.

Notons que a,, est positif pour tout entier naturel n. En effet, soit n € N. L’hypothese de
décroissance assure que pour tout p > n, on a : a, = a,. Quand p — 400, cette inégalité
donne : a,, > 0.

Ainsi (a,)nen est une suite de réels positifs, décroissante et de limite nulle, donc la série

> (=1)"a, converge par le théoréme spécial des séries alternées.
n=0

Soit p € N. Si p = 0 alors il s’agit de la méme série que dans la question précédente, et si
p > 0 alors on a pour tout N assez grand :

N N p—1
S (=1 "an =Y (—1)"an — Y _(—1)"a,.
n=p n=0 n=0
+o0
On sait que la série » _(—1)"a, converge (et sa limite est Y _(—1)"a,), et la seconde quantité
n=0 n=0

du membre de droite ne dépend pas de N. Autrement dit : c¢’est une constante, donc elle

a bien une limite finie quand N — +oc0. Donc la série Y _(—1)"a, converge en tant que
nzp
différence de deux suites convergentes, et quand N — +o00, on obtient :

N +oo p—1
Nl_l)IJrrlooé(—l) a, = HZ:O(—I) ay, — nzzo(—l) .-

Pour tout p € N\ {0}, on remarque que 7, est le reste d’indice p— 1 de la série convergente
> (=1)"ay, donc (T))pen converge vers 0.

n=0

D’apres le théoreme spécial des séries alternées, le reste d’une série vérifiant ses hypotheses
est de méme signe que son premier terme. Autrement dit : pour tout p € N, T}, est du signe
de (—1)Pa,. Comme on a démontré que a, est positif pour tout n € N, le signe de 7}, ne
dépend que de (—1)P. Ainsi : si p est pair alors 7T}, est positif, et si p est impair alors T}, est
négatif, d’ou le résultat.

4. Notons F' I'unique primitive de f s’annulant en 0 (cette fonction F' n’a rien & voir avec celle
introduite par I’énoncé dans la question suivante, attention). On a, par le théoréme fondamental
de l'analyse :

Ve > 0, /Oﬁf(t)dt — F(\/7).

Or Papplication /- est de classe C' sur R* et a valeurs dans R, tandis que F' est de classe C!
sur R en tant que primitive de la fonction continue f. Par composition, z — F(y/x) est de classe
C! sur R, ce qui démontre la premiére partie de la question. Sa dérivée est :

HFF,<\/_)

d’ou le résultat.

10
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5. 5.1

5.2.

Nous allons utiliser le théoreme de dérivation des intégrales a parametres. Posons :
6ix(1+t2)

V(xz,t) € R x [0,1], ) = ——.
(00 €RX (0,1, ge0) =T

Alors :

— pour tout z € R, Papplication t — g(x,t) est continue (par morceaux) sur [0, 1] en tant
que composition et quotient de fonctions usuellement continues (dont le dénominateur
ne s’annule pas) ; puisqu’elle est continue par morceaux sur un segment, elle y est aussi
intégrable ;

— pour tout t € [0,1], Papplication z — g(z,t) est de classe C! sur R et on a :

iz (1+t2)

1+ ¢2

V(z,t) € Rx[0,1], gi(x,t) — (1447 C — ()

— pour tout x € R, lapplication t %(x,t) est continue par morceaux sur [0, 1] par

continuité de I'exponentielle et de I’application polynomiale ¢ — 1 + ¢2;
— pour tout (z,t) € R x [0,1], on a :

dg L
0| =i

=1<1 (HYPOTHESE DE DOMINATION)

et I'application ¢ : t — 1 est évidemment continue par morceaux sur [0, 1], qui est un
segment, donc elle y est intégrable aussi.

D’apres le théoreme de dérivation des intégrales a parameétres, d’'une part 'application

0
t— a—g(x, t) est intégrable sur [0, 1] pour tout = € R (ce qui était trivial), et d’autre part
x

1
I’application F : x / g(z,t)dt est de classe C! sur R. On a de plus :
0

1 1
VeeR, Fl(x)= / 99 (4. 1)dt = i / (1) 4.
0o Ox 0

Soit x > 0. On a montré dans la question précédente :
1 1
F'(z) = Z/ eI+ g = z'ei‘”/ e dt.
0 0

Faisons le changement de variable u = /zt dans cette intégrale. On a alors : du = /xdt,
et donc :

e o e
F/ — / Z(ﬁt) dt —
(x) \/E 0 ¢ (\/E ) \/E 0

Ve iu?
e du,

d’ou le résultat.

6. Convergence d’intégrales.

6.1.

u

i

L’application u — €™ est usuellement continue sur [0, 7], donc u I'est sur |0, 7]. De

plus on a :
N

6_1

Vul| Ve

1
On reconnait une fonction de Riemann d’exposant 5 < 1, dont on sait qu’elle est in-

Yu €]0, 7],

eiu
du converge absolument
U

Vu

donc converge. En prenant les parties réelle et imaginaire, on en déduit que les intégrales

/0 " Slr\l/(g)du et /0 " Coj(au) du convergent.

tégrable au voisinage de 0. On en déduit que l'intégrale /
0

11
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6.2.

6.3.

6.4.

. Pour n = 0, l'existence de wy = /

N

Vu

400 iu
r Ju

1
— en dérivant u — —=, qui est de classe C! sur [, +-00[ et de dérivée u T 5372 ;
u

Vu
i

— en intégrant u — €™, qui est continue sur |7, +-00[ et dont une primitive est u — — =
?

L’application u +— est continue (par morceaux) sur [m, +00[. Pour montrer la conver-

gence de l'intégrale ——du, on integre par parties :

_Z'ez'u

Z'eiu +oo
. Il n’y a aucune complication en

Vu
On a:

Vérifions l'existence du terme entre crochets [
s
U

Noh

7. Etudions la limite quand u — 400 de —

.0
\/a U—r+00
1

1e
donc : lim — = 0. Ainsi le terme entre crochets existe bien. Par la formule de l'inté-

u—+-00 \/ﬂ

400 plu +oo et
gration par parties, les intégrales du et / mdu sont donc de méme nature.
g u

~ u

Etudions la seconde intégrale. L’application u —

;iU
SWETE] est continue (par morceaux) sur
Z'eiu
2u3/2

=1. ﬁ% On reconnait une fonction de Riemann

[m,+o00[, et on a : Yu > T, 5

i’L’U,

2u3/2

+oo du
=3 / 3—/2 converge. Comme la

0

2 3/2

+oo
d’exposant % > 1, donc l'intégrale /7r

convergence absolue implique la convergence, l'intégrale / ————=du converge, et donc
™

400 eiu

I'intégrale / du également d’apres ce qui a été justifié tantot : d’ou le résultat.

~ u

La question 6.1 démontre que l'intégrale /
0

elu
Vu

+00 eiu
T Ju

ouvert, 'intégrale /
, grale |

+00 eiu

o Vu

variable : v = y/u. Il est licite parce que I'application /- est de classe C! et strictement crois-

I'intégrale une intégrale impropre sur un intervalle

400 eiu

du converge.

L’intégrale du converge d’apres la question précédente. Faisons le changement de

du
sante sur l'intervalle d’intégration |0, +oo[. On a : dv = NS La formule du changement
U
de variable conserve la nature des intégrales, et on en déduit que l'intégrale :
/+oo et +o0 el(f du _y +oo eivgdv
0 2\/_ 0

converge, d’ou le résultat apres division par 2.
™ sin(u)
0 Vu

sin(u
suffit de dire que l'application u > (u)

Vu
12

du découle de la question 6.1. Pour n > 1, il

est continue sur le segment [nm, (n + 1)7] en
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7.2.

7.3.

7.4.

7.5.

tant que quotient de deux fonctions continues dont le dénominateur ne s’annule pas, donc

(n+Dm sin(u) o . :
Wy, = / du converge. Ainsi w,, existe pour tout entier naturel n.
i Vu
Soit n € N. On fait le changement de variable indiqué. On obtient :
™ sin(t + nw

0 \/t+n7r

™ sin(t)

—dt,
0 \Vt+nm

———~_dt. La fonction sinus est positive sur [0, 7], tout comme la racine
sin(?)

Vi+nm

et non identiquement nulle (puisqu’en 5 on a sm( ) = 1 # 0). Donc, par croissance et

propriété de séparation de l'intégrale : ;,, > 0. D’ou le résultat.

d /ﬂ $n
onc : o, =
\/m

carrée. On en déduit que u — est positive sur |0, 7], et de plus elle est continue

Pour tout n € N on a, en utilisant le changement de variable de la question précédente :

1
Qi1 — Oy = / sin(t — dt <0
(\/t—I— n+1)m \/t—I—mr)

<0

par croissance de l'intégrale. D’ou le résultat : (o, )nen est décroissante (on a utilisé la

décroissance de 'application u 7 pour obtenir le signe du terme en facteur de sin(t)).
u

Nous allons utiliser le théoréeme spécial des séries alternées. Pour cela, il reste a vérifier que

(cvn)nen converge vers 0. Or on a pour tout n € N :

</ﬂ1dt</ﬁ1dt—\/?
"o Vi+tnr Jo vnr Vn

Les deux extrémités de cet encadrement convergent vers 0. Donc, par le théoreme des

gendarmes : liI_P a, = 0. Ainsi (ay,)nen est une suite de réels décroissante et de limite
n——+0oo

nulle, donc par la question 3.1 cela suffit & démontrer que la série > w, = > (=1)"a,
n=0 n=0
converge, et d’apres la question 3.3 sa somme est positive. D’ou le résultat.

Soit N € N. Par la relation de Chasles, on a :

(n+1)m (N+1)7 of
an Z/ sin(u u:/ sm(u)dw
0 Vu

Quand N — 400, chaque membre de cette égalité a une limite finie d’apres les questions
6.3 et 7.4. On a donc, en prenant la limite :

+oo gin(u)

“+o00
ngown—/o Ju du.

Vi ?
8. Posons : Vo > 0, G(z) = %jtz’ (/ e“‘Qdu> . On veut montrer : Vo > 0, F(z) = G(x). Pour
0

cela, dérivons G. La question 4, appliquée & la fonction f : ¢ — €, montre que la dérivée sur R%

Voo,
de:m—>/ e du est x —
0

[(E) e
NN

13
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Par conséquent la dérivée de = +— ( / ewzdu>
0
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eiz

u'2\/§'

VT
sur RY est z— 2- / e’ On en déduit que G est de classe C' sur R% et qu'on a :
0

Ve >0, G'(x)= z/ e dy - <= (122 F'(x).
0 \/E

Deux fonctions sont les dérivées sont égales sur un intervalle sont égales a une constante pres.
Soit, donc, ¢ € R tel que : Vo > 0, F(z) = G(x) 4 ¢. Par continuité de F' et G en 0 (pour F cela

découle de la classe C! sur R, et pour G cela découle de la continuité de x / du par le

0
théoréme fondamental de 'analyse, et de 1/*), quand 2 — 07 cette égalité donne : F/(0) = G(0)+c

(en particulier I’égalité est valable pour tout x > 0). Or : G(0) = %, et :

L de 1 ™
F(0) = /0 i larctan(t)], = n

donc : ¢ = = 0. On a finalement, pour tout x réel positif :

F(z) = G(z) :%—i-i (/Oﬁei“Qdu> :

N
IS

d’ou le résultat.

9. Si l'on utilise le résultat admis, prendre la limite quand z — 400 dans ’égalité de la question
+oo . 2
précédente donne : 0 = % +1 ( / e’ du> . On en déduit :
0
2

oo L2 T T, T oim T w2
(f e an) =5 == 3F =)

N2 o .
Le nombre complexe (ezi) admet pour racines carrées e'7 et —e's7. On en déduit qu’il existe
e € {1,—1} tel que :

/0+°° e’ dy = \f eelt —sﬁ (\1[ \/_> 2\7;§+¢52\7T/§.

En identifiant partie réelle et partie imaginaire, on a donc :

+o0
/0 coS (uz) du = 62\/_ / sm du = 52\7;5.

Il reste a déterminer si € = 1 ou e = —1. Pour cela, on note que grace au changement de variable
v =u?, déja utilisé dans la question 6.4 (on ne détaille donc pas le raisonnement), on a :
/+°° /+°° sin(v (4.7.5) 1
s1n =) Wy,
0 T2 2=

+oo
et on a vu dans la question 7.4 que cette somme est positive. D’ou : / sin (u2> du > 0, ce qui
0

impose : ¢ = 1. Finalement on a bien :
o0 400 T
/ cos (uQ) du = / sin (uQ) du = i
0 0
d’ou le résultat.

14



