Planche 12

Si (uy,) et (u),) sont deux suites réelles convergeant vers un méme réel a, on dit que (u,,) converge
vers a plus rapidement que (u,) si on a u, —a = o(u,, —a) lorsque n — +oc.

1
On définit une suite réelle (x,,) par o = = et la relation de récurrence

1—+/1— a2
Vn € IN Tpt+l = fn
4un+1_un
3

1. Ecrire un script Python affichant les six premiers termes des suites (u,) et (u,). Que peut-on
conjecturer sur le comportement asymptotique de ces suites ?

Pour tout n € IN, on pose ensuite u,, = 6 x 2" x,,, puis u,, =

2. Soit (vy,) une suite réelle admettant un développement asymptotique de la forme

vp=a+ Ak +O0(ky), avec 0< |k <|ki|]<1l,a€R et AeR".

Un+1 — kl Un
11—k

et comparer les vitesses de convergence des suites (v,,) et (v],).

On pose v), = pour tout n. Montrer que v,, = a + O(k%) lorsque n — +o0,

3.a. Montrer que z,, = sin ( ) pour tout n entier naturel.

6 x 27
b. En déduire une preuve de la conjecture faite a la question 1.

1. Il semblerait que les deux suites convergent vers le nombre 7, la deuxieme plus rapidement
que la premiere.

2. On a le développement asymptotique

v = 1 a+ ATV Ok — kia — NEMTL + O(KR)) = a4+ O(KD) .
h= 1= (a+ AR+ O() — kaa — AR+ O(kS) (k3)
— M

Pour n assez grand, on a v, —a # 0 et

vl —a O(k¥%) O(k%) ko \"
vy —a  AEY+O(k3) kP (A4 0o(1)) Ky n—s+o0 ;

donc (v),) converge vers a plus rapidement que (vy,).

3.a. L’égalité est vraie pour n = 0 et, si elle est vraie pour n € IN donné, alors

1—22 =1 —sin? (6 ;2n> = cos? (6 ;2n> et, comme 6><L2" € [O,g], le cosinus
est positif, donc

7r 9 T
1—\/1—xi:1—cos<6x2n>:2sm <6><2"+1)

et comme, de nouveau, le sinus est positif,

N RV e R 0 . T
wan =\ T =\ (g )~ )

ce qui acheve la récurrence.

0
b. On a donc u, =6 x 2" sin pour tout n, ot lim w, = 7 (facile en utilisant
6 x 2" n—-+oo
sin(xz) ~ x au voisinage de 0) puis lirf u,, = m. En développant un peu plus, i.e. en
n—-+0oo

3

x
utilisant sin(z) = x — 3 + O(2”) au voisinage de zéro, on obtient



—6X2n T 1 7T3 +O L — LS 1 n+0 i "
tn = 6x2" 665 x8n" 327 ) ) =" " 916 \4 16 :

On reconnait un développement asymptotique de la forme proposée question 2. avec a = T,

3 1
A= — k= = et ky =

216 4 16
convergence de la suite (u,,) vers 7 en la remplagant par la suite (u],) avec

on a bien 0 < |ko| < |k1| < 1. On “accélere” donc la

r Up4+1 — kl Up, . 4un-ﬁ—l — Up

Un 1—ky 3

C’est le procédé d’accélération de convergence de Richardson-Romberg.




