Sup MPSI, Lycée Jean Perrin, 17 Novembre 2023.

DS 3, Correction rapide.

Exercice 1

Résoudre I'équation différentielle d'inconnue y : t — y(t) fonction réelle dérivable définie sur R :

{y'<t> +y(t)=et
y(0) =0

y(t) =te™
Exercice 2

Donner la solution générale réelle de ’équation différentielle d’inconnue y : z — y(x) :

y/(2) + 2/ (x) + 2y(a) = sin(20)

—2 cos(2z) — sin(2z)
10

y(x) = e *(Acos(x) + psin(z)) +

Exercice 3

2 dx
242245

primitive qu’on pourra noter : [ (domaine du

o . 22
Calculer une primitive de la fonction x — —%-—,

calcul a préciser).
Sur R :

r?dx 3 r+1
" " o In(z2+2 _Z
/ s E x —In(z° + 2z + 5) 2arctan< 2 )

Exercice 4

Eventuellement en utilisant la méthode de la variation de la constante, donner la solution générale pour
x > 0 de I'équation différentielle d’inconnue y :

zy'(z) + y(x) = cos(x)

Sur RY :
A +sin(z)

y() .



Exercice 5

On se propose de calculer pour x € R une primitive sur R de I'expression : vz2 4 1.

1. Avec x = sinh(u) :
cosh(u)

[ o=
Mais = = sinh(u) si seulement si (¢*)? —2z(e") +1=0:e* =z +V1+ 2% :u=In(z+ V1+2?))

/\/%:ln<x+m>

2.
2dx (22 —|—1 —1dz
\/1+x2dx:x\/1+x2—/ i =xvV1+ 22—
/ Vat+1 Va?+1
\/1+x2dx:x\/1+x2—/\/:1:2+1dx+/7
/ vz +1
Donc :

/mdx: (avI T2 +1n (2 + VT 22))

1
9
Exercice 6

1. Sin >0, on fait une récurrence sur k en remarquant que : et £ > 1 sont des entiers alors :
22 1= (27) 1= (2" —1) (27 +1)

qui est la formule pour k£ = 1.

Ensuite si -
2 1= (27 — 1) <[] + D).
i=0
alors

2
92 g (22”““) —1=0 2" - 1) = (22 1) (X

27 —1) x [ +1).
C’est a dire :

k
22 1 =T + ).

Qui est la formule cherchée au rang k + 1.

2. On asin < n + k sont entiers :

FnJrk —2= FnFnJrl---FnJrkfl

FnJrk - FnFnJrl---FnJrkfl =2

Par Bezout les diviseurs communs potentiels de F},,; et F}, sont 1 et 2 mais F}, est impair.
Donc F,, y et F}, sont premiers entre eux.



3. L’ensemble des entiers premiers est infini car les diviseurs premiers de F, et F, sont toujours
différents pour n # n’ dans N.

Exercice 7

Les entiers considérés ici sont tous des entiers naturels.
Si n € N*, on note o(n) la somme de ses diviseurs entiers naturel (y compris lui méme).

On rappelle et on ne demande pas de prouver que si k et n entiers sont premiers entre eux alors :
onxk)=o(n)o(k)

On appelle parfait un entier naturel n tel que o(n) = 2n.
1.Sin=2"keN on)=2k+1-1.
2. 6 a pour diviseurs stricts 1,2,3 et 28 a pour diviseurs stricts 1,2,4,7,14. 6 et 28 sont parfaits.

3. Sia>2,n>2sont entiers et a™ — 1 est premier, a = 2 et n est premier.
Fait en classe avec I'identité géométrique.

Dans la suite, on note, pour p premier M, = 27 — 1.

4. Si p et M, sont premiers alors si n = 2P~1(2P — 1)

o(n) =o(2" o (M,) = (2" —1)(M, + 1) = 2n
Donc n et parfait.
5. On considere n un entier parfait pair en on note n = 2°~! avec i impair, p > 2.

(a) On a
o(n) =2n = 2P = o(2P" Ho(i) = (28 — 1)o (i)

en utilisant le fait que 2P~! et ¢ sont premiers entre eux.
2P — 1 et 2P étant premiers entre eux, on en déduit que 2P — 1|i :
On note donc i = k(2P — 1), k entier.
(b) Apres simplification : o (i) = 2Pk
Sik > 1alors1 < k < k(2 — 1) sont des diviseurs de ¢ de somme 2Pk + 1 > o(i). Clest
impossible.

Donc k=1,i=2P—1, o(i) = 2” donc i est premier, 2 — 1|i donc 2P — 1 = M,, = i est premier.

(c) les nombres parfaits pairs sont donc de la forme :
2P=1(2P — 1)

avec M, et donc p premier.



