
Sup MPSI, Lycée Jean Perrin, 2023-2024.

Fiche 32 : TD du 14-12.

Exercice 1

1. Déterminer un polynôme réel de degré au plus 2 tel que P (−1) = 1, P (0) = −1 et P (1) = −1. Ce polynôme est -il
unique ?

2. Déterminer tous les polynômes P ∈ R[X ] tels que P (−1) = 1, P (0) = −1 et P (1) = −1.

Exercice 2

Soit P = X8 + 2X6 + 3X4 + 2X2 + 1.

1. Vérifier que j est racine de P .

2. En observant de plus que P est pair, donner ses décompositions irréductibles dans R et C.

Exercice 3

1. Rappeler la décomposition en produits de facteurs irréductibles dans C[X ] de Xn − 1.

2. En déduire la décomposition en produits de facteurs irréductibles dans C[X ] de P = 1 +X + · · ·+Xn−1.

3. Calculer P (1) et en déduire :
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Exercice 4

On considère la suite de polynômes (Pn)n∈N définie par : P0 = 2, P1 = X et la relation de récurrence, pour n ∈ N∗ :

Pn+1 = X.Pn − Pn−1

1. Montrer que pour n ∈ N∗, Pn est unitaire de degré n.

2. Montrer que pour n ∈ N∗ et z ∈ C∗ :
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3. En déduire les racines de Pn (Indication : elles sont réelles) et sa factorisation irréductible réelle.

Exercice 5

Soit, pour n ≥ 0, Pn(X) =
∑
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X

k

k!
.

1. Démontrer que Pn admet n racines simples complexes.

2. Démontrer que, si n est entier P2n n’a pas de racine réelle et P2n+1 a une et une seule réelle.


