Sup MPSI, Lycée Jean Perrin, 2023-2024.

Fiche 43 : Développements limités.

Exercice 1

Donner les développements limités aux ordres demandés des fonctions proposés :

1. Développement & l'ordre 3 pour x — /4 de sin(x).
1
cos(z) "

Développement & I'ordre 2 pour x — 2 de /x.

Développement a l'ordre 4 pour x — 0 de

Développement & lordre 3 pour  — 7/3 de tan(z).

A

Développement & 1'ordre 4 pour x — 0 de exp(cos(x)).

Exercice 2

On considere la fonction définie par :
_ 1
Gl e e
Préciser le domaine de définition Dy de f.
Déterminer le développement limité a 'ordre 5 en 0 de f.

Décomposer f en éléments simples et retrouver le résultat précédent.

Ll

Montrer que f est C* sur Dy et en déduire que f admet un développement a tout ordre n € N en 0. Préciser f(”)(x)
pour x € Dy.

5. Ecrire le développement de f & tout ordre n en 0. On donnera le résultat sous la forme fl&)=1-3x+ - +apa" +
0x—0(x™) en précisant a,, en fonction de n.

Exercice 3

On s’intéresse au développement de tan en 0. Pour cela, on considere la relation :
tan’(z) = 1 4 tan?(x)

1. Montrer que I'équivalent classique : tan(z) ~,_o & permet avec celle ci de retrouver le développement & l'ordre 3 de
tan.

2. En utilisant cette méthode, déterminer le développement aux ordres 5 puis 7 de tan.

Exercice 4 : Théoréme de Césaro

On considere une suite (u,,) telle que u, — I € R. Montrer que

1
—(ur+ - tup) =1
n

Exercice 5 : Lemme de Césaro

On considére une suite (u,) telle que w,41 — u, — I € R*. Montrer que
Up, ~ N.0

Indication : on pourra utiliser le théoréme de Césaro.

Exercice 6

1. Etudier la suite définie par:up >0et VneN uyp; =upy + ul .

— 2 2
2. On pose v, = u;, — u;_.

CESARO précédent).

Montrer que limv,, = 2, puis en déduire que u,, ~ v2n (on pourra utiliser le lemme de

Exercice 7

Soit ug €0, F]. Pour n € N, on pose 41 = sin(uy,).

1. Montrer brievement que la suite (uy)nen est strictement positive et converge vers 0.
2. (a) Déterminer un réel a tel que la suite —— — - ait une limite finie non nulle.

n+1 n

(b) En utilisant le lemme de CESARO, déterminer un équivalent simple de w,.




