Sup MPSI, Lycée Jean Perrin, 2023-2024.

Fiche 51 : Bases.

Exercice 1

Pour k = 2, 3,4 montrer que Vj, est un s.e.v. de C¥, et en donner une base :
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Exercice 2

On se place dans F = C(R,R) I'espace vectoriel des fonctions continues sur R.
On note : Z 'ensemble des fonctions de E qui sont impaires sur R ; P I’ensemble des fonctions de E qui sont paires sur R.

1.
2.
3.

Montrer que Z et P sont des sous espaces vectoriels de F.
Montrer que E =7 @ P.

Décomposer les fonctions exp et © — ﬁ suivant cette somme directe.

Exercice 3

Soit n € N et F = RR,,[X], l'espace vectoriel des polynomes & coefficients réels, de degré < n.

1.

Soit 8 = (Py, Py, ..., P,) un systéme de (n + 1) polynoémes tels que, Vk, 0 < k < n, deg P, = k. Montrer que 3 est une
base de E.

. Soit P un polynéme de degré n. Montrer que : v = (P, P/,. .., P(”)) est une base de E et déterminer les composantes

du polynéme @ défini par : Q(X) = P(X + a), (a réel fixé), dans la base ~.

. Démontrer que le systeme S = (X*(1 — X)""*)g<r<, est une base de E, et déterminer, pour tout p € {0,1,...,n}, les

composantes du polynome X? dans la base S.

. Soit ap < a1 < ... < a, des réels et Lo, ..., L, les polynomes interpolateurs de Lagrange associés (on rappelle que

L;(aj) = d;,;). Sans utiliser le théoreme de Lagrange, montrer que (Lo, ...I) est une famille libre puis une base de E.



