Sup MPSI, Lycée Jean Perrin, 2023-2024.

Fiche 63 : intégration.

Exercice 1

Montrer la convergence et calculer la limite de la suite :

zn:%’\‘/(n+1)(n+2)...(n+n)

On pensera a In et aur sommes de Riemann.
Exercice 2 : Inégalité de Kolmogorov

Soit f une fonction définie sur R, de classe C2. On suppose que f et f” sont bornées, et I’on pose :

Mo = sup|f(z)|, Mz =sup|f”(z)|
zER z€R

Le but de cet exercice est de prouver que f’ est bornée, et de majorer M; = sup,cp | f'(z)| en fonction de My et Mo. Soit
zeR, et h>0.
1. Appliquer I'inégalité de Taylor-Lagrange a f entre x et « + h a ordre 2.

2. En déduire I'inégalité :

2My  hM;
/
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3. Etudier la fonction h — % + % sur |0, +oo.
4. En déduire

My < 24/ MoM-

Exercice 3 : Formule d’Euler-Mac Laurin

1. Montrer qu’il existe des polynomes (Hy, H1, Ha, H3) & préciser tel que :

Hy=1
pour i =1,2,3: H/ = H;_y et [} Hy(t)dt =0

Préciser b; = H;(0) et H;(1) pour ¢ =0,1,2,3.
2. Montrer que si f est C® sur R :

| swyan= LTI ) o) - [ o) (9w
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