
Sup MPSI, Lycée Jean Perrin, 2023-2024.

Fiche 84 : Déterminant.

Exercice 1

Soit A =

(

1 4
2 3

)

.

1. A quelle condition sur λ ∈ R existe-t-il un vecteur v de R
2 − {0} tel que A.v = λv.

2. Déterminer les couples (λ, v) solutions du problème précédent.

3. En déduire une diagonalisation de la matrice A.

Exercice 2

On note GL2(Z) = {M ∈ M2(Z) tq detM = ±1}, SL2(Z) = {M ∈ M2(Z) tq detM = 1}.

1. Soit M ∈ M2(Z). Démontrer que M a un inverse dans M2(Z) si et seulement si detM = ±1.

2. Démontrer que les ensembles et GL2(Z) et SL2(Z) sont des groupes pour la multiplication matricielle.

3. Montrer que (a, b) un couple d’entiers constitue la première colonne d’une matrice de SL2(Z) si et seulement si a et b
sont premiers entre eux.

Exercice 3

Soit (a, b) ∈ R
2 avec a 6= b. Pour n ∈ N, n ≥ 2, on note Bn le déterminant suivant :
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Montrer que ∀n ∈ N, n ≥ 4, Bn = (a+ b)Bn−1 − abBn−2 Montrer que

∀n ∈ N, n ≥ 2, Bn =
an+1 − bn+1

a− b
.

Exercice 4

Soient E un ensemble quelconque et f1, . . . , fn : E → K des fonctions.
Montrer par récurrence sur n que la famille (f1, . . . , fn) est libre dans KE si et seulement s’il existe des éléments x1, . . . , xn

de E tels que det
(

fi(xj)
)

6= 0.


