Sup MPSI, Lycée Jean Perrin, 17 Juin 2024.

Concours blanc, Eléments de correction.

1 Géneralisations des puissances de matrices

On consideére 1'ensemble N des matrices de M3(R) de la forme N = ou (a,b, c) € R? ainsi que

o O O
o O Q2
o0 -

U Pensemble des matrices dites unipotentes de M3(R) de la forme U =T+ N ou N € N et [ = I3 est la
matrice identité de R3.

1. On pose
-1 -2 4 12 0
A=10 -1 2| etB=|01 =2
-2 =25 0 0 1

et f I’endomorphisme de R? canoniquement associé a A.
(a) det(B") =1
(b) ker(A —1I) = Vect((1,1,1))
er=(1,1,1)
(c) ea =(0,-1,0)
ez = (0, —2,—1) dans R? tel que

flea) =2e1+es ,  flez) = —2ey+ e

1 0 O
P=11 -1 -2
1 0 -1
2. det(A™) = 1.
3. (a) N est un sous espace vectoriel de M3(R) de base les matrices élémentaires Eio, E13, Fa3, di-
mension 3.

(b) N est stable par produit c’est a dire que si N € N et M € N alors N.M € N (Calcul a faire)
(c) M?®=0pour N e N.

4. (a) L’ensemble U n’est pas un sous espace vectoriel de M3(R) : il ne contient pas le vecteur nul!!

1 a b
(b) U contient I et est stable par produit. De plus si N = [0 1 ¢ | alors N est inversible et
0 01
1 —a ac—0>
N1t=10 1 —c | €U.
0 O 1

U est un sous groupe de GL3(R) ou GL3(R) est le groupe des matrices inversibles de M3(R).



5. Soit U e U et N € N tel que U = I + N. On rappelle que U est inversible. .

Pour a € R, on pose :
(@ :[+QN+M
2

N2

On prendra garde au fait que U® tel que défini est une notation, ce n’est pas une puissance.

(a) Par la formule du bindome, sachant N3 =0 : n € N et U™ désigne la puissance classique alors
v =y
(b) Montrer si n € N et U™" désigne la puissance classique alors
un =y

car U™ x UM = 1.
(c) Si et B sont réels alors

UOUD = (I +aN + 22D N2) ([ 4 N + ZEUN2) = [ 4 (o + B)N + LedBotf=D) 2

(U = (I + aN + QCUN2)E) = [ 1 g(aN + 22D N2) 4 88D (N 4 olel) y2y2
a _ a(a—1 B(B—1

(U@)B) =T + paN + (B (2 ) 4 (2 )a2)N2

(o

5):I+6aN+%N2

)
)
U@ @) — getd) o (@)@ = grled)

I
6. C=BY2 =10 1 -1
00 1

DN [0 [ =

7. Par changement de base D = PCPY vérifie: D2 =A: D =

e}
DO [T [ 10 [ o

2 Somme des coefficients d’une matrice orthogonale

Soit A = (a;;) une matrice orthogonale de M,(R) avec n > 2 , c’est-a-dire vérifiant AAT = ATA = I,.
Le but de 'exercice est d’établir une majoration de la valeur absolue de la somme S des coefficients de la
matrice orthogonale A, c¢’est a dire du nombre

n n
[S1=>_> i
i=1 j=1

On note par ailleurs, <,> le produit scalaire canonique sur R" et U le vecteur de R"™ dont tous les
coefficients sont égaux a 1.

1. Par Cauchy-Schwarz appliqué aux vecteurs AU et U, de norme /n on a :
| < AU,U > | < n.
2. < AU,U > est la somme des coefficients de la matrice A donc :
S| <n

3. Pour la matrice identité : |S| = n.



4.

3

On étudie le cas d’égalité en dimension 2.

(a) Cf. cours : les formes possibles des matrices orthogonales de rang 2 sont

(st ) (sl )

ou 6 est réel.

(b) En considérant les matrices précédentes, on obtient les matrices

0 —1 0 1
[27_[27 <1 0 ) 9 (_1 O)

Probabilités

Soit n € N, n > 2. On considere une urne contenant n boules indiscernables numérotées de 1 a n.

On tire au hasard une boule puis on la retire de I'urne ainsi que toutes les boules ayant un numéro supérieur
a celui de la boule tirée. On réitere I'expérience jusqu’a ce que 'urne soit vide et on note X,, la varible
aléatoire égale au nombre de tirages réalisé pour vider I'urne.

Pour un entier i, on notera N; la variable aléatoire égale au numéro de la i-ieme boule tirée s’il y a eu au
moins ¢ tirages et 0 sinon.

1. 3

2. P(X3=1)=4 P(X3=2) =
3. X, €{1,.n}.
4.
5

. Si on premier tirage, on tire a boule i, on est ramené a la méme expérience avec une urne remplie

P(X,=1) =
E(X3) = 11/6.
P(X,=1)=1/net P(X, =n) =1

n!®

jusqu’a la boule ¢ — 1, ainsi par les probas totales, si k > 2 :

1 n
P(X, = k) = — > P(Xiy=k-1)
=2

n+1 n
(n+ DE(Xp41) = nE(X,) = (n+ 1) kP(Xpi1 = k) —n > kP(X, = k)
k=1 k=1
n+l n4l n+1 n
=D kY P(Xii=k—1)=) kY P(Xiy=k—1)
k=1 =2 k=1 =2
n+1l n+l n+1 n
=D kY P(Xia=k—1)=) kY P(Xiy=k—1)
k=1 =2 k=1 =2
n+1
= kP(X,=k-1)
k=1
n+1
= kP(X,=k—1)
k=2
=> (k+DP(X, =k) =E(X,) + Y _P(X, =k) =E(X,) + 1
k=1 k=1



Montrer que

puis que
1
E(X,11) =E(X,
(X)) =E(X0) + — =

7. E(Xn) = EZ:I %
. Sin>2:

"1

In(n+1) < T <1+In(n)
k=1

Fuait en classe

9. E(X,) ~ In(n) pour n — oo.

4 Séries et fonctions

On rappelle que si £ < n sont des entiers naturels :

(V)

pour n € N, on pose :

1. 00:1,01:]_, 02:2.
2. Avec la définition : si k € N :
(4/{7 + 2)Ck = (k + 2)Ck+1
: z . _ (2n 2n
3. Sin € N, par développement : ¢, = (n) — (n+1).
4. Par la question précédente, pour tout n € N, ¢, est un entier naturel.
5 i1 _ 202k4D)

CL k+2
L’inégalité proposée revient a montrer :

3 2 3
Lk o @krn? kg
k+1) = (k+2? = \k+2

qui s’obtient par réduction au méme dénominateur et développement.

R 3/2 e _ (k1 3/2
k—l—l cr k—|—2

IA

puis que sin € N* :

1 4 <c, < @ 4
dnyn = 7T 2 nyn
On pose pour n € N :
S, = Z CiCn_r et T, = kCiCr_i
k=0 k=0



6. En posant i = n — k dans la somme qui définit 7T, :

n

T, = Z(n — k)eren— = nS, — T,

k=0
T, = 25,
7. . .
Cn+1 + 4Tn + 2511 = Cnt1 =+ Z<4k =+ 2>Ckcn7k: = Cnt1 + Z(k + 2)6k+lcn7k:
k=0 k=0
n+1 n+1
e = Cpy1 + Z(k: + D)erepi1i—k = Z(k + 1)crcnii—k
k=1 k=0

Cnt1 + 4T, + 25n = TnJrl + SnJrl

8. On montre alors par récurrence que sin € N : ¢,,; = 5,,. En effet dans ce cas en utilisant la question
2.

n+1

n
SnJrl = Cn+1 + 4Tn + 25n — Tn+1 = Sn + 4§Sn + 25n — Sn+1

SnJrl = = Cpn+1 = Cpy2

2(2n+3)5 2(2n+3)
n+3 " n+3

On a ainsi montré que sin € N :
n
Cn41 = E CrCn—k
k=0

9. Six e [-1/4,1/4] , la série ), ., c,x™ est absolument convergente par comparaison aux séries de
Riemann. -

On pose pour = € [—1/4,1/4] :
f(z) = chx” et g(x)=2xf(x)
n=0

On admet que la fonction f est continue sur [—1/4,1/4].
10. En utilisant un produit de Cauchy, si z € [—1/4,1/4] :

507 =3 (o) =3 =3
n=0 \k=0 n=0 n=1
11. Sixz e [-1/4,1/4] :
La relation précédente entraine : (2zf(2))? = 4o > 7 | cpa™ = dxg(x) — 4x

(9(x))? = 29(x) — 4

Par résolution de 1’équation : il existe une fonction e définie sur [—1/4,1/4] a valeurs dans {—1, 1}
telle que :
sixze[-1/4,1/4]:

g(x) =1+ e(x)V1 — 4a?



12. Siz €] —1/4,1/4]

_ ylz) -1
e(r) = F—=
V1 —4x2
ce qui montre que € est continue sur | — 1/4,1/4], constante d’apres le théoreme des valeurs in-
termédiaires car a valeurs dans {—1,1}. De plus €(0) = —1.

13. Finalement : Vx € [—1/4,1/4] :
g(x) =1—+v1—4a?



